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TD2 - APPLICATIONS MESURABLES

Exercice 1 (Quizz)

Soient f et g des applications d’un espace mesurable (E,7) a valeurs dans R muni de sa tribu
borélienne. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier briévement ou donner

un contre-exemple.
a) Si f est (7, B(R))-mesurable, alors | f| est aussi (.7, B(R))-mesurable.

b) Si f et g sont (7,B(R))-mesurables, alors les fonctions max(f,g) et min(f,g) sont aussi
(7, B(R))-mesurables.

c) Si |f| est (7, B(R))-mesurable, alors f est aussi (.7, B(R))-mesurable.

Exercice 2 (Tribu grossiére, triviale)

Quelles sont les applications mesurables i de (E,.7) dans (R, B(R)) lorsque .7 est la tribu grossiére 7

lorsque J est la tribu discrete ?

Exercice 3 (Résultats essentiels da retenir)
Soit (fn),en une suite de fonctions mesurables d'un espace mesurable (E, .7) a valeurs dans R muni
de la tribu borélienne. Montrer que ’on a les propriétés suivantes :
a) En considérant les images réciproques de | — 0o,a] pour a € R, montrer que sup,(f,) est
mesurable.
b) Montrer que inf,,(f,) est mesurable.
c) Sila suite (fy),,cy converge simplement vers la fonction f, montrer que pour tout a € R,

fH=o0a) = () U N A Q—OO’“;])'

peN* neNk>n

En déduire que f est mesurable.

Exercice 4 (Une fonction mesurable non continue)

Soit f : R? — R définie par : f(z,y) = %;Z; si (x,y) # (0,0) et f(0,0) = 0. Montrer que f est

mesurable mais n’est pas continue en (0,0).

Exercice 5 (Une fonction monotone est mesurable)

Soit f : R — R une fonction monotone.

a) Montrer que, pour tout ¢ € R, f71(] — 0o, ¢[) est convexe.

b) En déduire que f est mesurable.



Exercice 6 (Ensemble ot deux fonctions mesurables coincident)
Soient f, g deux applications mesurables d'un espace mesurable (E,.7) & valeurs dans R (muni de

la tribu borélienne). Montrer que

{reE[f(z)=9(z)} T

Exercice 7 (Exemples de fonctions mesurables)
On munit R de la tribu des boréliens. Montrer que les fonctions suivantes sont mesurables :
a) La fonction indicatrice de Q.
b) la fonction f définie par f(z) =+ 1siz >0et f(z) = —x siz <0.
c) La dérivée ¢’ d’'une fonction dérivable g; on remarquera que, quel que soit = € R,
g(w + 1) — g()

1
n

=g ().

lim
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Exercice 8 (Extension d’une fonction mesurable)
Soient €2 un ensemble, 7 une tribu sur €2, E une partie mesurable de 2 et f : E — R une fonction
T — B(R)-mesurable. On définit g : @ — R par
0 siz ¢ E
g(x) = :
f(z) sizeFE

Montrer que f est T|g—B(R)-mesurable si et seulement si g est mesurable.

Exercice 9 (DS1, 2024)

Sur l'ensemble Q = {—2,—1,0,1,2} on note F la plus petite tribu qui contient {—2,—1,0} et
{0,1,2}.

a) Expliciter F en donnant la liste de ses éléments (sans justification).

b) On munit R de sa tribu borélienne. Parmi ces trois fonctions de © dans R, lesquelles sont

F-mesurables 7 Justifier vos réponses.
(i) la fonction nulle : Vw € Q, fo(w) = 0;
(ii) la fonction identité : Yw € Q, fi(w) = w;

(iii) la fonction signe : Vw € Q, fo(w) = —1si w < 0 et fo(w) =1siw > 0.



