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La loi uniforme

Exercice 1 (Loi uniforme)

Une variable aléatoire réelle continue X prenant des valeurs dans [a, b] est appelée uniforme, et on
note X ~ U([a,b]), si sa fonction densité est :

1
pPX = m]l[a,b] :

a) Calculez la moyenne E(X), la variance V (X) et I’écart type o(X) de X.
b) Pour quelles a et b, la variable X est centrée réduite ?
c) Calculez les moments E (X") de X pour n € N.

d) Si U est uniforme sur [0, 1], quelle est la distribution de aU + b pour a,b € R? En déduire la
distribution de 1 — U.

e) Application. Le temps d’attente (en minutes) pour accéder & des données suit une loi uniforme

U([1,7]). Déterminer I'espérance du temps d’attente et son écart type.

Exercice 2 (Fonctions de la loi uniforme)
a) Soit U ~ U([0,1]) une variable aléatoire réelle de loi uniforme et X = P(U) = a,U" + --- +
a1U + ag. Calculer E (X) et V(X)) en fonction des (a;)

b) Soit Y ~ U([0, w]), une variable aléatoire réelle de loi uniforme. Calculer E (sin(Y")) et V (sin(Y")),
ainsi que E (cos(Y)) et V (cos(Y)).

1=0,...,n"

Exercice 3 (Simulation par la loi uniforme)
Soit F': R — R la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X. Pour u €]0, 1], on pose
G(u) =inf{x e R | F(z) > u}.
On appelle G linverse généralisée de F'.
a) Montrer que {x € R | F'(z) > u} est un intervalle fermé minoré et non majoré. En déduire que
G est bien définie et que {x € R | F(z) > u} = [G(u), +o0].
b) Démontrer que, pour tout z € R et tout u €]0, 1],
Fx) 2u < = > G(u).
c) Pour U ~ U(]0,1]), quelle est la fonction de répartition de G(U) ? Conclure.
d) Trouver G telle que G(U) soit discrete uniforme sur {n,n +1,...,m} quand U ~ U(]0, 1]).



Exercice 4 (Ni continue, ni discréte)

Pour X variable positive de fonction de répartition F'x, démontrer que
+oo
E(X) = / 1= Fy(t)dt € RU{oo}.
0

Indication : Utiliser ’exercice précédent pour écrire E(X) = fol G(t)dt.
Soit X une variable uniforme sur [1,3] et a € [1, 3].

a) Quelle est la loi de la variable aléatoire Y = min{X,a}?

b) Admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

¢) Que vaut cette espérance si a = 17 a = 37 Est-ce que vous auriez pu trouver ces deux résultats

autrement ?

D’autres lois classiques

Exercice 5 (Loi exponentielle)

Une variable aléatoire réelle positive X est appelée exponentielle avec le parametre A > 0 si X
admet pour fonction densité :

px(t) = Xe ™ pour t € Ry.
a) Calculez la moyenne E(X), la variance V (X)) et I’écart type o(X) de X.

b) Déterminer une fonction G telle que pour U ~ U(]0, 1]), la variable G(U) soit exponentielle.

Exercice 6 (Loi normale)

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite.
a) Justifier que X admet des moments & toute ordre.
b) Que valent E (X?"*!) pour n € N?

¢) Pour n € N, on pose ¢, = E (XZ"). Montrer que ¢, = (2n — 1)c,—1 pour n € N*. En déduire

une formule explicite pour E (X 2”).

d) En déduire E (X), V(X) et o(X).

Exercice 7 (Loi de Cauchy)

Une variable aléatoire réelle X est dite de Cauchy standard si la fonction densité de X est :

px(t) pour ¢t € R.

T (1482
a) Calculez l'espérance E(X), si elle existe.

b) Montrer que oX + p est une variable continue et calculer sa densité.

Nous appelons cette distribution une distribution Cauchy avec les paramétres (u, o).

c) Déterminer une fonction G telle que pour U ~ U([0,1]), la variable G(U) soit de Cauchy

standard.



Exercice 8 (Loi de Laplace)
On considére une variable aléatoire X dont la densité est donnée par f(z) = ce™1#l.
a) Calculer c.

b) Démontrer que X admet des moments de tout ordre. Les calculer.

Variables continues - supplément

Exercice 9 (Consommation d’eau)

La consommation journaliere en eau d’une agglomération au cours du mois de juillet est une variable

aléatoire X dont la densité f a la forme :

p(t) =c(t —a)(b—t)L (L), tER,
ol a, b, ¢ sont des constantes strictement positives (a < b).

a) Vérifier que l'on a pour tout n € N :

b
/ (t—a)"(b—t)dt =
b) Exprimer la constante ¢ en fonction de a et b.

c) Calculer E (X —a) et E (X — a)?). En déduire E (X) et V (X).

(b— a)n—i—Q
(n+1(n+2)

d) Donner la fonction de répartition F' de la variable aléatoire X. Donner 'allure des représenta-

tions graphiques de p et F. Proposer une interprétation physique des constantes a et b.

Exercice 10 (Lot log-normale)

On dit qu’'une variable positive X suit une loi log-normale si Y = In X suit une loi normale centrée
réduite.
a) Exprimer la fonction de répartition de X a l'aide de la fonction de répartition ¢ de la loi normale

centrée réduite. Calculer sa densité.

b) Démontrer que E (X) = \/e.

Exercice 11 (Loi log-normale, DS2 de 2024)

Soient p € R et 0 € R*. Une variable aléatoire X a valeurs dans |0, 400 est dite suivre une loi

log-normale de parameétres (u,0?) si Y = log X suit la loi gaussienne A (y, 02). On note £(u,0?) la

loi log-normale de parametres (u,0?).

a) Exprimer X a l'aide d’une variable Z (& préciser) qui suit une loi normale centrée réduite. En
déduire la fonction de répartition de X a I'aide de la fonction ® de répartition de Z. Calculer
ensuite explicitement la densité de X.

b) Calculer I'espérance de X.
c) Montrer que X" ~ L(ru,r20?) pour tout r # 0. En déduire la valeur de E (X") pour tout r € R.

Calculer la variance de X.

d) Calculer E (e"*) pour tout u > 0.



Exercice 12 (Entropie)

Etant donné X une variable aléatoire réelle de densité fx, on appelle entropie de X la quantité

suivante, si elle existe,
[e.e]
h) == [ f(o)log fxv.
—00
a) Calculer I'entropie d’une loi aléatoire uniforme sur le segment [a, b].

b) On suppose que X suit une loi normale, d’espérance m et variance o2, i.e. X ~ N (m,o?), dont

on rappelle la densité
1 _=m)?
fX (t) = [ 202

V2ro?

(i) Rappeler 'expression de l’espérance et de la variance de X, sous formes d’intégrales de fx.

(ii) Montrer que h(X) = 1(1 + log(270?)).

¢) On souhaite prouver que, parmi les variables aléatoires de variance donnée, les lois normales
admettent une entropie maximale. On fixe Y une variable aléatoire réelle centrée (c’est-a-dire
d’espérance nulle), de densité fy et de variance o2, admettant une entropie. On note ¢ la densité
d'une loi normale centrée (m = 0), de variance o2. On suppose que les fonctions

(t)

fy(t)

t— fy(t)log et t fy(t)logp(t)

sont intégrables sur R.
(i) Démontrer que pour tout ¢t > 0, logt <t — 1.

(if) Vérifier que

[t o(t) oo
WY) = / rletos Pt - /  Iv@logg(o)

(iii) En déduire que h(Y) < 3(1 + log(2ma?)).



