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Avant-propos

Cette brochure est une revision des polycopiés distribués pendant le cours “Analyse Numérique”
(2 heures par semaine) donné en 2004/2005. Elle est une version corrigée et modifiée des poly-
copiés distribués en 1991/92 et en 2000/2001. Durant des années, ce cours a été€ donné alternative-
ment par les auteurs.

En ce lieu, nous aimerions remercier Laurent Jay, Luc Rey-Bellet, Stéphane Cirilli, Pierre
Leone, Assyr Abdulle, Michael Hauth, Martin Hairer et des nombreux assistants et étudiants soit
pour leur aide dans la préparation des exercices soit pour la correction des erreurs (typographiques
et mathématiques).



(Euvres générales sur I’analyse numérique

Il y a un grand assortiment de livres qui introduisent le sujet d’analyse numérique (voir le rayon
65 a la bibliotheque de la section de mathématiques avec plus de 400 livres). En voici quelques
reférences. Les numéros entre chrochets (p. ex. [MA 65/403]) vous permettent de trouver le livre
facilement a la bibliotheque.

K.E. Atkinson (1978): An Introduction to Numerical Analysis. John Wiley & Sons. [MA 65/142]
W. Boehm & H. Pautzsch (1993): Numerical Methods. AK Peters. [Ma 65/332]

G. Dahlquist & A. Bjorck (1969): Numeriska Metoder. CWK Gleerup, Bokfoerlag, Lund, Sweden. Traduc-
tion anglaise: Numerical Methods. Prentice-Hall, 1974. [MA 65/84]

P. Deuflhard & A. Hohmann (1993): Numerische Mathematik I. Eine algorithmisch orientierte Einfiihrung.
Walter de Gruyter & Co. Traduction anglaise: Numerical analysis. A first course in scientific
computation. Walter de Gruyter & Co., 1995. [MA 65/301, MA 65/309]

G. Evans (1995): Practical Numerical Analysis. John Wiley & Sons. [MA 65/374]

W. Gautschi (1997): Numerical Analysis. An Introduction. Birkhduser. [MA 65/393]

G. Himmerlin & K.-H. Hoffmann (1991): Numerische Mathematik. Zweite Auflage. Springer. [MA 65/303]
M.J. Maron (1982): Numerical analysis: a practical approach. Macmillan.

W.H. Press, B.P. Flannery, S.A. Teukolsky & W.T. Vetterling (1986): Numerical Recipes (FORTRAN). The
Art of Scientific Computing. Cambridge Univ. Press. [MA 65/239]

J. Rappaz & M. Picasso (1998): Introduction a I’analyse numérique. Presses polytechniques et universitaires
romandes. [MA 65/404]

A. Quarteroni, R. Sacco & F. Saleri (2000): Numerical Mathematics. Springer. [MA 65/432]
M. Schatzman (1991): Analyse numérique : cours et exercices pour la licence. Paris : InterEditions. [MA E188]
H.R. Schwarz (1986): Numerische Mathematik. B.G. Teubner. [MA 65/249]

G.W. Stewart (1996): Afternotes on Numerical Analysis. SIAM. [MA 65/389]

J. Stoer & R. Bulirsch (1972): Einfiihrung in die Numerische Mathematik. Heidelberger Taschenbiicher,
Springer. Traduction anglaise: Introduction to Numerical Analysis. Springer, 1980. [MA 65/48]

Ch. Uberhuber (1995): Computer-Numerik 1 und 2. Springer.



Chapitre I

Intégration Numérique

Pour ses calculs en physique et en astronomie, Newton est le premier a utiliser des formules de
quadrature, suivi en cela par ses successeurs anglais (Cotes 1711, Simpson 1743). Euler, dans
son gigantesque traité (Inst. Calculi Integralis 1768, 1769, 1770, Opera XI-XIii), met toute son
ingéniosité a rechercher des primitives analytiques. Cependant, de nombreuses intégrales résistent
encore et toujours a I’envahisseur (exemples | % dz, [ 1(f”ﬁgc); de nombreux calculs en astronomie
(perturbations des orbites planétaires) contraignent Gauss (1814) a intensifier la théorie des for-
mules de quadrature. Les programmes qui ont tourné sur les premiers ordinateurs furent en grande
partie les calculs d’intégrales: ces problemes sont les plus faciles a programmer. Pour cette méme

raison, nous commencons par ce sujet.

Probléme. Etant donné une fonction continue sur un intervalle borné
f:la,b — R, (0.1)
on cherche a calculer I’intégrale

/ ’ f(x)dz. 0.2)

Bibliographie sur ce chapitre

P.J. Davis & P. Rabinowitz (1975): Methods of Numerical Integration. Academic Press, New York.
G. Evans (1993): Practical Numerical Integration. John Wiley & Sons. [MA 65/336]

V.1. Krylov (1959): Priblizhennoe Vychislenie Integralov. Goz. 1zd. Fiz.-Mat. Lit., Moscow. Tra-
duction anglaise: Approximate calculation of integrals. Macmillan, 1962. [MA 65/185]

R. Piessens, E. de Doncker-Kapenga, C.W. Uberhuber & D.K. Kahaner (1983): QUADPACK.
A Subroutine Package for Automatic Integration. Springer Series in Comput. Math.,
vol. 1. [MA 65/210]

A.H. Stroud (1974): Numerical quadrature and Solution of Ordinary Differential Equations. Springer.
[MA 65/89]

I.1 Formules de quadrature et leur ordre

La plupart des algorithmes numériques procédent comme suit: on subdivise [a, b] en plusieurs
sous-intervalles (a = o < 1 < x93 < ... < xx = b) et on utilise le fait que

/b f(x)dr = ]Vil /:Hl f(x)dx. (1.1)

a =0
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f@) A

a=1xy T T Tj Tjy1 ... wxny=2b

F1G. 1.1: Une division d’un intervalle en sous-intervalles

De cette maniere, on est ramené au calcul de plusieurs intégrales pour lesquelles la longueur de
I’intervalle d’intégration est relativement petite. Prenons une de ces intégrales et notons la longueur
de I'intervalle par h; := x;41 — ;. Un changement de variable nous donne alors

Tjy1 1
/ () dx:hj/O Flz; + thy) dt.

J

Notons enfin ¢(t) := f(x; + th;). Il reste alors a calculer une approximation de

1
/0 g(t) dt. (1.2)

Exemples. 1. La formule du point milieu
1
| oy~ g(1/2).
2. La formule du trapeze
1
1
| 9ty de~ 3 (g(0) + 9(1).

Ces deux formules (point milieu et trapéze) sont exactes si g(t) est un polyndme de degré < 1.

3. On obtient la formule de Simpson si 1’on passe une parabole (polyndome de degré 2) par les
trois points (0, g(0)), (1/2,¢9(1/2)), (1, g(1)) et si I’on approche
I’intégrale (1.2) par I’aire sous la parabole:

1
1
| gt dt ~ §(900) +49(1/2) + g(1).
4. La “pulcherrima et utilissima regula” de Newton (degré 3) :

[ ottt ~ L(6(0) + 39(1/3) + 30(2/3) + 9(1).

0 1 2

5. En généralisant cette idée (passer un polyndome de degré s — 1 par les s points équidistants
(i/(s—1),9(i/(s—1))), 1 =0,...,s—1), on obtient les formules de Newton-Cotes (Newton 1676,
Cotes 1711). Pour s < 7 les coefficients de ces formules sont données dans le tableau I.1. Leur
dessin en figure 1.2 montre que les poids “explosent” au-dela de s = 10. Si on veut augmenter la
précision, il vaut mieux raffiner les subdivisions en (1.1) qu’augmenter le degré s.

Définition 1.1 Une formule de quadrature a s étages est donnée par
1 s
| aydt~ > biglen. (13)
i=1

Les c; sont les neeuds de la formule de quadrature et les b; en sont les poids.
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TAB. 1.1: Formules de Newton-Cotes

s | ordre poids b; nom
1 1
2 2 = = trapeze
2 2 P
1 4 1 .
3 4 = = = Simpson
6 6 6 P
1 3 3 1
4 4 = = - - Newton
8 8 8 8
7 32 12 32 7
— e - e — Bool
> 6 90 90 90 90 90 oole
6| 6 |20 B s 00 1 _
288 288 288 288 288 288
41 216 27 272 27 216 41
7 - - = = - - = Weddle
8 840 840 840 840 840 840 840
s=3 4 s=4 s=5 s=6
1 % 4 Lg % 4 Lg % El !1/.\.;;./\
[ ] ®
s=9 s=11 s=13 s=15 s=17
2+ 2 2 2 A H
1 1t 1
p R 2ol 6 A A 'Y
-1 10 ¢ 1F1e i é 1
-1+ 14 1
T [ ] [ ]

FIG. 1.2: Dessin des poids des formules de Newton-Cotes

If there are four ordinates at equal intervals, let A be the sum of the first and the fourth, B the
sum of the second and third, and R the interval between the first and the fourth ; then ... the

area between the first and the fourth ordinates will be (4 + 3B)R/8.
(I. Newton, Methodus, publ. 1711, cité d’apres H.H. Goldstine, p. 76)

Définition 1.2 On dit que I’ordre de la formule de quadrature (1.3) est p, si la formule est exacte
pour tous les polynomes de degré < p — 1, c.-a-d.,

1 s
/ g(t)dt = b g(c;) pour deg g <p—1. (1.4)
0 i=1

On voit que les formules du point milieu et du trapeze sont d’ordre 2. La formule de Newton-
Cotes a s étages a un ordre p > s (par définition).
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Théoréme 1.3 La formule de quadrature (1.3) a un ordre p si et seulement si
S qil 1
> b= - pour  q=1,2,....p. (1.5)
i=1 q

Démonstration.  La nécessité de (1.5) est une conséquence de (1.4) si I'on pose g(t) = 971,
Pour en montrer la suffisance, on utilise le fait qu'un polynome de degré p — 1 est une combinai-

son linéaire de 1,t,..., """ et que I'intégrale [j g(t) dt ainsi que I’expression 25, b;g(c;) sont
linéaires en g. |
En fixant les nceuds ¢y, . . ., ¢s (distincts), la condition (1.5) avec p = s est un systéme linéaire
pour by, - b 11 .1\ /b 1
SN I N I (1.6)
cf._l cg._l o cg;l b.s 1/8

Comme la matrice dans (1.6) est inversible (matrice de Vandermonde), la résolution de ce systeme
nous donne une formule de quadrature d’ordre p > s.

Si I’on vérifie les conditions (1.5) pour la formule de Simpson, on fait une observation intéres-
sante. Par définition, il est évident que la condition (1.5) est satisfaite pour ¢ = 1,2, 3, mais on
remarque qu’elle satisfait aussi (1.5) pour ¢ = 4:

1og 4 (IN3 1 5 1
0 (5) =
Logtpd (Wl a5 1
60+6 (2)+61_24 5

Elle est donc d’ordre 4. Par conséquent, elle n’est pas seulement exacte pour des polyndmes de
degré 2 mais aussi pour des polyndmes de degré 3. Ceci est une propriété générale d’une formule

symétrique.
w

0 ¢ ¢ C3 ¢y C5 1

FIG. 1.3: Coefficients et nceuds d’une formule de quadrature symétrique

Théoreéme 1.4 Une formule de quadrature symétrique (c.-a-d. ¢; = 1 — c411_;, b; = bgy1_; pour
tout 1; voir la fig. 1.3) a toujours un ordre pair. C.-a-d., si elle est exacte pour les polynémes de
degré < 2m — 2, elle est automatiquement exacte pour les polynomes de degré 2m — 1.

Démonstration. Chaque polyndme de degré 2m — 1 peut étre
écrit sous la forme

gt) =C-(t —1/2)*" 1 + gi(t) A(t—1/2)%m1

ou gi(t) est de degré < 2m — 2. 1l suffit alors de montrer
qu’une formule symétrique est exacte pour (¢t — 1/2)*™~1 A
cause de la symétrie de cette fonction, la valeur exacte vaut

/Ol(t —1/2)?m 1 gt = 0.

Pour une formule de quadrature symétrique on a b;(¢; —1/2)*™ 1 +-b, 11 _;(csr1s—1/2)*™1 = 0.
Donc, I’approximation numérique de [ (t+ — 1/2)?™~! dt est également zéro. |

&

| >

0.5 Csti—i ¢
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1.2 Etude de ’erreur

Afin d’étudier I’erreur commise en approchant I’intégrale par une formule de quadrature, commen-
cons par une expérience numérique :

Prenons une fonction f (), définie sur [a, b], divisons I’intervalle en plusieurs sous-intervalles
équidistants (b = (b — a)/N) et appliquons une formule de quadrature du paragraphe précedent.
Ensuite, étudions I’erreur (en échelle logarithmique)

S

1

b N-1
err:/ f(x)dz— > h
a =0 i

en fonction de fe (nombre d’évaluations de la fonction f(z); ona fe = N - (s — 1)+ 1 pour
Newton-Cotes). Le nombre fe représente une mesure pour le travail (proportionnel au temps de
calcul sur un ordinateur). La fig. [.4 montre les résultats (pour N = 1,2,4,8,16,32,...) obtenus
par les formules de Newton-Cotes pour les deux intégrales :

3 2
/ cos(x) exp(sin(x)) dx et / cos(x) dx.
0 0
10°g 10¢
109 109
7 % erreur
10 10
109 109
10—122 | \\\\H‘ | \\\\H‘ 10—122 | \\\\H‘ L1l ‘ 1 1 1 1
10t 107 10° 10 107 10°
oo o trapeze (ordre 2) «—»—=* Boole (ordre 6)
=== Simpson (ordre 4) ao—a—4 s=0(ordre 6)
+—+—+ Newton (ordre 4) w—»—n  Weddle (ordre &)

FIG. 1.4: L’erreur en fonction du travail fe pour les formules de Newton-Cotes

En étudiant les résultats de la fig. 1.4, nous constatons que :

e le nombre de chiffres exacts, donné par — log,,(err), dépend linéairement de log;,(fe);
e la pente de chaque droite est —p (ou p est I’ordre de la formule);
e pour un travail équivalent, les formules avec un ordre élevé ont une meilleure précision.

Explication des résultats de la fig. I.4.

Etudions d’abord I’erreur faite sur un sous-intervalle de longueur h

zo+h

E(f, 0, h) :/ F(2)da — 1S bif (20 + ch)

o i=1

1 : 22)
- h(/0 Flao -+ th) dt = Y bif (a0 + cih).
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En supposant f suffisamment différentiable, on peut remplacer f(xg + th) et f(xzo + ¢;h) par les
séries de Taylor (développées autour de x), et on obtient ainsi

g+1
E(f,0,h) = h / t9dt — Zbc)
‘1>° (2.3)
— hpﬂ 1 b.cP) £ P O(hP+2
= (m—lzl zz)f (o) + O( )

(ici, on a bien supposé que la formule de quadrature ait I’ordre p mais pas 'ordre p + 1). La
constante 1

C_p'<p—i—1 Zbcp) (2.4)

s’appelle constante de I’erreur. Supposons que h soit petit de maniére a ce que le terme O(h**?)
dans (2.3) soit négligeable par rapport au terme Ch?+! f®) (x0), alors on obtient

er'r’:Nz_:lE(f,:cj,h)zChpNz_:lhf(p)( Chp/ £ dx—Chp(f(p D(b) — f(p_l)(a)).
j=0 Jj=0

Cette formule nous permet de mieux comprendre les résultats de la fig. .4. Comme err ~ C - h?
et fe =~ Cy/h, nous avons

log,,(err) = log,o(C1) + p - logyo(h) = Const — p - log,,(fe).

Ceci montre la dépendance linéaire entre les quantités log,,(err) et log,,(fe), et aussi le fait que
la pente soit de —p.

Estimation rigoureuse de ’erreur.

Notre but suivant est de trouver une formule exacte de I’erreur d’une formule de quadrature. Une
telle estimation nous permettra de démontrer des théorémes de convergence et assurera une certaine
précision du résultat numérique.

Théoreéme 2.1 Considérons une formule de quadrature d’ordre p et un entier k satisfaisant k < p.
Si f i [xo,z0 + h] = IR est k fois continiiment différentiable, I’erreur (2.2) vérifie

1
E(f, 20, h) = B+ / Ne(7)F®) (o + th) dr 2.5)
0
ot Ni(7), le noyau de Peano, est donné par
(1 -7k & cZ )’l‘C ! . w1 | (o)1 sio>0,
Ni(T) = Zb —)! o (0)y =90 sio<ol
Démonstration. Nous introduisons la série de Taylor avec reste’
= t(t — k—1
SL’Q + th j) .To + hk / % f(k) (370 + Th) dr (26)
: 0 - *

dans la formule (2.2) pour E(f, zo, h). En utilisant

/Ot(t — ) lg(r)dr = /Ol(t — T)i_lg(T) dr

Ivoir le paragraphe II1.7 du livre de E. Hairer & G. Wanner (1995), Analysis by Its History. Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer.
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et le fait que la partie polynomiale de (2.6) ne donne pas de contribution a I’erreur (a cause de
p > k), nous obtenons

E(f, zo, h) = h**! /1

0

</0 (t(k_idt—Zb §1>f(k)(xo+7h) dr.

Une évaluation de I’intégrale intérieure donne le résultat. O

Théoreme 2.2 (Propriétés du noyau de Peano) Considérons une formule de quadrature d’ordre
p et un nombre k satisfaisant 1 < k < p. Alors, on a:

a) Nj(T) = —Ni_1(7) pourk > 2 (pour T # c; si k = 2);

b) Np(1)=0 pourk >1sic;<1(i=1,...,s);

c) Nk(O):Opourk>2sicz20(@'_1,...,3);

d) /01 Ny(7)dr = (m — Zb cp) = C (constante de ’erreur (2.4));

e) Ni(7) est linéaire par morceaux, de pente —1 et avec des sauts de hauteur b; aux points c;
(1=1,...,s) O

F1G. 1.5: Le noyau de Peano Np(7) d’une formule de quadrature

Les noyaux de Peano pour la formule du point milieu sont

[T siT<1/2 )2 siT<1/2
Nl(T)_{l—T siT>1/2 NQ()_{(I—T)Q/Q siT>1/2

(voir la fig. 1.6). Pour la formule de Newton-Cotes (s = 5), ils sont dessinés dans la fig. 7.

Ni(7) No(T)

FIG. 1.6: Noyaux de Peano pour la formule du point milieu

Grace au résultat du théoreme précédent, on peut facilement estimer 1’erreur pour I’intervalle
entier [a, b]. Pour une division arbitraire (équidistante ou non; h; = x;,, — x;), notons I’erreur par

err—/ dx—Zh ibfx]+cl h;). 2.7
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Ni(7) Na(7) N3(7) /\
N N ya

<

NSV

Ny(7) N5(7)

NV NS

FIG. I.7: Noyaux de Peano pour la formule de Newton-Cotes avec s = 5

Théoreme 2.3 Soit f : [a,b] — IR k fois continiiment différentiable et soit I’ordre de la formule
de quadrature égal a p (p > k). Alors, U'erreur (2.7) admet [’estimation

lerr| < BF - (b—a) - /0'1 |No(7)] dr - max [F®(2) (2.8)

z€la,b]

ot h = max; h;.
Démonstration. La formule (2.5) donne
1
B(f. a0, ) < B [N £ (o 4 7h) | dr
-1
< W [Nl dr e max | |9(@)]
0 x€[zo,z0+h]

Comme I’erreur (2.7) est la somme des erreurs sur les sous-intervalles de la division, on obtient

N-1 N-1 1
errl < S AB(faph) < 3 1 [ Nm)ldr e max |f9()
]:0 ]:0 N—— 0 $€[:L‘J,$]+1}
<h*-h

7 < max | f®(z)]
z€la,b]

ce qui montre I’assertion (2.8), car Y ' h; = b — a.
Exemples. Pour la formule du point milieu, on a

lerr| < h?-(b—a) - — - max |f"(x)];

1
24 gelab]

pour la formule du trapeze

lerr| < h?-(b—a) - — - max |f"(x)];

z€[a,b]

—
t\:>|H

pour la formule de Simpson

“oh—a) . ) ()]
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pour la formule de Newton-Cotes (s = 5)

lerr| < h°-(b—a) x | fO ().

1
. . ma
1935360 wclab)

Le calcul de [ |N,(7)| dr pour ces formules n’est pas difficile. Considérons par exemple la for-
mule de Newton-Cotes (s = 5). On constate que Ng(7) ne change pas de signe sur [0, 1] (voir
fig. 1.7) et on utilise la propriété (d) du théoreme 2.2. Ceci donne

[ eoldr =| [ Noyar] = 51— (23" + 2(3) + 2C) + 51| = om0

I.3 Formules d’un ordre supérieur

Aber Gauss hat in den Gottinger Commentarien gezeigt, dass man durch schickliche Wahl
der Abscissen, fiir welche die Ordinaten berechnet werden, den Grad der Niherung auf das
Doppelte treiben kann ; ... Die grosse Einfachheit und Eleganz der Gaussischen Resultate,
lasst einen einfachen Weg vermuten. (Jacobi 1826, Crelle J. 1, p. 302)

Si I’on fixe les neeuds ¢y, . . ., ¢s (distincts), il existe une formule de quadrature (b;, ¢;) unique,
ayant un ordre p > s. On obtient les poids b; soit par la résolution du systeme linéaire (1.6), soit
par la formule de I’exercice 1.

Question. Y a-t-il un choix des ¢; permettant d’avoir un ordre supérieur?

Théoreme 3.1 Soit (b;, ¢;);_, une formule de quadrature d’ordre p > s et soit
Mt)y=(t—c1) ... (t —cs). (3.1

Alors, l'ordre est > s + m si et seulement si

1
/ M(t)g(t)dt =0 pour tout polynéme ¢(t) de degré < m — 1. (3.2)
0

Démonstration. Soit f(t) un polyndme de degré < s+ m — 1. L’idée, due a Jacobi (1826), est de
diviser f(t) par M(t) et d’écrire f(t) sous la forme

f{t) = M(t)g(t) +r(t)

ou degr < s—1et degg < m — 1. Alors, I'intégrale exacte et I’approximation numérique
satisfont

/01 f(t)dt = /01 M(t)g(t) dt + /01 r(t) dt

ibzf(cz) = Zbi M(c;) g(c;) + Z bir(c;).
=1 i=1 2’6’ i=1

Comme la formule de quadrature est exacte pour r(¢) (I'ordre est > s par hypothese), elle est
exacte pour f(t) si et seulement si f; M (t)g(t) dt = 0. O
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Exemple 3.2 Pour qu’une formule de quadrature a s = 3 étages ait un ordre > 4, il faut que

1 1 1 1
0= /0 (t—ci)(t —co)(t —c3)dt = 1 (1 + e+ 03)5 + (c1ca + cie3 + 0203)5 — 10203,

ce qui est équivalent a
c _1/4—(Cl+02)/3+0102/2
3 1/3—(C1—|—02)/2+0102 ’

Exemple 3.3 Continuons I’étude de formules de quadrature a s = 3 étages et essayons de déter-
miner les ¢y, co, c3 pour que 1’ordre soit p = 6. Par le théoréme 3.1, il faut que

1 1
C1C2C3 — 5(0102 + c1c3 + cac3) + g(cl +ete3) =

1 1 1
—C1C2C3 — —(0102 + ci1c3 + 0203) —+ —(Cl + co + Cg) = (33)

2 3 4

D= O = =

1 1 1
3C162C3 — 1(0102 + c1c3 + cac3) + 3(01 +eote3) =

Ce systeme est non linéaire en ¢y, co, c3 et parait difficile a résoudre. Par contre, il est linéaire en
01 =1+ 3+ C3, 09 = c1Co + 13 + Cacg €t 03 = c1cac3, qui sont les coefficients du polyndome

M(t) = (t —c))(t —c)(t —c3) = 1* — o1t? + 09t — 03,

En résolvant le systeme (3.3) pour o1, 09, 03, on obtient 01 = 3/2, 0, = 3/5 et 03 = 1/20, et donc

M) = tg_gt2+gt_2_10 B (t_%)<t_5718/ﬁ)<t_5+18/ﬁ)'

Par chance, le polynoéme M (t) ne posseéde que des racines réelles. Elles sont toutes dans I’intervalle
(0, 1), ce que nous convient. Avec les poids b;, obtenues par le systeéme linéaire (1.6), nous avons
donc trouvé une formule de quadrature d’ordre p = 6 avec seulement s = 3 étages:

[l ~ 5oCE) o) + o).

Théoreme 3.4 Si p est [’ordre d’une formule de quadrature a s étages, alors
p < 2s. (3.4)

Démonstration. Supposons, par I’absurde, que I’ordre satisfasse p > 2s + 1. Alors, I'intégrale
dans (3.2) est nulle pour tout polyndme ¢(t) de degré < s. Ceci contredit le fait que

/OlM(t)M(t)dt:/Ol(t—c1)2~...~(t—cs)th>0. g

1.4 Polynomes orthogonaux de Legendre

Pour construire une formule de quadrature d’ordre 2s avec s = 4, 5, .. ., on peut en principe faire
le méme calcul que dans I’exemple 3.3. Toutefois, 1’approche avec les polynomes de Legendre
simplifie les calculs, fournit des formules simples pour M (t) et donne beaucoup de comprehension
pour les formules de quadrature d’un ordre optimal.
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Pour rendre les formules plus simples (et symétriques), nous faisons le changement de variable
T = 2t — 1 qui transforme Iintervalle [0, 1] pour ¢ en I'intervalle [—1, 1] pour 7.

Probleme. Trouver, pour chaque entier positif &, un polyndme P (7) de degré k tel que

1
[ A@gmdr=0 s degg<k-1 @1
—1

On sait que les fonctions X, et Y,,, introduites dans 1’analyse par Legendre, sont d’un trés-
grand secours dans plusieurs théories importantes, en particulier dans la théorie de 1’attraction
des sphéroides et dans celle de la figure des planetes ; ...

(O. Bonnet, J.d.math. vol. 17, 1852, p. 265)

Ces polyndmes ont été introduits en 1785 par Legendre et sont d’'une importance dépassant
largement les formules de quadrature (voir citation). On les appelle polynémes orthogonaux car
(Py, Pj) = 0 pour k # j, ou

1
gy = [ F(o)g(r)dr

est un produit scalaire sur 1’espace vectoriel des polyndomes a coefficients réels. Le polynome

P(2t — 1) jouera le role de M (t) dans les théoréme 3.1 pour les formules de quadrature d’ordre

p = 2s.

Théoreme 4.1 (formule de Rodrigues) Le polynémes Py(1), défini par

1 d o, k
ST W((T - 1)F), (4.2)

satisfait la condition (4.1). La constante (de mormalisation) est choisie pour avoir Py(1) = 1.

Pk(T) =

Démonstration. Soit g(7) un polynéme de degré < k — 1. 1l suffit de montrer que le polyndme,
défini par (4.2), satisfait ( Py, g) = 0. Plusieurs intégrations par parties donnent

(Pog) = O [ (2 = 1)) g dr

k—1 1

= O (P 1)) )
=0

0 [ (1) gy

-1

1
== ()G =) g ar =,
-1
car g¥)(7) = 0, ce qui démontre I’affirmation (4.1).
En considérant la série de Taylor de f(7) = (7 — 1)kg(7) autour de 7 = 1, on voit que
f®(1)/k! = g(1). Ceci nous permet d’évaluer la dérivée dans (4.2) au point 7 = 1. O

Les premiers de ces polyndomes sont

Py(r) =1, P(1)=m, PQ(T):gTQ_; p3(7.):g7_3_37
4.3)
SESaEE TR _ 835 _T05 15
P4(T)_8T g7 Ty P5(T)—87' ST tgT
Ils sont dessinés dans la fig. 1.8 et sont alternativement des fonctions paires et impaires :
Py(1) = Be(—7 si k est pair
(7) = P(—7) b "

Py(1) = —Py(—T7) si k est impair.
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FIG. 1.8: Polynémes de Legendre

Théoreme 4.2 Toutes les racines de Py(7) sont réelles, simples et dans l'intervalle ouvert (—1, 1).

Démonstration.  Notons par 71, ..., 7, les racines
de Py(7) qui sont réelles, dans (—1,1) et ot Py(T)
change de signe. Le but est de montrer » = k. Sup-
posons, par 1’absurde, que r < k. Avec le polyndme
g(t)=(r—m)-...- (1 —7,)dedegrér < k,ona

04 [ B o) dr=(Pug)=0,

ne change pas
de signe sur (—1,1)

d’ou la contradiction. O

Théoreme 4.3 (formule de récurrence) Les polynomes de Legendre satisfont pour k > 1
(k4 1) Peya(1) = 2k + 1) 7 Pe(7) — k Py (7). 4.5)

Démonstration. Sion multiplie P, (7) par 7, on obtient un polyndéme de degré k+1 qui possede les
mémes puissances de 7 que Py (7). On peut donc soustraire, avec un facteur a bien choisi, pour
faire disparaitre le terme 75*1. Le prochain terme, 7!, est éliminé par un multiple de P;,_1(7); le
terme suivant 753 par un multiple de P,_3(7) etc. Donc on peut écrire

TP(T) = a  Poyr(1) + b Poq(7) + ¢ Po3(7) +d- Pes(7)+ ... . (4.6)

Grande surprise : tous les coefficients ¢, d, ... sont nuls ! Pour voir cela, multiplions 1’équation
(4.6) par Py,_3(7) et intégrons le tout de —1 a 1. Par orthogonalité, tous les termes vont s’annuler,
p. ex.,

/11 TPe(T) « Py_s(T)dr = /11 Py(7) -7+ Py_s(7T) dT =0,
9(7)

sauf le terme [, (Py_s(7))* dr > 0, et ¢ doit étre zéro. La méme chose s applique 2 d, e etc.

En comparant dans (4.6) le coefficient de 7! avec le terme dominant de (4.2), on trouve
kE+1 k
= n ntt =1, on =l—-a=—+——.
a T} et en posant ¢ , on trouve b a T -



Intégration Numérique 13

I.5 Formules de quadrature de Gauss

Dans ce paragraphe, nous construisons des formules de quadrature ayant un ordre p = 2s. Avec
M(t) =C - Ps(2t — 1), (5.1)
ou Py(7) est le polyndme de Legendre de degré s, nous avons

1 1
/ P2t —1)g(2t —1)dt = %/ Py(1)g(t)dr =0 si deg g <s—1.
0 -1
Toutes les racines de Ps(2¢t — 1) sont réelles et situées dans ’intervalle ouvert (0, 1) (théoréme 4.2).
Alors, le théoréme 3.1 nous donne le résultat suivant.

Théoreéme 5.1 (Gauss 1814) Pour chaque entier positif s, il existe une formule de quadrature
unique a s étages d’ordre p = 2s. Elle est donnée par:

C1,...,Cs sontles racines de Py(2t — 1),

by,...,bs sont donnés par (1.6). |

Pour de petites valeurs de s, les formules de Gauss sont faciles a obtenir: il suffit de calculer les
racines de (4.3) et de résoudre le systeme (1.6) tout en exploitant la symétrie de la formule. Pour
s < 5, on obtient ainsi:

1
s=1: / g(t)dt =~ g(%) (formule du point milieu)
0
. N 11 V3y 1 /1 V3
s=20 [~ 5o(5 = F) + 5905+ F)
o ! 5 (1 V1 8 /1 5 (1 . V15
s=3: [ Lot~ T3 - 07) + e(3) + o5+ )
1
_4- ~ L 1 (1 r (1 / 1
s=4: /Og(t)dt ~ g5 —0)+ig(5 =) +u'g(5+9) +ng(5+9)
1
_ 5. ~ 1_ gL o) 4 64 (1 oL oo 1
s=0: /og(t)dtwyg(i 6)+Vg(2 6)+225g(2)+’/g<2+6)+'/9<2+6)
5_1 15 +2/30 5,_1 15 —2/30 130 /_l+@
32 35 0 T2 35 0 MTiT T T T
o1 35 +2v/70 o1 35 — 2y/70 V_322—13\/% ;3224 13V/70
2 63 ’ 2 63 ’ N 1800 ’ N 1800 '

Expérience numérique. Apres avoir trouvé de formules optimales, nous sommes intéressés
réfaire les calculs pour les intégrales [; cos(z) exp(sin(x)) dz et [ cos(x) da de la figure L.4. Les
résultats correspondants peuvent étre admirés en figure 1.9 ; ils montrent une claire amélioration.

Calcul des coeffcients pour s grand

Si s est grand (disons s > 10), le calcul exact des racines de Ps(7) n’est pas toujours possible et la
résolution exacte du systeme (1.6) peut poser des problemes. Décrivons alors leur calcul pratique.
Calcul de neeuds. En utilisant la formule de récurrence (4.5), on peut facilement calculer la valeur

de P,(7) pour un 7 donné. Le calcul des racines 7, ...,7s du polynéme P;(7) peut alors étre
fait par bissection (voir exercice 12), et on obtient les nceuds de la formule de Gauss a 1’aide de

& = (1+7)/2
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10° 10°g
‘z
1073 o 1050
erreu \ c
N C
10_6 \\\ 10—6%
10°° i 1092
10—12 Il Ll 111 \‘ \\\\\ H‘ f\e Il L1111 lo—lzé
10t 107 108
oo Gauss(s=1,p=2) =—as—a Gauss(s=4,p=2.)
r—x—x Gauss(s=2,p=4) *—+—  Gauss (s = 5, p = 10)
A—a 2 Gauss(s=3,p=06) w--w--« Weddle (s =7,p=28)

FIG. 1.9: L’erreur en fonction du travail fe pour les formules de Gauss (en traitillés sont répétés les résultats
pour Weddle de la figure 1.4)

Calcul de poids. Au lieu de résoudre le systeme (1.6), on peut aussi utiliser la formule explicite
1 17
b, = T 7= o (5.2)
(1 =) (Pi(v))”  s*(Pea(m))
qui est donnée sans démonstration (voir M. Abramowitz & I.A. Stegun, Handbook of Mathematical
Functions, page 887). La deuxieme identité de (5.2) est une conséquence de 1’exercice 11.

Formules de Lobatto

Un avantage de la formule de Simpson est le fait que ¢; = O et ¢s = 1. Le nceud pour ¢ = 1
coincide avec le nceud pour ¢; = 0 du pas suivant. En mettant ces valeurs ensemble, on peut ainsi
faire une petite économie.

Probleme. Trouver des formules de quadrature d’ordre maximal a condition que ¢; = 0 et ¢5 = 1.
La réponse, due a R. Lobatto (1852), et redécouverte par R. Radau (1880), est: on pose

M(t) = P,(2t — 1) — P,_(2t — 1), (5.3)

et on prend pour cy,...,cs les racines de ce polyndme. Comme M (t) est orthogonal a tout
polynéme de degré s — 3, nous obténons une formule de quadrature d’ordre 25 — 2. A cause
de P;(1) = 1 etde Ps(—1) = (—1)°, on aura toujours M (0) = M (1) = 0. Les racines restants de
M (t) sont réelles, simples et a I’intérieur de (0, 1). Pour prouver ceci, on adapte la démonstration
du théoreme 4.2. Nous avons alors :

Théoreéme 5.2 Pour chaque entier s > 2 il existe une formule de quadrature a s noeuds d’ordre
2s — 2 satisfaisant c; = 0 et ¢ = 1. m|

Des cas particuliers sont la formule du trapeze (s = 2) et la formule de Simpson (s = 3). Pour

s =4 et s = 5, on obtient
1 1 5

| ot ~ oo+ a5 - Y Y

1 V21

1 1 49 16 /1 49 /1 /21 1
/0 g(t)dt ~ 5590) + 1550(5 — 1) + 59(5) T 1509(5 + i1 + gp9(1) (ordre ®).

Q

1 \/5) +1_529(1+ \/3) +%g(1) (ordre 6)

Une comparaison des formules de Gauss et de Lobatto (du méme ordre) montre une 1égere supério-
rité des formules de Gauss.
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1.6 Un programme adaptatif - TEGRAL

Posons-nous le probleme d’écrire un programme
FUNCTION TEGRAL ( FCN, A, B, TOL )

qui, pour une fonction f : [a,b] — IR donnée, calcule la valeur de [” f(z)dx a une précision
relative de TOL. Si I’on fixe la formule de quadrature (par exemple la formule de Gauss d’ordre 30
avec s = 15), il faut trouver une division A = {a = xy < r; < ... < xxy = b} de I'intervalle
(a,b) afin que I’approximation numérique /A satisfasse

\JA—/abf(x)dx] gTOL-/ab|f(x)|dx. 6.1)

Pour une fonction f ne changeant pas de signe sur (a, b), la condition (6.1) signifie que I’erreur
relative est bornée par TOL. On a mis la valeur absolue sous I’intégrale de droite pour éviter des
ennuis dans le cas ot [* f(x) dx est trés petit ou nul.

Pour écrire un tel programme, on est confronté aux deux problemes suivants:

e choix de la division pour que (6.1) soit satisfait;
e estimation de I’erreur In — [° f(x) dz.

Détermination de la division
Pour un sous-intervalle (¢, xo + h) de (a, b), on sait calculer les valeurs

res (xg,ro + h) = hi bi f(zo + cih), (6.2)

i=1
resabs (zo, o + h) = h > _ bi|f(zo + c;h)|. (6.3)
i=1
Supposons, pour le moment, qu’on connaisse aussi une estimation de 1’erreur
zo+h
err(xg, o+ h) =~ res (xg,x0 + h) — / f(z)dx. (6.4)
o

L’algorithme pour trouver une division convenable est le suivant:

i) on calcule res (a,b), resabs (a,b) et err (a,b). Si
lerr (a,b)| < TOL - resabs (a,b),

on accepte res (a, b) comme approximation de [° f(z) dx et on arréte le calcul; sinon

ii) on subdivise (a, b) en deux sous-intervalles Iy = (a, (a + b)/2) et I, = ((a + b)/2,b) et on
calcule res (1), resabs (1), err (1) et res (I3), resabs (15), err (I3). On pose N = 2 et on
regarde si

N N
> lerr(1;)| < TOL - (Z resabs (Ij)). (6.5)
s =1

Si (6.5) est vérifié, on accepte res (I1) + res (I,) comme approximation de [ f(z) dz; sinon

iii) onpose N := N + 1 et on subdivise l’intervalle ot I’erreur est maximale (disons [}) en deux
sous-intervalles équidistants qu’on denote par [, et Iy;. Ensuite, on calcule res, resabs et
err pour ces deux intervalles. Si (6.5) est vérifié, on arréte le calcul et on accepte

N b
> res(1;) = / f(x)dx (6.6)
j=1 a

comme approximation de I’intégrale; sinon on répete la partie (iii) de cet algorithme.
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Estimation de I’erreur (6.4)

Malheureusement, les formules pour Ierreur, obtenues dans le paragraphe 1.2, ne sont pas tres
utiles pour un programme général, car on ne connait que trés rarement la p®™M€ dérivée de la
fonction f(x) (dans notre situation p = 30).

L’idée est d’appliquer une deuxieme formule de quadrature (@-, @)f;l et d’utiliser la différence
de deux approximations numériques comme estimation de 1’erreur du moins bon résultat. Pour que
le travail supplémentaire soit négligeable, on suppose s < s et on reprend les mémes évaluations
de f, c.-a-d., on suppose ¢; = ¢; pour tous 7. Une telle formule de quadrature s’appelle formule
emboitée, si pour au moins un indice 7 on a b; # b;.

Remarque. Si (b;,c;);_; est une formule de quadrature d’ordre p > s, I’ordre d’une formule
emboitée est p < s — 1. Ce résultat découle du fait que, pour une formule de quadrature d’ordre
> s, les poids b; sont uniquement déterminés par ses noeuds c;.

Pour la formule de Gauss (s = 15, p = 30), on obtient une formule emboitée (EZ-, ¢;)5_, d’ordre
14 en enlevant le point milieu cs = 1/2 (voir fig.1.10), c.-a-d., on pose bs = 0. L’expression
calculable
ERRI :=h > bif(xo + c;ih) — B> bif (o + cih) ~= C1h" (6.7)
i=1 i=1

est une approximation de I’erreur de la formule emboitée, car

zo+h ~xo+h

f(x)de) + (/ J(@)de — b Bf (o + eih)).

Zo i=1

ERRI = (hi bif(zo + cih) — /

i=1 Zo

= CL* + O(h®) = Ch'® + O(h')

Pour le programme TEGRAL, on considére encore une deuxieéme formule emboitée qui a pour
neeuds {cz, ¢4, cg, C10, C12, €14} et un ordre 6 (voir la fig. 1.10). On dénote les poids de cette formule

de quadrature par b; et on définit

ERR2 := 1> b f(xo + c;h) — hzaf(xo + c;h) =~ Cyh". (6.8)
=1

i=1

e 0o o o o o o o o o o o ed formule de Gauss, ordre 30
be e ¢ o ¢ ¢ e e o ¢ o0 formule emboitée, ordre 14

le o o L o @ o o formule emboitée, ordre 6
0 .5 1

F1G. 1.10: Formule de Gauss et ses formules emboitées
Il y a plusieurs possibilités pour définir err (xg, zo + h) :

e err(xg,xo + h) := ERRI; cette estimation est trop pessimiste. En général, la formule de
Gauss donne un résultat largement meilleur que la formule emboitée d’ordre 14.

e dans le programme TEGRAL, on a choisi I’approximation

err (zg,xo + h) := ERR1 - (%)2, (% R's . (—

ce qui donne de bons résultats.
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£

FIG. I.11: Division choisie par TEGRAL pour f(x) = 2 + sin(3 cos(0.002(x —40)?)) sur (10, 110)

Exemples

1) Si I’on applique le programme TEGRAL avec TOL = 10~!Y 4 1a fonction de la fig. 1.1, on obtient
le résultat avec une erreur de 2.0 - 10714, La division choisie est donnée dans la fig. I.11.

2) Appliquons le méme programme a la fonction

f(x) =z logx sur (0, 1), (6.9)

qui a une singularité au point 0 dans la dérivée. Les divisions successives de 'intervalle par
I’algorithme sont présentées dans la fig.1.12. On voit que I’intervalle ou I’erreur est maximale
est toujours celui qui est tout a gauche. Les erreurs sont données dans le tableau 1.2. La conver-
gence est tres lente et on se demande s’il n’y a pas de possibilité d’accélérer la convergence de la
suite { Sy }.

TAB. 1.2: Résultat de TEGRAL pour (6.9)

N Sn erry = Sy — [y f(x)dx | erry/erry_;
1| —0.4446200164956040 —0.176 - 1079 —
2 | —0.4445133092592463 —0.689 - 107% 0.392
3| —0.4444711927155809 —0.267 - 107% 0.388
4 | —0.4444547502264998 —0.103 - 107% 0.385
5 | —0.4444483881989292 —0.394-107% 0.383
6 | —0.4444459448772270 —0.150 - 107% 0.380
21 | —0.4444444444449657 —0.521-10712 0.366
22 | —0.4444444444446350 —0.191 - 10712 0.366

I 3 3 3

FI1G. 1.12: Division choisie par TEGRAL pour (6.9)
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I.7 L’epsilon-algorithme

Etant donnée une suite {5, 51, 59, ...} qui converge lentement vers la valeur S. Le but est de
trouver une autre suite avec la méme limite, mais qui converge plus rapidement.
Souvent, on peut observer que la suite satisfait

Sur1— S~ p-(Su—9), (7.1)

ou de fagcon équivalente

Sp,=S+C-p". (7.2)

Par exemple, la suite S,, du tableau 1.2 satisfait approximativement (7.1) avec p = 0.366. Un autre
exemple fréquent est donné par la méthode des approximations successives S, 11 = ¢(S,) pour
calculer un point fixe de g(x), c.-a-d. un S satisfaisant S = g(.5). Si g est différentiable,

S =5 =g(S) — 9(5) = ¢'(9) - (Sn = 5).

Ceci est (7.1) avec p = ¢'(9).
Le procédé A? d’Aitken (1926)

L’idée est de remplacer “~” par “=""dans (7.2) et de calculer p, C' et S de trois formules consécutives.
Avec la notation
AS, = (7.3)

il — Sn (différence finie),

on obtient alors

AS,=Cp*p—=1),  ASu1=Cp""(p—-1),  A*S,=Cp"(p—1)%
ot A%S, = A(AS,) = AS,11 — AS,, = Spio — 25,11 + S, est la deuxieme différence finie. On

en déduit que
AS, - AS, 11

A2S,
Si (7.2) n’est pas satisfait exactement, la valeur de .S dans (7.4) va dépendre de n. On obtient ainsi
une autre suite {5’ } définie par (procédé A? d’Aitken)

S=Su1—Cp" =S — (7.4)

AS, - ASp i1

S = Sn-i—l - A2S

n

(7.5)

qui, en général, converge plus rapidement vers S que la suite originale {5, }.

Exemple. Pour la suite {5,,} du tableau 1.2, le résultat est donné dans le tableau 1.3.

TAB. 1.3: Accélération de la convergence pour {S,, } du tableau 1.2

Sh, Sy, Sy

S U W N | 3

—0.4446200164956040
—0.4445133092592463
—0.4444711927155809
—0.4444547502264998
—0.4444483881989292
—0.4444459448772270

—0.4444437305042874
—0.4444442199284397
—0.4444443729666139
—0.4444444214607878
—0.4444444369930052
—0.4444444420118825

—0.4444444444444444
—0.4444444444444444
—0.4444444444444444
—0.4444444444444444
—0.4444444444444444
—0.4444444444444444
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L’epsilon-algorithme
Pour généraliser I’idée d’ Aitken, on considere une suite {5,,} pour laquelle on suppose, au lieu de
(7.2),

Sp= S+ Cy-pl +Cy-py. (7.6)
Cette fois, on a 5 parametres a déterminer. Alors, on prend 5 formules consécutives de (7.6),
on suppose égalité, et on calcule S, C1, p1, Cs, po. La valeur de S ainsi obtenue est dénotée par

S/, Shanks (1955) a fait ce calcul et il a trouvé la formule (nous ajoutons une formule semblable
pour S/)

Sn SnJrl Sn+2

det ( Sn SnJrl ) det Sn+1 Sn+2 Sn+3
S/ — Sn+1 Sn+2 S// _ Sn+2 Sn+3 Sn+4
n AQSn Y n

AZS, AZS,.,
det (AQSnJrl A25n+2 )

(sans démonstration). Mais, pour un calcul numérique, ces formules ne sont pas treés pratiques.
Wynn (1956) a trouvé une formule beaucoup plus simple:

Théoreme 7.1 (e-algorithme) Erant donnée la suite {Sy, Sy, So, . ..}. Si l’on définit e,(cn) par

" =0, & = Sn,
1 (7.7)
n n+1
51&21:@271)+m7 k>0,n2>0,
€k — €

alors, 5" = Sy, e = Sy, e = Sy

La démonstration de €5 = S’ se fait par un simple calcul de ¢\ et de €5

™ =0+ ! _ !

b SnJrl - Sn B ASn’

(n) 1 B AS,-AS, 1,

€ = Spt1+ T I —5n+1+m—5n-
AS,.1  AS,

Le cas général est moins évident et est donné sans démonstration. Tous les détails (démonstration
et autres propriétés) sont donnés dans un livre de Brezinski?.

Exemple. Pour la suite

-1 i+1
Sn=3_ ( ,) : (7.8)
=1 !
qui converge vers log(2), les erreurs de e,g"), k = 0,2,4,6,... sont données dans la fig.1.13.

[’amélioration de la convergence par I’ e-algorithme se voit clairement.

2C. Brezinski (1977): Accélération de la Convergence en Analyse Numérigue. Lecture Notes in Mathematics,
Nr. 584, Springer-Verlag. [MA 00.04/3 584]
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10°

1031

105

109+

10—12_

L k=14
10—15_ ;?T\T\Q\ | 1 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
F1G. 1.13: Erreur de e,(cn) en fonction de n pour la suite (7.8); les lignes pointillées indiquent que le méme
nombre des S; est utilisé.

1.8 Exercices

1. Soit (b, ¢;)5_; une formule de quadrature d’ordre > s. Montrer que

S

bi:/o Ga)de  ob 4= [T 24

j=1 (Ci - C])
J#i
2. Siles nceuds d’une formule de quadrature satisfont ¢; = 1 — ¢541—; (pour tous 2) et si la formule a un

ordre p > s, alors on a nécessairement b; = bs1_;, c’est-a-dire la formule est symétrique.

3. Soient une parabole et une droite se coupant comme sur le
petit dessin. Ultiliser la regle de Simpson pour montrer que
(Archimede, 283-212 av.J.-C.)

aire(parabole) = %aire(triangle).

4. Calculer les formules de Newton-Cotes pour
(Ci) = (Oa 1/3’ 2/3a 1)’ (Cz) = (0’1/45 2/4’3/451)
et déterminer 1’ordre de ces formules de quadrature.
Indication. Les calculs se simplifient en utilisant I’exercice 2.

5. Calculer la constante d’erreur pour la formule de Simpson et de Newton. Expliquer pourquoi, malgré
le fait que la méthode de Newton possede une constante d’erreur plus petite, la méthode de Simpson
est meilleure si on compare I’erreur avec le travail fe (voir la fig. 1.4).

6. Calculer les noyaux de Peano Ny (7) (k = 1,2) pour la régle du trapéze et les dessiner. Remarquer
une relation avec les polyndmes de Bernoulli et la formule d’Euler-Maclaurin.?

7. Montrer que, pour une formule de quadrature symétrique, les noyaux de Peano satisfont

Nk(l — T) - (—1)ka(T)

3Hairer & Wanner, Analysis by Its History, Undergraduate Texts in Mathematics, Springer, 2nd printing 1997.
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10.

11.

12.

13.

14.

Calculer les noyaux de Peano Ny (1) (k = 1,2, 3, 4) pour la formule de Simpson. Les dessiner. Est-ce
que N4(7) change de signe sur I’intervalle [0, 1]?

. Soit p I’ordre d’une formule de quadrature et supposons que le noyau de Peano N,,(7) ne change pas

de signe sur [0, 1]. Montrer qu’avec un & € (xg,xo + h)

Pl 1 s

zo+h S
/mo f(w)dx—h;bif(woJrCih): " (m—;bié;)f(p)(f)-

(Formule de Radau). Déterminer cs, b1, by dans la formule de quadrature

/01 g(t) dt = b1g(0) + bag(cz)

afin que son ordre soit maximal.
Résultat. co =2/3,by1 =1/4,by =3/4etp=3.

Pour les polynéomes de Legendre démontrer la formule
(1= 7%)Pi(r) = —kTPy(7) + kPia (7). (8.1)

Indication. Ecrire le polyndme (1 —72)P} () + kTP, () sous forme d’une combinaison linéaire de
Piy1(7), Pr—1(7), ... comme dans la démonstration du théoreme 4.3.

Calculer les racines du polynéme de Legendre P;5(7) en utilisant la méthode de bissection.

(a) Localiser les racines en calculant Pj5(i/n) pour i =0, 1,...,n et avec un n grand;
(b) Si [a,b] est un intervalle avec P,(a) - P,(b) < 0 alors

10 CENTR= (A+B) /2.DO0
PC=P (N, CENTR)
IF (CENTR.EQ.A.OR.CENTR.EQ.B) GOTO 40
IF (PAxPC.LT.0.D0O) THEN
B=CENTR
PB=PC
ELSE
A=CENTR
PA=PC
END IF
GOTO 10
40 CONTINUE
Pour écrire la FUNCTION P (N, X) qui calcule la valeur de la fonction Py (7), utiliser la for-
mule de récurrence (4.5) et Po(7) = 1, Pi (1) = 7.

Calculer la constante d’erreur C; pour la formule de Gauss avec s nceuds d’ordre 2s.

Indication. Cj est I’erreur de la formule quand elle est appliquée a un polynome de degré 2s de la
forme t25/(2s)!+. .. . Essayer K - (Ps(2t —1))?, et utiliser la formule de récurrence de I’exercice 11
pour evaluer [!, P,(7)? dr. Le résultat est

(sh)?*
ST (25 + 1)(28)3

Montrer que pour les formules de quadrature de Gauss (ordre p = 2s) le noyau de Peano Nas(7) ne
change pas de signe.
Indication. Faire une démonstration par I’absurde et utiliser le théoréme de Rolle.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
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’

Soient ¢{*,c§¥ ..., c{¥) les nceuds de la formule de quadrature de Gauss d’ordre 2s et ¢{" 1) {1

cen cg:rll) ceux de la formule d’ordre 2s + 2. Montrer qu’on a alors

(s+1) (s)

1
0<q < (s+1)

< (s+1)

<< <) <Y <1
Indication. Procéder par récurrence en utilisant le fait que si Ps(7) = 0, alors Ps_;(7) et Psy1(7)
sont de signe opposé (voir formule (4.6)).

(Formules de Radau). Montrer qu’il existe une unique formule de quadrature d’ordre 2s — 1 qui
satisfait c; = 1.
Indication. Utiliser M (t) = Const - (Ps(z) — Ps—1(x)).

Considérons une formule de quadrature d’ordre p > 1 satisfaisant 0 < ¢; < 1. Montrer que, pour
toute fonction f : [a,b] — IR intégrable au sens de Riemann, on a

b N s
/ fayde = hy > bif(x; + cihj)‘ —0
@ j=0 i=1

lorsque h = max; h; tend vers zéro.
. . . PR . N .
Indication. Pour un i fixé, I'expression »~; h; f(z; + c;h;) est une somme de Riemann.

Soit f : IR — IR, donne par

m

f(z) =ap+ Z(ak cos(kx) + by sin(kx)), ak, by, € IR.
k=1

(a) Quelle est la valeur exacte de f02 " f(z)dx?

(b) Appliquer la régle du trapeze a foz’r f(z)dx avec h = 2w /N. A partir de quelle valeur de N, le
résultat est exacte?

(c) Appliquer une formule de quadrature d’ordre plus élevé (par exemple celle de Gauss d’ordre 6,
voir exemple 3.3) et répondez a la méme question que sous (b).

(d) Quelle formule de quadrature proposez-vous pour 1’intégration numérique d’une fonction pér-
iodique?

Considérons la suite {x,,} donnée par 2,11 = z, + 1 — 22 /2, 29 = 0.
(a) Quelle est sa limite?

(b) Appliquer I’algorithme A? d’Aitken pour accélerer la convergence.
(c) Enutilisant zg, 1, ..., xs comparer I’erreur des suites obtenues avec ou sans A? d’Aitken.

Considérons une suite {.5,, } qui satisfait
(SnJrl_S):pn(Sn_S) avec pn—>p et pF1.

a) Montrer que la suite {S’}, donnée par le procédé A? d’Aitken converge plus vite vers S que la
suite originale, c.-a-d.,
S/ —S
Sp— S

— 0 pour n —> 00 .

b) Donner une suite divergente {.S,,} pour laquelle la suite {S/,} converge.
Indication. Nous savons que AS,, = (p, — 1)(S, — S), trouver une formule similaire pour A2S,,.



Chapitre 11

Interpolation et Approximation

Le probleme de 1’interpolation consiste a chercher des fonctions “simples” (polyndmes, poly-
ndmes par morceaux, polyndmes trigonométriques) passant par des points donnés

('r07y0)7(x17y1)7"'7(xn7yn>7 (01)

c.-a-d., on cherche p(z) avec p(x;) = y; pour i = 0,1,...,n. Si les valeurs de y; satisfont
y; = f(x;) ou f(x) estune fonction donnée, il est intéressant d’étudier I’erreur de 1’approximation
flx) = pla) =7 0.2)

Bibliographie sur ce chapitre

J.H. Ahlberg, E.N. Nilson & J.L. Walsh (1967): The Theory of Splines and Their Applications.
Academic Press, New York. [MA 65/4]

C. de Boor (1978): A Practical Guide to Splines. Springer-Verlag. [MA 65/141]

G.D. Knott (2000): Interpolating Cubic Splines. Birkhéduser. [MA 65/431]

H.J. Nussbaumer (1981): Fast Fourier Transform and Convolution Algorithms. Springer-Verlag.
H. Spith (1995): One Dimensional Spline Interpolation. AK Peters. [MA 65/362]

II.1 Différences divisées et formule de Newton

Etant donnés les n + 1 points (0.1) ou les z; sont distincts mais pas nécessairement ordonnés, on
cherche un polyndome p(z) de degré n qui satisfasse

p(zi) = y; pour 1=0,1,...,n. (1.1)

Cas n = 1. Le polyndme de degré 1 (une droite) qui passe par (o, yo), (1, y1) est donné par

Y1~y
p(x) = yo + (z — m0) ———. (1.2)
T — Zo
Cas n = 2. Pour obtenir un polyndme de degré 2 (une
parabole) qui passe par les trois points (zo,¥o), (z1,¥1),
(x2,2), on ajoute un terme de correction (de degré 2) a
la formule (1.2). Comme ce terme doit étre zéro aux points
T et x1, on a nécessairement
1i—Y
p(z) = yo+ (x—20) —2 4 a- (x—x0)(x — 31). (1.3)

T1 — To
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10

FI1G. II.1: Polyndme d’interpolation de degré 5

Le coefficient a est déterminé par p(z3) = yo. Un calcul simple (soustraire p(z1) de p(xs) et
diviser par (x9 — o) (z2 — 1)) nous donne

a4 — 1 (?/2—?/1_y1—?/0) (1.4)
To — Xy T2 — T1 T1 — Zo ' '

Un exemple pour le cas n = 5 avec des x; non équidistants est donné dans la fig. II.1. Pour les
cas n > 2 les formules deviennent plus complexes et il est recommandé d’introduire une notation
convenable pour simplifier les expressions comme dans (1.4).

Définition 1.1 (différences divisées) Pour (z;,y;) donnés (x; distincts) on définit

ylo] = y;

dylx;, x| =

T — Xy

5"?/[:;5‘ €T T ] = 5n_1y[xi1’ M) xln] — 5"‘1y[:cl-0, ) xin_1]
107 M1 y Mip ,jL’Z- — ,j(;l-o

n

Théoreme 1.2 (formule de Newton) Le polynome d’interpolation de degré n qui passe par les
n + 1 points (o, yo), (1,Y1), - - -, (Tn, Yn), otk les x; sont distincts, est unique et donné par

p(x) = ylzo] + (x — x0) Sy[xo, 1] + (# — mo) (& — x1) 6%y[ao, 21, 2] (1.5)

+.oo+(@x—xo)(r—x1) o (= p1) OY[To, X1, -, ).

Démonstration. Pour n = 1 etn = 2 la formule (1.5) est équivalente a (1.2) et a (1.3)—(1.4). Pour
démontrer le cas général, nous procédons par récurrence. Supposons que

p1(x) = ylzo] + (v — x0) Sy[zo, 21] + ...+ (T —20) -+ - (T — Tp2) 0" y[wo, T, ., ]

soit le polyndme unique de degré n — 1 qui passe par (z;,y;) pour i = 0,1,...,n — 1. Alors,
comme dans (1.3), le polyndme p(x) est nécessairement de la forme

p(x)=pi(x)+a-(x—x0)(x—21) ... (T — Xp1), (1.6)

ou a est déterminé par p(x,,) = y,. Il en résulte 1’unicité du polynome d’interpolation.
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Pour montrer que a = 0"y|[xg, 1, ..., T,|, ce qui achéve la démonstration, nous considérons
également le polyndome de degré n — 1

p2(x) = ylo] + (x — 2) dyloy, wo) + ...+ (@ —21) - (B — Tpe1) 6" My, oy 2]
qui passe par (z;,y;) pour ¢ = 1, ..., n. Ensuite, on pose (idée d’ Aitken—Neville, 1929, 1932)
1
= n— — . 1.7
ofe) i= (a0~ D)pr(a) + (o~ 20)pa(e) 1)

Il s’agit d’un polyndme de degré n qui satisfait la condition (1.1) pour le point z, (ici, le facteur
(x — x) est nul), pour le point x,, (ici, le facteur (x, — x) est nul), et pour les points x;, i =
1,...,n — 1 (ici, les deux polyndmes p;(x) et po(x) sont égaux a y;). Par I'unicité du polyndme
d’interpolation on a alors ¢(z) = p(x). En comparant le coefficient de ™ dans (1.7) avec celui de
(1.6), nous obtenons

1

Tn — Zo

a= (5”_13/[:101, e T — 5"_1y[x0, o ,xn_l]) = 6"ylzo, .. ., 2],

ce qui démontre la formule (1.5). O

TAB. I1.1: Différences divisées pour les données de la fig. II.1

i | v oy &%y &y &ty 6%y
0l -1
1
21 1 3/8
5/2 —77/120
41 6 ~17/6 167/960
—6 3/4 —287/9600
500 5/3 ~1/8
2/3 —1/4
8| 2 1/6
3/2
10| 5

Exemple 1.3 Pour les données de la fig.II.1, les différences divisées sont présentées dans le
tableau II.1. Le polynome d’interpolation est alors donné par

p(x) =—1+z —FSL’(% — 2)% — SL’(:U — 2)(;5 — 4)17_270 +:c(a: _ 2)(1, . 4)(1’ _ 5>%

—a(x = 2)(x = 4)(x — 5)(z — 8) =k

ou mieux encore pour la programmation (ou le calcul a la main)

p(a) = ~1 (14 (2 = 2)(5 + (o =) (155 + (@ ~5) (555 ~ = = D))

Remarque. L’ordre des {x;} n’a aucune importance pour la formule de Newton (1.5). Si I’on
permute les données (x;, y;), on obtient évidemment le méme polyndme. Pour I’exemple ci-dessus
et pour les {z;} choisis dans 1’ordre {4, 5,2, 8,0, 10}, on obtient ainsi

p(a) =6+ (x = 4)(=6+ (= 5)(~f + (= 2)(§ + (v = 8) (55~ wg0))))-

En observant que 0"y[x;,, ..., x;, ] est une fonction symétrique de ses arguments (par exemple,
62y|wa, 23, 11] = 6%y[x1, T2, 23], voir Iexercice 2), on peut utiliser les valeurs calculées dans le
tableau II.1.
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Pour diminuer I’influence des erreurs d’arrondi, il est recommandé d’ordonner les {z;} de
maniere a ce que les valeurs situées au milieu soient prises d’abord et les valeurs aux extrémités a
la fin. Pour ce choix, les expressions (z — ), (z — o) (z — 1), (r —x¢)(x — x1) (x — x2), etc., sont
en général plus petites que pour un autre choix et I’amplification des erreurs dans les différences
divisées est moins importante.

IL.2 Erreur de ’interpolation
Supposons que les points (x;, y;) soient sur le graphe d’une fonction f : [a,b] — IR, c.-a-d.,

yi = f(xy), 1=0,1,...,n, 2.1)

étudions alors I’erreur f(x) — p(z) du polyndme d’interpolation p(z). Deux exemples sont donnés
dans la fig. IL.2. A gauche, on voit un polynéme d’interpolation pour la fonction f(z) = sinz, et a
droite pour la fonction 1/(1 + x?). Pour mieux voir I’erreur, on a dessiné la fonction f(z) en une
courbe pointillée.

FIG. I1.2: Polyndme d’interpolation pour sin z (gauche) et pour 1/(1 + z2) (droite)

Les résultats suivants sont dus a Cauchy (1840, Sur les fonctions interpolaires, C.R. X1, p. 775-789,
Oeuvres ser. 1, vol. V, p. 409-424). Commencons par une relation intéressante entre les différences
divisées pour (2.1) et les dérivées de la fonction f(z).

Lemme 2.1 Soit f(x) n-fois différentiable et y; = f(x;) pouri = 0,1, ... ,n (z; distincts). Alors,
il existe un £ € (min x;, max x;) tel que

0y[xo, X1, ..., 1) = ) (2.2)

Démonstration.  Soit p(x) le polyndme d’interpolation de degré n passant par (x;,y;) et notons
d(x) = f(x) — p(z). Par définition de p(z), la différence d(z) s’annule en n + 1 points distincts :

d(z;) =0 pour i=0,1,...,n.

Comme d(x) est différentiable, on peut appliquer n fois le théoréme de Rolle (voir le cours
d’ Analyse I) et on en déduit que

d'(x) a n zéros distincts dans (min z;, max z;).
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Le méme argument appliqué a d’'(z) donne
d"(z) a n — 1 zéros distincts dans (min z;, max x;),

et finalement encore
d™ (z) a 1 zéro dans (minz;, maxz;).

Notons ce zéro de d™ (z) par £. Alors, on a

FE) = p™ (&) = n! - "y[xo, 21, . .., 0] (2.3)
La deuxieme identité dans (2.3) résulte du fait que 0"y[xg, x1, . . ., z,,] est le coefficient de =™ dans
p(x). 0

Théoreme 2.2 Soit [ : [a,b] — IR (n + 1)-fois différentiable et soit p(x) le polyndme d’interpo-
lation de degré n qui passe par (x;, f(x;)) pouri = 0,1, ..., n. Alors, pour x € |a,bl, il existe un
¢ € (min(x;, x), max(z;, v)) tel que

frD(E) 04
f(x)—P(fE)—(ff—%)'---‘(x—xn)'m- (2.4)
Démonstration. Si x = x; pour un indice ¢ € {0,1,...,n}, la formule (2.4) est vérifiée car

p(z;) = f(z;). Fixons alors un & dans [a, b] qui soit différent de x; et montrons la formule (2.4)
pour x = .

L’idée est de considérer le polyndme p(z) de degré n + 1 qui passe par (x;, f(x;)) pour i =
0,1,...,netpar (z, f(z)). La formule de Newton donne

p(x) =p(x)+ (x —20) - ... (x — 2,) - " y[ag, ..., 2, 7] (2.5)

Si 1’on remplace la différence divisée dans (2.5) par f"*(&)/(n + 1)! (voir le lemme précédent)
et si I'on pose z = Z, on obtient le résultat (2.4) pour z = Z car p(z) = f(z). Comme Z est
arbitraire, la formule (2.4) est vérifiée pour tout . |

Exemple 2.3 Dans la situation de la fig. 1.2, ona n + 1 = 7. Comme la 7€Me (grivée de sin
est majorée par 1, on a que

Ip(x) —sinz| < |z(z — 1.5)(z — 3)(x — 4.5)(x — 6)(x — 7.5)(z — 9)| - %’

par exemple
Ip(4) — sin4| < 0.035 ou Ip(1) —sin 1] < 0.181.
Pour le deuxidme exemple, f(z) = 1/(1 + x2), la 7M€ dérivée est donnée par
(x+1)(x — Da(z? = 20— 1)(2? + 22— 1)
(1+22)8 ’

fO(z) = —8!-

qui est maximale pour z ~ 40.17632698. On obtient ainsi

1

_ 4392
14 22

7

(=) | < (2 = 20.25)(2” — 9)(2® — 2.25)a

Alors, I’erreur peut étre 4392 fois plus grande que pour I’interpolation de sin .
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I1.3 Polynomes de Chebyshev

La formule (2.4) montre que 1’erreur de I’interpolation est un produit de la (n + 1)éme dérivée de
f(zx), évaluée a un point inconnu, avec I’expression (z — xg) - ... (x — z,,) qui ne dépend que de
la division {zg, ..., z,}.

Probleme intéressante : chercher, pour un n donné, la division de [a, b] pour laquelle

L= xnel[z%} |(z —a0) ... (x— zy)| est minimal. 3.1
Exemple 3.1 Considérons I'intervalle [—1, 1], le cas n = 2, et une distribution symétrique des
z;. On cherche alors p(z) = (z + a)z(z — a) = x3 — ax satisfaisant (3.1). Nous voyons en
figure I1.3 que, pour a = 0, nous avons L = 1; puis cette valeur diminue quand a croit, jusqu’au
moment ol la courbe touche les bornes +L et — L a Iintérieur de [—1, 1] (pour a = 3/4); apres, L
recommence de grandir. La solution optimale est donc p(z) = 2* — 3z/4.

FIG. I1.3: Valeurs maximales de 7(z) = 2° — ax

Pour n arbitraire, la réponse au probleme posé se trouve dans un travail de P.L. Chebyshev
(transcription frangaise : “Tchebychef”, 1854, (Euvres 1, p. 109). Elle peut étre donnée a 1’aide de
polyndmes de Chebyshev; voir la figure 11.4.!

Définition 3.2 (Polynomes de Chebyshev) I \7
Pour n=0,1,2,... et pour x € [—1, 1], on définit

T, (x) = cos(n arccos x) (3.2)
(projection du cosinus sur un tambour).

Propriétés des polynomes de Chebyshev.

a) Les fonctions T, (x) satisfont la récurrence
To(x) =1, Ti(x) =z, Toi1(x) = 22T, (x) — Th—1 (). (3.3)

Par conséquence, T, (x) est un polynome de degré n dont le coefficient de x™ est 2",
c.-a-d., T, (z) = 2" ta" +....
b) |T,(z)| <1 pourx € [—1,1].

c) Tn<cos<k§)) = (=% pourk=0,1,...,n.

d 1T, (COS(@Z%UW

)):Opourkzo,l,...,n—l.

"Pour une étude des “courbes blanches” dans la fig. I1.4 (a droite) voir la page 209 du livre: Th.J. Rivlin, Chebyshev
Polynomials. 2nd ed., John Wiley & Sons, 1990 [MA 41/36]
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FIG. 11.4: Les premiers 4 (a gauche) respectivement 30 (a droite) polynémes de Chebyshev

e) Les polynomes T, (x) sont orthogonaux par rapport a la fonction de poids 1/+/1 — z2

1 1 T sin=m=20
/ T (2)Tn(x)de =S ©/2 sin=m#0
1V1-a? 0 sin # m.

Démonstration. La formule (3.3) est une conséquence de
cos((n + 1)¢) + cos((n — 1)¢) = 2 cos ¢ - cos(nyp)

si I’on pose cos ¢ = z et p = arccos x. La méme transformation donne

™

1 1
/_1 an(x)Tm(a@) dx:/ cos(np) cos(myp) dp

0

et la propriété (e) résulte de I’orthogonalité de cos(ny). |

Revenons maintenant a la question de trouver une division satisfaisant a (3.1).

Lemme 3.3 Soit q(x) un polynéme de degré n dont le coefficient de x™ est 2"~' (comme pour le
polynome de Chebyshev) et soit q(x) # T,,(x). Alors,

> T, =1. 34
(ax |a(@)] > max [Tn(z)] 34
Démonstration. Supposons, par 1’absurde, que a() T, (x
<
max Jg(a)] < max, [7,(z) \ /

(voir la figure pour n = 5) et considérons la différence i 1
d(x) = q(z) — T,,(x). Cette fonction s’annule au moins / —
une fois dans chacun des intervalles fermés
(k+ )7 km B B
{Cos(in ),COS( " )}, k=0,1,..., n—1.

Alors, d(z) posséde n zéros dans [—1, 1] (si une racine o € (—1, 1) est a I’extrémité de I’intervalle
(3.5), elle doit étre comptée deux fois car a un tel point 7}, (o) = 0 et ¢'(«r) = 0). Comme d(x)
est un polyndome de degré n — 1 (le coefficient de ™ est le méme pour ¢(z) et T,,(x)), ceci est une
contradiction a d(x) # 0. O

(3.5)
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Le lemme précédent montre que

— R T t minimal
nax, |(z — o) (x — )| est minima
si et seulement si (z — xq) - ... (z — x,) = 27"T,,41(x), c.-a-d., si
xk:cos((ékn%l;r), E=0,1,...,n (3.6)

(points de Chebyshev). Pour répondre a la question (3.1), il faut encore utiliser la translation
T “TH’ + b*T“x, qui envoie I'intervalle [—1, 1] sur [a, b]. On obtient alors

Théoreme 3.4 L’expression (3.1) est minimale parmi toutes les divisions {xo, x1,...,x,} si et
seulement si

k=0,1,...,n (3.7)

T =

a+b b—a ((2k3+1)7r)
+ - COS ,
2 2 2n + 2

Exemple 3.5 Considérons la fonction f(x) = 1/(1+ 25x?) sur I'intervalle [—1, 1] (cf. la fig. I1.2).
Dans la fig. I1.5, on compare le polyndme d’interpolation basé sur des points équidistants (n = 8)
avec celui basé sur les points de Chebyshev (aussi n = 8). On observe une nette amélioration.

FIG. IL.5: Interpolation avec des points équidistants (a gauche) et les points de Chebyshev (a droite)

II.4 Convergence de I’interpolation

La précision du polyndme d’interpolation (figure II.5 a gauche) est certainement insuffisante,
quand z se rapproche des bords. On pourrait naivement croire que le degré n n’est pas encore
assez €élevé. Mais le contraire se produit: quand on augmente n, la catastrophe s’intensifie davan-
tage. C’est le phénomeéme de Runge (voir le dessin de la figure 11.6).

Le phénomene de Runge (1901).2 Nous considérons des fonctions rationnelles (ou méromorphes)
f(x), définies sur I'intervalle [—1, 1], et la suite des divisions équidistantes

x,@:_H%, k=0,1,....n. 4.1

2Carl David Tolmé Runge (1856-1927) est le pere des mathématiques appliquées en Allemagne. L’ article sur ce
phénomene a été publié en 1901 dans le journal Zeitschr. Math. u. Physik vol. 46.
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FIG. I1.6: Le phénomene de Runge pour la fonction f(z) = 1/(1 + 25z2)

Nous notons par p,(z) le polyndme d’interpolation de degré n satisfaisant a p(x,(c")) = f (xﬁcn))
pour £k = 0,1,...,n. Le but est d’étudier la convergence de p,(x) vers f(z). On peut observer
dans la fig. I1.6 que, dans un certain intervalle autour de I’origine, p,(x) converge vers f(z), mais
au bord de I’intervalle [—1, 1], on a divergence.

Excursion en analyse complexe. Le meilleur moyen de comprendre ce phénomene est la formule
de Cauchy (1831), voir le cours “Analyse 117,

z=7()
/() . ‘

dz. -1 T

fl) = ——

= — 4.2)
21 Jy 2z — x

Dans cette formule, 7 est une courbe fermée autour de z, telle que f(z) n’a pas de singularité
a I'intérieur de la courbe. Si la courbe est donnée par la paramétrisation 7 : [a,b] — €' avec
v(a) = v(b), I’intégrale dans (4.2) est définie par

M) g L[ IG0) Ly,

1
C27miJa () — 2

2mt Jy z — @

Une formule pour le polynome d’interpolation. En utilisant la notation

() == (x — :Eén)) (x — i ) (=) (4.3)
pour la division équidistante (4.1), nous obtenons pour le polyndéme d’interpolation
1 ' n — in
o) = — /() I (2) = ™ (x) dz. (4.4)

C2miJyz—x T (2)

Ici, 7y est une courbe fermée autour du segment [—1, 1] telle que f(z) n’ait pas de singularité (pole)
a I’'intérieur de la courbe (voir la petite figure dans (4.2)).
En effet, la partie droite de (4.4) est un polynéme de degré n en z car (m,(z) — m,(x))/(z — z)

en est un. En posant x = x,(g") pourunk € {0,...,n},ona

7 (2) — T ()"

Tn(2)

L/ flz)
2mi Jy 5 — g™

) 1
de= 5 [ 50 K
Vz—l’k
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ce qui montre la formule (4.4). La différence de (4.4) et de (4.2) nous donne la formule suivante
pour I’erreur de I’interpolation :

f(x) = pa(z) = ! L ) ml@) g, (4.5)

T i)y z—x ()

Il est important de se rappeler que v est une courbe fermée autour du segment [—1, 1] telle que
f(2) n’ait pas de singularité a I’intérieur de ~.

Etude de la convergence. La formule (4.5) nous permet de procéder de la maniere suivante : si,
pour un z € [—1, 1], on peut choisir la courbe ~ telle que

| ()| < a”|m,(2)] pour tout z €y (4.6)
avec un o < 1, alors, | ( )|
a f(z
— < — | =——\d 4.7
7() = pul@)] < 5 [ 17l @7)

et on a convergence pour n — oo. Il faut alors étudier la fonction /|7, (z)| pour n — co.

Lemme 4.1 Pour la division équidistante (4.1) et pour le polynéme T, (z) de (4.3) on a

Jim im ()] = G(2)

G(2) = exp(5R(( + 1) log(z + 1) — (2 — D) log(z — 1)) = 1). 4.8)
Démonstration. En prenant le logarithme de {/|m,(2)|, on obtient

n 1 1 n n
log \/|mn(2)| = glog|7rn(z)| = E(log|z—:cé )| +...+log|z—:cgl)|),

ce qui représente une somme de Riemann pour la fonction ¢ — 1 log |z — ], 551(:21 - x,(c”) =2/n.
On obtient ainsi (observer que log w = log |w| + i arg w)

. n e 1oy (1
lim log VI (2)] = 5/_1 log |z — t| dt = 5?)%/_1 log(z — t) dt.

En considérant z comme paramétre, une primitive de la fonction g(t) = log(z — t) est donnée par
(z —t) — (2 — t)log(z — t). Ceci implique

lim log /|m,(2)] = 5R((2 + 1) log(z + 1) = (2 — Dlog(z — 1) — (2 + 1) + (2 — 1)),

n—o0

et démontre la formule du lemme. O

=T ‘M&%\S &é@%@\ z
sy, .
i

1
b

S 3 7
s

fﬁmm w%iw &

F1G. I1.7: Lignes de niveau pour les fonctions V/|m19(x)| et G(z); division équidistante.
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Pour un x réel et compris dans (—1,1),on a

Gla) = e 1y/(1 + 2)*2(1 — 2)1-e,

en particulier G(0) = 1/e, G(£1) = 2/e. Les lignes
de niveau {z|G(z) = Const} sont dessinées dans la
fig. 11.7 (dessin a droite).

Théoreme 4.2 (Runge 1901) Si f(2) n’a pas de singularité dans {z | G(z) < G(/)}, alors

lim pn(z) = f(z) pour € (=f,0).

n—oo

Démonstration. Nous considérons une courbe 7 telle que ’intervalle [—1, 1] ainsi que I’ensemble
{z| G(2) < G(p)} sont al’intérieur, mais tous les pdles de f(z) al’exterieur. Pourunz € (-4, )
fixé, ceci entraine que

G(x) < G(B) < minG(2).

Comme /|7, (z)] — G(z) et min,e, \/|mn(2)] — min,e, G(z) (convergence uniforme sur v;
pour le voir il faut élaborer la démonstration du lemme 4.1), on peut trouver un o (0 < o < 1) tel
que, pour n suffisamment grand, on a

VIma(@)| < - f|ma(2)] pour z €.

Ceci vérifie (4.6) pour x € (—[3, 3) et la convergence est une conséquence de (4.7). O

Exemple. La fonction f(z) = 1/(1+ 2527) posséde une singularité en £i/5. La ligne de niveau de
G(z) qui passe par £i/5 coupe 1’axe réel au point 3 =~ 0.726. Alors, la convergence du polyndme
d’interpolation (avec des points équidistants) est établie pour |z| < 0.726 (voir fig. IL.6).

Convergence en utilisant des points de Chebyshev. Faisons la méme étude en remplagant la
division équidistante (4.1) par les points de Chebyshev
(n) (2k+ D)7 .
xy, —COS(W), k=0,1,...,n. 4.9)
L’expérience de la fig. I1.6 avec la fonction f(z) = 1/(1 + 25z?) est répétée dans la fig. I1.8. On
observe une convergence uniforme sur toute I’intervalle [—1, 1].
Pour comprendre 1’absence d’un “phénomeéne de Runge”, considérons le polynéme 7, () de
(4.3) mais pour la division (4.9). Dans ce cas (voir (3.2) et (3.6))

w4 (D)
Tal(2) = 27" T (2) = 27" cos((n + 1)) =

S (4.10)

ol (p = arccos z et u = e'¥.

| |
1 0 Hl 0
n=14 n=18

n=2

FIG. I1.8: Interpolation de la fonction f(z) = 1/(1 + 25x2) en utilisant des points de Chebysheyv.
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La relation z = cosp = (e + ) = Z(u+ u~') donne I'équation u? — 2uz + 1 = 0
pour w, dont les solutions sont © = z + v/22 — 1, u~! = 2z — /22 — 1. Elevées a la (n + 1)-éme
puissance, la plus grande de ces grandeurs va finir par dominer I’autre. Ainsi,

G(2) = lim /|m(2)| = %maxﬂz +v22—-1|, |z —Vv22-1|}. 4.11)

n—oo

Les lignes de niveau de la fonction limite deviennent paralleles a I’intervalle [—1, 1] (voir fig. IL.9).
Ainsi, un pole se trouvant en dehors de I’intervalle [—1, 1] ne peut empécher le polynéme p,,(x) de
converger sur tout I’intervalle (voir fig. I1.8).

i \*{@{@M%WW%/ T
b

F1G. I1.9: Lignes de niveau pour les fonctions /|m1o(x)| et G(2); points de Chebyshev.

Remarque. La convergence (uniforme) de la suite de polyndmes d’interpolation avec les points
de Chebyshev peut étre démontré pour toute fonction f(z) qui est continiment différentiable sur
[—1, 1]. La démonstration utilise le théoréme de Stone-WeierstraB (voir par exemple le chapitre II
du livre de Werner & Schaback® pour plus de details).

IL.5 Influence des erreurs d’arrondi sur ’interpolation

Représentation en virgule flottante. Chaque nombre réel x # 0 peut s’écrire sous la forme
r=+a-10° (5.1)

ou a, la mantisse, satisfait 0.1 < a < 1 et 'exposant b est un nombre entier. Cette représentation
de z est unique. Supposons maintenant qu’on ait seulement un nombre fini de chiffres (disons ¢)
a disposition pour la mantisse, et pas de restriction pour 1I’exposant. Si a dénote I’arrondi de a, on
va calculer en fait avec le nombre

arr (1) = 4a - 10°

au lieu de z. Par exemple, le nombre m = 3.141592653 . . . est représenté par
arr () = 0.31415927 - 10" (5.2)

si I’on calcule avec ¢ = 8 chiffres en base 10.

Précision de I’ordinateur. On dénote par eps le plus petit nombre positif tel que
arr (1 + eps) > 1.

Pour un calcul en base 10 avec ¢ chiffres dans la mantisse on a

arr (0.10...049...-10") =1
L
arr (0.10...050...-10') =0.10...1-10" > 1.
v v

3H. Werner & R. Schaback (1979), Praktische Mathematik II. Springer-Verlag, 2. Auflage. [MA 65/23]
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Dans cette situation, on a alors
eps =5-107°. (5.3)

Si I’on fait le méme calcul en base 2 (comme tous les ordinateurs le font) on obtient
eps = 2%, (5.4)

Par exemple, sur une SUN workstation on a

REAL * 4, eps =272~ 5.96-107°
REAL x 8, eps =273~ 1.11-10716
REAL x 16, eps = 2713~ 9.63-107%.

Théoréme 5.1 Pourunx # 0ona

ar(r) — o
et =l 59

c.-a-d., Uerreur relative due a I’arrondissement est bornée par eps.

Démonstration. Soitx = a-10° etarr (z) = a- 10°. Si I’on arrondit a ¢ chiffres significatifs, on a
|a —al <5107 Il en résulte

jarr (z) —2|  |a—al-10° 5 10~¢1

2] 100 = 100 Y 1074 = eps
car |a|] > 1/10. O
L’estimation (5.5) peut aussi étre écrite sous la forme
arr (x) = (1 + ¢€) ou le| < eps. (5.6)

Cette formule est la base pour toute étude d’erreurs d’arrondi.

Influence des erreurs dans y; sur le polynéme d’interpolation. Supposons que les données y;
soient erronées et qu’on calcule en fait avec

Ui = yi(1 + &) ou i < eps. 5.7)

Pour étudier la différence entre le polyndme qui passe par (z;, y;) et celui qui passe par (x;, J;), on
utilise la formule du lemme suivant.

Lemme 5.2 (formule de Lagrange) Le polynome d’interpolation p(x) qui passe par (z;,y;) pour
1=0,1,...,n est donné par

p(z) = Zyl&(z) o li(z) = ﬁ (5.8)

Démonstration. Le polyndme (;(z) satisfait ¢;(z;) = 1 et {;(zx) = 0si k # i. Ainsi, les deux
cotés de la formule (5.8) valent y;, pour x = z (k = 0,1,...,n). Comme p(x) et >.I" , y:li(7)
sont des polyndmes de degré n, cette formule est une conséquence de 1’unicité du polyndme
d’interpolation (voir le théoreme 1.2). O
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T ) L 6@ L b)) :Zﬂ L@ L )

FIG. I1.10: Polyndmes de Lagrange a points équidistants pour n = 10

FI1G. II.11: Polynémes de Lagrange a points de Chebyshev pour n = 10

Les polyndomes passant par (x;, y;) et (z;, y;) sont respectivement
p(x) =Y yili(x) et plx) = gili(x).
j i=0
Si g; est donné par (5.7), la différence satisfait p(z) — p(z) = Y1, €;y:¢i(x) et on obtient

pla) — pla)| < eps- max [l -3 |6(2)] 69)
Tl i=0

La fonction Y7 |¢;(x)| décrit I’amplification de I’erreur dans les données. Sa valeur maximale

A, = max Y |li(z))| (5.10)
z€a,b] =0
s’appelle la constante de Lebesgue associée aux points xg, z1, . . ., Z, et a 'intervalle [a, b]. Cette

constante peut étre calculée numériquement (voir les exercices 9 and 10).

Points équidistants. Pour la division z; = a + £(b — a) de I'intervalle [a, b], on a

2n+1
Ao ~ 3+ 104, Ayo ~ 10, ANy ————
e-n-logn
Points de Chebyshev. SiI’on choisit z;, = 2 + 22 cos( (22’:;12)”), ona
A, <3 pour n < 20
A, <4 pour n < 100

2 .
A, =~ Zlogn si n est grand.
m



Interpolation et Approximation 37

F1G. II1.12: Influence des erreurs dans les y; sur I’interpolation

Expérience numérique. Considérons la fonction f(x) = sinz surI’intervalle [0, 5]. Pour n > 25,
I’erreur de Iinterpolation est bornée par 520 /26! ~ 3.69 - 10~ quelle que soit la division choisie
(voir le théoreme 2.2). Prenons les y; = sin x; en simple précision (erreur relative ~ eps ~ 5.96 -
1078) et faisons le calcul de p(z) en double précision. Dans la fig. I1.12 nous voyons le polyndme
d’interpolation obtenu de cette maniere (avec des points équidistants). Son erreur devient bien
visible a partir de n = 32, la valeur ou eps -A,, dépasse 1. Evidemment, I’interpolation avec les
points de Chebyshev ne montrera pas ce phénomene.

I1.6 Transformée de Fourier discrete (DFT)

Dans le traitement de signaux, ol on est confronté a une immense quantité (plusieurs milliers ou
millions) de valeurs numériques, la transformée de Fourier est un outil inévitable. De plus, les
données ont souvent une certaine périodicité ce qui rend la transformée plus efficace. Elle est, par
exemple, tres utilisée dans le traitement des sons (voir la fig. I1.13) ainsi que pour la compression
d’images (voir le paragraphe 11.7).

Transformée de Fourier (continue) ou série de Fourier. Une série trigonométrique (ou série de
Fourier) est une série de la forme

f(z) = % + Z(ak cos kx + by, sin k:x) 6.1)
k=1

En cas de convergence, elle représente une fonction 27-périodique, c.-a-d. f(z + 27) = f(x) pour
tout x € IR. Les formules deviennent plus simples en passant aux complexes. Grace aux identités
e = cosx+isinz, cosx = (e +e7®)/2 et sinz = (e — e~ ) /24, la série précédente devient
simplement

fl@) = 3 e (6.2)

k=—o00

La clé fondamentale permettant le calcul des séries trigonométriques a été découverte par Euler
(1777, Opera vol 16, Pars 1, p. 333) et réside dans la relation d’orthogonalité

2w 2w :
—ite | ke g :/ ik—0) g, { 0 si k#£4 .
/0 ‘ o 0 ‘ v 2r st k=1 ©.3)

Cette propriété nous permet de calculer les coefficients cy. 11 suffit de multiplier (6.2) par e~ et
intégrer terme par terme* de 0 a 27. Tous les termes, sauf un, disparaissent et on obtient

! /OQF f(z)e ™ dg. (6.4)

" or

“Pour une justification voir les cours Analyse II ou Mathématiques pour Informaticiens.

Ck
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~

Pour marquer la dépendance de f(z), nous écrivons souvent f(k) := ¢, pour les coefficients de

Fourier. Rappelons que les coefficients f(k) convergent vers zéro pour k& — oo, eton a f(k) =
O(|k|~P) si le prolongement 27-périodique de f(x) est p-fois continiment différentiable.

Transformée de Fourier discrete (DFT). Supposons

Y7
maintenant que la fonction 27-périodique f () soit seule- 3 y Y
ment connue pour les x de la division équidistante Y1 Y2y
. Yo
2
:cj:%, j=01,....N—1
0 T 2

et posons y; = f(z;). Si nécessaire, on peut prolonger {y;} a une suite N-périodique en posant
Yj+N = Yy; pour tout entier j (N = 8 dans la petite figure).
Par analogie avec (6.2) on cherche a exprimer cette suite par

N-1 N-1
yi = > me™ = > avec  w = 2™/, (6.5)
k=0 k=0

Cette fois, la relation d’orthogonalité discreéte (observer que w? = 1)

N—1 N-1 1—wk=ON .
ST w k= 3T i = oo =0 st k# £ (mod N) (6.6)
=0 =0 N si k= /¢ (mod N)

nous aide a trouver les z;, a partir de (6.5). Par parfaite analogie avec la preuve ci-dessus pour (6.4),
on multiplie I’équation (6.5) par w™% et on additionne de j = 04 j = N — 1. Tous les termes, sauf
un, disparaissent et on obtient la transformée de Fourier discrete (DFT)

1 N-1 y

Siy; = f(x;), nous écrivons aussi Fn (k) := 2, pour les coefficients de la transformée de Fourier
discrete. Comme yn = o, la valeur z; de (6.7) peut étre interprétée comme le résultat de la regle
du trapeze appliquée a I’intégrale dans (6.4). Toutefois, z;, = fN(k) n’est pas une approximation
de ¢, = f(k) pour tout k, car {z; } est une suite N-périodique (ceci est une conséquence immédiate
de w" = 1) alors que f (k) converge vers zéro si k — oo (voir le paragraphe 1.9 pour une étude
détaillée de erreur f(k) — fn(k)).

Compression des données.  Etant donnée une suite N-périodique {y;} et sa transformée de
Fourier discrete {z; }. L’idée est de supprimer dans la représentation (6.5) pour y; tous les termes
dont la valeur absolue de z; est en-dessous d’un certain seuil (par exemple, 3% du coefficient
maximal).

Exemple. Le premier dessin de la fig. II.13 montre la digitalisation d’un son. On a enregistré 22000
impulsions par seconde, dont 1024 sont dessinées (ceci correspond a 1024 /22 ~ 46.5 millisecon-
des). On observe bien une certaine périodicité des données.

Pour les N = 1024 nombres {y,} on a calculé la transformée de Fourier discrete {z;}. La
suite de leurs valeurs absolues {|z;|} est dessinée dans la deuxieéme image de la fig. II.13 pour
k=1,...,170 (comme les y; sont réels, on a zy_, = z_p = Z, et il n’est pas nécessaire de
dessiner les valeurs pour k > N/2; pour 170 < k < N/2 les |z;| sont inférieurs a 0.072).

La théorie de ce paragraphe est basée sur le fait que f(x) est une fonction périodique. Cepen-
dant, la période du signal n’est visiblement pas égale a N = 1024, mais elle est plutdt proche de
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F1G. 11.13: Spectrogramme, compression et décodage du son “a” prononcé par Martin

N = 997. Si I’on calcule 1024 valeurs de f(x) sur une période exacte (par interpolation linéaire)
ainsi que leur transformée de Fourier discréte, on obtient la troisieme image de la fig. II.13. Cette
fois, on peut beaucoup mieux observer la fréquence principale (5% 22000/997 ~ 110 Hz) ainsi que
les harmoniques (multiples de la fréquence principale).

Maintenant nous supprimons tous les coefficients z; dont la valeur absolue est inférieure a
10% de la valeur maximale. Les 16 coefficients restant sont dessinés dans le quatrieme dessin de
la fig. II.13. Pour un seuil de 3% ils resteraient 46 coefficients, et pour un seuil de 1% pas plus de
87. Ainsi, la vraie information contenue dans le signal ne contient que 16 (respectivement 46 ou
87) nombres complexes au lieu des 997 valeurs réelles y;.

Pour décoder le signal, nous utilisons la formule (6.5) avec les zj, restant apres la compression.
Le résultat (décodage) est déssiné en bas de la fig. II.13. On peut constater que le signal original
est tres bien réproduit.

La conclusion de cette expérience est la suivante : au lieu de stocker les 997 valeurs du signal
original, il suffit de stocker quelques coefficients de la transformée de Fourier discrete sans perdre
de I'information visible.
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II.7 Transformée cosinus discrete (DCT) et JPEG

L’algorithme du paragraphe précédent marche tres bien si les données ont une certaine périodicité.
Si elles ne sont pas périodiques (par exemple pour la compression d’images), on utilise souvent
une variante de la transformée de Fourier discrete. Cette variante a en plus 1’avantage d’éviter le
calcul avec des nombres complexes.

Transformée de Fourier en cosinus. Soit f(z) une fonction continue, définie sur ’intervalle
[0, 7]. On la prolonge en une fonction paire par f(—z) = f(z) et en une fonction 27-périodique
par f(xz+ 2m) = f(x). La série de Fourier (6.1) d’une telle fonction contient seulement les termes
en cosinus et s’écrit

f(z) = @—FZakcosk:c. (7.1)
2 =
Sur I’intervalle [0, 7], les fonctions cos kz (pour k > 0) vérifient la relation d’orthogonalité

- 1 o 0 si k#/
/0 cos bx - cos kx dx = 3 /0 (cos(ﬁ + k)x + cos(l — k):c) de = { /2 si k=(0#0 (7.2
s si k=0=0.
La démarche habituelle (multiplier (7.1) par cos/z et intégrer terme par terme de 0 a ) nous

donne
2

ar = — /07r f(z)cos kx du. (7.3)

™

Transformée cosinus discrete (DCT). Comme f(0) #
f(m) en général, nous considérons les N points au milieu
des sous-intervalles, c.-a-d. les points

o (2j+ m . _
Tj= o 7=0,1,..., N—1 L 0 - o
et nous posons y; = f(z;) (N = 4 dans la petite figure). Par analogie avec (7.1), nous exprimons

cette suite par (voir la fig. II.14 pour les fonctions de base cos k)

5 Nl
V=5 + Z 2, cos kxj. (7.4)
k=1
Avec la relation d’orthogonalité discréte (pour 0 < k, ¢ < N — 1)
N-1 1 N-1 0 si k#/
> coslz;j - coskxj = 3 > (COS(E + k)x; + cos(f — k:)x]) = N/2 si k=(#0 (15
3=0 3=0 N si k=(=0.

nous trouvons (multiplier I’équation (7.4) par cos {x; et additionnerde j = 0aj = N — 1) la
transformée cosinus discrete (DCT)

[\]
i

Z Yj cos k. (7.6)

Zk = —
N =

J
La valeur z;; de (7.6) est le résultat de la reégle du point milieu appliquée a I'intégrale dans (7.3).

00006000 Q—
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FIG. 1I.14: Fonctions de base pour la transformée cosinus discréte (N = 8)
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FIG. I1.15: Fonctions de base pour la transformée cosinus discrete en 2 dimensions (8 x 8 pixels)

Transformée cosinus discrete en dimension 2. Une image digitale est donnée par un tableau
{Y; ;}, ot i parcourt les pixels verticalement et j horizontalement. La valeur de Y; ; représente le
niveau de gris (ou la couleur) du pixel (7, j). Motivé par I’algorithme précédent, nous essayons
d’exprimer ces données par

N-1N—-1 _
= Z Z Zy 0 cos kx; coslx; (7.7)

ouz; = (2j+1)7/2N comme pour la transformée cosinus discréte. Pour compenser le facteur 1,/2
dans (7.4), nous utilisons la notation Zoo = Zpo/4, Zko = Zy0/2, Z()g = Zou/2 et ZM = Zy .
La relation d’orthogonalité (7.5) nous permet de calculer les Z, , par la formule

4 N—-1N-—
A Z jcos kx; coslx;. (7.8)

7

Les fonctions de base cos kx; cos {(x; (k:, =0,..., N — 1) sont illustrées dans la fig. I.15.
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FIG. 11.16: Une image toujours mieux reconstituée en zig-zag par JPEG

JPEG. Lutilisation de cette base dans la compression d’images est due a Ahmed, Natarajan
et Rao (IEEE 1974) 3. On décompose 1’image entiere en blocs de 8 x 8 pixels et on calcule
pour chaque bloc la transformée cosinus discrete (7.8). Les coefficients Z, , sont alors quantifiés
et ceux qui sont en-dessous d’un seuil sont remplacés par zéro. Pour des images contenant des
parties uniformes (par exemple : ciel bleu), seulement deux ou trois coefficients vont rester ce qui
donne un important facteur de compression.

La reconstruction de I’image a droite (un conglomérat entre Astérix, Mickey
Mouse et Donald Duck, dessiné par Gerhard) est illustrée dans la fig. I1.16. Le
premier dessin (en haut a gauche) correspond au premier terme de la somme
(7.7). En rajoutant un terme apres 1’autre, et en suivant un chemin astucieux en
zig-zag, lareconstruction est démontrée.

SPour des explications plus détaillées et références voir JPEG still image data compression standard par W. B. Pen-
nebaker et J. L. Mitchell, Van Nostrand Reinhold, New York, 1992.
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I1.8 Transformée de Fourier rapide (FFT)

Pour {y;}7;" donnés, un calcul direct de la transformée de Fourier discréte {2}, (voir (6.7))
nécessite ~ N2 multiplications et additions. Dans ce paragraphe, nous présentons un algorithme
(un des “Top 10 Algorithms” du 20eme siecle) qui fait le méme travail en N log, N opérations.
Cet algorithme est dii a Cooley & Tukey (1965); il est basé sur des idées de Runge (1925).

Nous supprimons le facteur 1/N dans (6.7) et nous utilisons la notation

N-1
vy =2 ol 2 = Z Y; w;,kj, wy = 2N (8.1)
=0
Lemme 8.1 Soient u = (ug,uy,...,un_1), v = (vo, V1, ...,Un_1) et définissons
y = (uo,vo, U1, V1, ..., UN_1,VUN_1) (8.2)

Alors, pour k =0,1,... N — 1, ona (woy = 22N — mi/N)

(v y)k = (Fvw)y + wil (Fyv )k 83)
(Bon Ykin = (Fyvu)y — wory (Fiv v). .

Démonstration. En utilisant w3, = wy, une séparation des indices paires et impaires nous donne
pour un k arbitraire

IN-1 N-1 N-1
—jk —20k — 20+ 1)k k
(Fonv Y)k = Z Yjwan = Z Yoo Won " + Z Yau+1 sz\(r * = (Fv w)i + won (FN V)
7=0 0w T B0 ok ok
W Won " WN
La deuxieme formule de (8.3) résulte de wd =1 etde wiy = —1. m

La formule (8.3) nous permet de calculer (avec N multiplications et 2N additions) le vecteur
Fon y a partir de Fy u et Fy v. La méme procédure peut €tre appliquée récursivement aux suites u
et v si elles ont une longueur paire. Si1’on suppose que N = 2™, on obtient 1’algorithme présenté
dans le schéma suivant (pour N = 8 = 23)

_/—-'N/4 <y0> / -/rN/8yO = Yo
Yo Yo / i)\ FN/8Ys = Ya
n .FN/Q Y2

Y2 Ya \ FNya (y2> | Fnsy2 =y

Yo ve) \ F =
F 33 N/8 Y6 = Yo 8.4)

4 F _

W\ () () T

Ve Fyn /2 e \ N/8Ys = Ys

Yz Y7 ]:N/4 (y3) / ]:N/8 Ys = Ys

Y17\ Fuisyr =y

La programmation de cet algorithme se fait de droit a gauche. D’abord, on met les {y,} dans
I’ordre exigé par 1’algorithme (8.4). Apres, on effectue les opérations de (8.3) comme indiqué
dans le schéma (8.4). Pour une explication détaillée de la programmation voir le livre “Numerical
Recipies”.®

®W.H. Press, B.R. Flannery, S.A. Teukolsky & W.T. Vetterling (1989): Numerical Recipies. The Art of Scientific
Computing (FORTRAN Version). Cambridge University Press.
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TAB. I.2: Comparaison de nombres d’opérations

N N? | Nlogy, N | quotient
25 =32 ~ 103 160 ~ 6.4
210~ 103 | ~ 108 ~ 104 ~ 100
220 ~ 108 | ~ 102 | =~ 2-107 | =~ 5-104

Pour passer d’une colonne a une autre (dans le schéma (8.4)) on a besoin de N/2 multipli-
cations complexes et de N additions (ou soustractions). Comme m = log, N passages sont
nécessaires, on a le résultat suivant.

Théoreéme 8.2 Pour N = 2™, le calcul de Fy y peut étre effectué en g log, N multiplications
complexes et N log, N additions complexes.

Pour mieux illustrer I'importance de cet algorithme, nous comparons dans le tableau I1.2 le
nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de Fy y — avec ou sans FFT.

L’inverse de la transformée de Fourier discrete. Pour le décodage il faut calculer les y; a partir
des z;, a I’aide de la formule (6.5). Pour en obtenir un algorithme rapide, il suffit de remplacer w
dans (8.3) par why.

Transformée cosinus rapide. Pour les données réelles (yo, y1, - - ., Yn—1), nous considérons le
vecteur ¥ = (Yo, Y1, - -, YN—1, YN—1, - - - , Y1, Yo) illustré dans le petit dessin avant la formule (7.4).

Larelation z, = %wz_ 13/ 2(.7-"2 ~ ¥)x pour la transformée cosinus discréte (7.6) nous permet de trouver
un algorithme rapide (méme deux fois plus rapide que la FFT).’

Transformée cosinus rapide en dimension 2. Pour le calcul de (7.8) il faut évaluer la somme
sur j pour chaque i € {0, 1,..., N —1}, et ensuite encore la somme sur i. Ceci correspond a N + 1
transformées cosinus discrétes. Le travail est alors proportionnel a (N + 1)N log, N a la place de
N* pour un calcul direct. En plus, les N premieres DCT peuvent étre calculées en parallle.

I1.9 Interpolation trigonométrique

Pour la division équidistante

2mj

.T]:T7 j:0,17...7N
de I'intervalle [0, 27| et pour yo, y1, - - ., yn—1 donnés, on cherche un polyndme trigonométrique
(une combinaison linéaire finie de fonctions e***) passant par (z;, y;) pour j = 0,1,..., N — 1.
Théoreéme 9.1 (polynome d’interpolation trigonométrique) Pour yg,y1, ..., yn_1 donnés, soit

{2k} sa transformée de Fourier discréte (6.7). Si N est pair, le polynéme trigonométrique

N/2 ‘ 1 ‘ ‘ _
pn(x) = Y ze™ = §<Z—N/2€_2Nx/2 + ZN/QGZNI/Q) + Y et .1
k=—N/2 |k|<N/2

satisfait pn(xj) =vy; pour 7 =0,1,..., N — 1.

" . . ik, i o _ N2y ikz; _
Démonstration. La suite z;e™" est N-périodique en k. Ainsi, py(z;) = >, 20 Njo k€T =

Sy zreh®i. Comme €% = w}, une comparaison avec (6.5) montre que py (7;) = y;. O

7Van Loan, Computational Frameworks for the Fast Fourier Transform. SIAM, Philadelphia, 1992. [MA 65/326]
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Remarque. Si les y;, sont réels, les {z; } satisfont a z_;, = Zj, et le polyndme py (z) est une fonction
réelle, c.-a-d. une combinaison réelle de sin kx et cos kx.

Erreur de I’interpolation trigonométrique. Supposons maintenant que y; = f(z;) o
>ooae™, o= f(k) 9.2)
k=—00

est une série de Fourier qui converge absolument pour tout z. Pour étudier I’erreur f(x) — py(x),
ol py(x) est le polyndome d’interpolation trigonométrique du théoréme 9.1, il faut savoir comment

les z;_= fn(k) de la transformée de Fourier discréte approximent les coefficients de Fourier
Lemme 9.2 Si la série (9.2) est absolument convergente, alors
fu(k) = Flk) =3 F(k +EN). (9.3)
(£0

Démonstration. La transformée de Fourier discréte avec y; = f(x;) de (9.2) est donnée par

N 1 N—-1 (o) N - Lk [e%s) N 1 N— n b o) N
)= 5 S (Tt = 8 fiy S ls) = £ fr o,
La derniere égalité est une conséquence de la relation d’orthogonalité (6.6). O

On sait que, si la fonction f(z) est globalement lisse, les coefficients de Fourier convergent
rapidement vers zéro. Pour une telle fonction, fx (k) est une bonne approximation de f(k) pour
|k| < N/2, mais elle est mauvaise pour |k| > N/2.

Théoreme 9.3 Soit f(x) donnée par (9.2) avec une série absolument convergente. Alors, le
polynéme trigonométrique (9.1) pour y; = f(x;) satisfait pour tout x € IR

1f(2) —pn(2)] <2 S |F(K). (9.4)

|k|>N/2

Démonstration. On soustrait (9.1) de (9.2) :

N2 R
fl@) =py(x) = D' (F(k) = fn(R)e™ + 37" f(k)e™.
k=—N/2 k|>N/2
L’assertion est donc une conséquence de (9.3) et de I'inégalité de triangle. O

Ce théoreme permet une interprétation intéressante. Considérons une fonction 27-périodique
de fréquence maximale M (c.-a-d., f(k) = 0 pour |k| > M). Alors, le polyndme trigonométrique
pn(z) donne le résultat exact (py(x) = f(x) pour tout z) si

N > 2M. 9.5)

Ce résultat — le théoreme d’échantillonnage — nous donne une formule pour le nombre d’échantillons
nécessaires pour une représentation exacte d’une telle fonction.
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N = 256
......... [ E N B B
20 30 40
N =128
......... [ H N B B
10 20 30 40
N =64
......... [ N E S B
10 20 30 40

FIG. II.17: Interpolation trigonométrique

Reprenons 1’exemple de la fig. II.13. Dans le deuxieme dessin de cette figure on voit que les
fréquences dominantes du son sont situées dans I’intervalle |k| < 60. Comme la longueur de
I’intervalle dans la fig. I1.13 est de 1024 /22000 secondes, la valeur maximale M = 60 correspond
a 60 % 22000/1024 ~ 1390Hz. Alors, N = 128 échantillons sont suffisants pour représenter
correctement le signal. Dans la fig.I1.17 sont dessinés les polyndmes trigonométriques py ()
(pour N = 64, 128 et 256) passant par

Yj pour j =0(mod 1024/N)
ou y; sont les données de la fig. I1.13. On voit que la représentation est bonne a partir de N = 128.
11 suffit alors d’utiliser chaque 8°™M€ échantillon (une autre possibilité de compression des données).

I1.10 Interpolation par fonctions spline

Le mot “spline” (anglais) signifie “languette élastique”. On s’intéresse a la courbe décrite par
une languette forcée de passer par un nombre fini de points donnés (disons par (z;,y;) pour i =

10;

F1G. 11.18: Spline cubique (a comparer avec fig. I1.1)



Interpolation et Approximation 47

FIG. I1.19: Un dessin en zig-zag (a gauche) et en splines (a droite)

0,1,...,n). Lafig. II.18 montre le spline passant par les mémes données que pour la fig. II.1 (pour
pouvoir le comparer avec le polynome d’interpolation).

La théorie des splines a été développée dans les années 1950 par L.J. Schoenberg pour servir
au calcul scientifique (approximations, . . .); de nos jours elle est constamment appliquée pour la
représentantion de courbes et surfaces en Computer Graphics (voir la fig. I1.19).

Formulation mathématique du probléeme: pour des points (x;,y;) avec des z; ordonnés, on
cherche une fonction s : [a,b] — IR (ol a = xg, b = x,,) satisfaisant a
(S1) s(x;) =y; pouri =0,1,...,n;
(S2) s(x) est 2 fois continiment différentiable (c.-a-d. de classe C?) ;
b
(S3) / (s"(x))? dz — min.

L’intégrale dans (S3) représente 1’énergie de la languette déformée qui, par le principe de Mauper-
tius, est supposée minimale.

Théoreme 10.1 Soit a = xy < x; < ... < x, = b une division donnée et soit s : [a,b] — IR une
fonction vérifiant (S1), (S2) et qui est un polynéme de degré 3 sur chaque sous-intervalle [x; 1, z;|.
Pour toute fonction f : |a,b] — IR vérifiant (S1), (S2) et

S"(0)(£(b) = ' (b)) = 5"(a) (f'(a) — 5'(a)) (10.1)
on a alors que

[ @i < [ (@) d (10.2)

Démonstration. Chaque fonction vérifiant (S1) et (S2) peut étre écrite sous la forme f(x) =
s(z) + eh(x) ou € € IR et h(x) est de classe C? satisfaisant &

h(z;) =0 pour i=0,1,...,n. (10.3)
La condition (10.2) devient alors
b 2 b 2
[ @) de < [ (") + el (@) do
b

= /mb(s/'(:c))2 dx + 26/ s"(z)h" () dw + € /b(h"(:c))2 dx.

a a
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Si ’on fixe h(z), cette condition est satisfaite pour tout € (positive et négative) si et seulement si

b
/ s"(x)h" (x)dx =0 (10.4)
ce qui est équivalent a (apres une intégration par parties)
b
(o)W (z) || = / S () (z) dx = 0 (10.5)

L’hypothese (10.1) implique que la premiére expression de (10.5) est nulle. Comme s (z) est
constant sur (x;_1, x;), disons égal a «;, la deuxieme expression de (10.5) devient

h'(z)dr = iai(h(xi) — h(z;i—1)) =0

n

/ab s"(z)h (z) de = o /xl

i=1 Fi-1

par (10.3). Ainsi, (10.4) et par conséquent (10.2) aussi sont vérifiés. |

Le théoréeme précédent montre que les candidats a la solution de (S1)-(S3) sont des fonctions
de classe C? qui sont des polyndmes de degré 3 par morceaux.

Définition 10.2 (spline cubique) Soit a = ¢ < z1 < ... < x, = b une division de |a,b]. Une
fonction s : [a,b] — IR s’appelle spline (cubique) si elle est 2 fois continiiment différentiable et
si, sur chaque intervalle [x;_1,x;], elle est un polynome de degré 3.

Pour satisfaire la condition (10.1), on a plusieurs possibilités:
e spline naturel: on suppose que

s"(a) =0 et s"(b) = 0. (10.6)
e spline scellé: on suppose données les pentes aux extrémités
s'(a) = po et s'(b) = pn. (10.7)
e spline périodique: on suppose que
s'(a) = §'(b) et s"(a) = s"(b). (10.8)

Evidemment, pour le spline scellé, la condition (10.1) est seulement satisfaite si la fonction f(z)
vérifie aussi la condition (10.7). Alors, s(z) minimise I’intégrale de (S3) seulement dans la classe
de fonctions dont les pentes sont fixées aux extrémités. Pour le spline périodique, la situation est
analogue.

Le but suivant est de dériver une construction du spline vérifiant s(z;) = y; pouri = 0,1,...,n
et une des conditions (10.6)-(10.8).

Interpolation d’Hermite. Considérons un seul sous-
intervalle [x; 1, x;] et cherchons un polyndme s;(x)
de degré 3 vérifiant

si(Ti-1) = Yi-1, si(xi) = yi, (10.9)
S;(%—l) = Di—1, 5;(%) = Di-
La solution peut étre obtenue par la formule de Newton en remplacant les deux dernieres conditions
de (10.9) par s;(z;_1 +€) = y;_1 + €p;_1 et s;(x; — €) = y; — €p;, et en considérant la limite € — 0.
Les différences divisées correspondantes aux données (10.9) sont présentées dans le tableau 11.3
(h;—1 := x; — z;_1). En utilisant les valeurs encadrées pour la formule de Newton, on obtient

SZ(I') = Yi—1 + (SL’ — .’172;1) (S’y[l’l, l’l',l] (1010)

(z — zi-1) (% — )

2
hi—l

Ti—1 X

+

((pi — 0ylwi, i) (@ — xim1) + (Pim1 — 0y[xs, i) (2 — l’z))
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TAB. 11.3: Différences divisées pour I’interpolation d’Hermite

Ti-1 | Yi-1
Di—1
Ti—1 | |Yi-1 h;j1(5y[37i, Ti—1] — Di1)
Oy, xi—1] X hi 2 (pi + pic1 — 20y[wi, 1))
X Yi hi =y (pi — Oy, 25-1])
Di
X Yi
Construction du spline interpolant. Pour chaque choix de pentes pg, p1, ..., Pn, la fonction

s : la,b] — IR, définie par s(z) = s;(x) pour x € [z;_1, x;], satisfait &
a) s(x;) =y; pour i =0,1,...,n;
b) s(x) estde classe C' et §'(z;) = p; pouri=0,1,...,n;
¢) sur chaque intervalle [x;_1, z;], s(x) est un polyndme de degré 3.

Pour construire le spline interpolant, il reste a déterminer les pentes pg, p1, - - ., p, de maniere a ce
que s”(z) soit continue, c.-a-d.,

st (z;) = 874 (x5), i=1,...,n—1, (10.11)

et qu'une des conditions (10.6)-(10.8) soit satisfaite. En dérivant (10.10) deux fois, on obtient

2
s (x;) = 3 (2p; + pi—1 — 3 0y[xi, 1))
i—1

si(xi1) = 7 (pi + 2pi—1 — 30y[i, Ti1)).
i—1
La condition (10.11) devient alors (pouri=1,...,n — 1)
Pi—1 1 Pit1 Oylws, wi_a]  0y[wiyr, 14
i 2 — =3 . 10.12
o e G S ) (1012
Ceci donne n — 1 équations linéaires pour les n + 1 inconnues pg, p1, - - ., Pn. Les deux dernieres

conditions sont données par le type du spline. Par exemple, pour le spline scellé, les valeurs de pg
et p, sont explicitement données et le systeme linéaire ainsi obtenu s’écrit matriciellement

1 1 1
2(s + 1) i
1 Q(L 1 L) 1 D1 “
h1 h1 ha ho D2 Co
1 1 1 .. _
L 2(E+h_3) . po|=| (10.13)
) : :
’ hn72
Pn—1 Cp—1
hn172 2(}7/7}72 _'_ hnlfl)
A

avec dec ¢; donnés par (10.12). La matrice A est symétrique et tridiagonale.

Théoreme 10.3 Soit Ap = ¢ avec des c; satisfaisant |c;| <~y pour tout i. Alors,

Ipi| < gV ou h= max h;. (10.14)

1=0,...,n—1

En particulier, A est inversible (poser v = 0).



50 Interpolation et Approximation

Démonstration.  Soit p une solution de Ap = ¢ et choisissons I’indice ¢ de maniere a ce que
|pel > |p;| pour tout j. La ligne ¢ du systtme Ap = ¢ donne

1 1 _
+ ): Pe—1 Pe+1
he—1  hy

b2 e pe

et, en prenant sa valeur absolue, |py| - 2 - ( L4 h%) < |pel - ( LB h%) + 7, on en déduit

he_1 he_1

| < he - he_y < max(hyg, hy_1)
pe_thrhé_lW_ 9

)

_h
T=75

car hg + hg_l >2- min(hg, hg_l). O

Conclusion. Le spline scellé existe toujours et il est unique. La méme démonstration s’applique
aussi au spline naturel et au spline périodique.

La résolution du systeme linéaire (10.13) se fait par élimination. On élimine la variable p; dans
la ligne 2 a I’aide de la ligne 1, puis la variable p, dans la ligne 3 a 1’aide de la ligne 2, etc. On
obtient alors un systeme bidiagonal qui est facile a résoudre.

II.11 D’erreur du spline

Soient une fonction différentiable f : [a,b] — IR et une divisiona = 2o < 1 < ... < x, = b.
Considérons le spline s(x) satisfaisant (spline scell¢)

s(x;) = f(xy), i=0,1,...,n (8.1a)

s'(zo) = f'(w0), s'(xn) = ['(n). (8.1b)
Ce spline est donné par (10.10) ot les coefficients p; satisfont (10.12), py = f'(xo) et p, = f'(xn).
Le but est d’étudier I’erreur f(x) — s(x) pour z € [a, b)].

L’idée importante est de considérer (sur [z;_1,x;]) également le polyndme d’interpolation
d’Hermite ¢;(x), défini par

gi(ri1) = f(wia), qi(w;) = f(z:), gi(zio1) = f'(wi1), (i) = f'(2;). (AL1)

II est aussi donné par (10.10) si I’on remplace p; par f'(x;). On va estimer séparément les deux
termes dans la formule

f(@) = si(z) = (f(2) — q;(2)) + (@:(z) — si(2)). (11.2)
Théoréme 11.1 Soit f(x) de classe C* et q;(x) le polynome de degré 3 satisfaisant (11.1) (inter-
polation d’Hermite). Alors, pour x € [x;_1,;], ona
4

— a. hifl_ (4)
f(@) — @@ < 500 gmax [FHHE]: (11.3)

Démonstration. Sil’on calcule le polyndme d’interpolation de degré 3 passant par

(zi1, f(zi1)), (o1 + € f(wic1 +€)), (zi — € f(x: —€)), (i, f(x:))

avec la formule de Newton, on obtient pour ¢ — 0 exactement le polyndme ¢;(x) (voir le tab-
leau II.3 des différences divisées). L’erreur de ce polyndme peut étre majorée par (voir le para-
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graphe 11.2)
(4)
‘(l’ — xz;l)(x — X1 — 6)(;1} —x; + 6)(:13 _ l’z)‘ . ‘f 4'@)‘ .
Donc, pour € — 0,
1
(@) = ai(@)] < (z = @) (@ — i) - elriria] FARICII

Comme la fonction (x — x;_1)*(z — x;)? posséde son maximum au milieu de Uintervalle [z;_;, x;],
on obtient I’estimation (11.3). |

Pour estimer la deuxiéme expression de (11.2), nous soustrayons la formule (10.10) pour s;(z)
de la formule analogue pour ¢;(x) et nous obtenons

o) 5(0) = D EZI (7)< e i) + (o) - pioi)o ). (14

II nous faut encore une estimation de f'(x;) — p;.

Lemme 11.2 Soit f(z) de classe C* sur [a,b] et notons h = max; h; ot h; = x;41 — ;. Si les p;
satisfont (10.12), py = f'(xo) et p, = f'(xn),
3

h
[f(@) = pil < 55 - max |f@ (). (11.5)

Si la division est équidistante et si f € C°[a,b], alors
4

h
|f@) = pil < o5 max |fO) (). (11.6)

Démonstration. Voici les idées pour lecas équidistant. Les p; sont définis par (voir (10.12))

1 3

E(pi—l + 4p; +pz‘+1) - ﬁ(f(xi-i-l) - f(%'—l)) =0. (11.7)
Pour estimer la différence f'(x;) — p;, nous calculons le défaut qu’on obtient en remplagant p; par
f'(x;) dans (11.7):

%(f’(xm) +4f () + [ (wi41)) - %(f(xm) — f(wi1)) = di (11.8)

En utilisant la formule de Taylor (voir le cours d’ Analyse I) pour f(z; £ h) et f'(x;+h), on obtient
) N
— _ G) (. G) (g —
d;=h /O( - 3 (£ s + th) + fO (@ — th)) d.

Comme la fonction (1 — ¢)3/3! — 3(1 — t)*/4! ne change pas de signe sur [0, 1], ceci nous donne
I’estimation

|dz| < h3/01((1 ;!t)s _3 (1 _t)4)dt-2- max |f(5)(l‘)| )

4' $E[l‘i_1,$i+1}

=1/30

Notons d = (dy,...,d, 1)  ete = (e1,...,e,_1)T ot e; = f'(x;) — p;. En prenant la différence
entre (11.8) et (11.7), on obtient Ae = d ou A est la matrice de (10.13). Le théoréme 10.3 implique

4

h h
jeil < 5 max|dj] < o5 - max /()]

ce qu’il fallait démontrer. O



52 Interpolation et Approximation

Théoréme 11.3 (erreur du spline scellé) Soit [ : [a,b] — IR de classe C*, a = g < 11 < ... <
xn, = b une division arbitraire et s(x) le spline qui passe par (x;, f(x;)) pour i = 0,1,... . n et
qui satisfait s'(xo) = f'(xo) et s'(x,) = f'(x,). Alors, avec h; = ;1 — x; et h = max; h; on a

=t (4
£(0) = s@)] < gp B+ max 79O (11.9)

Si de plus la division est équidistante et si f € C°[a, D),

4 5

h h
— - . - . ()
/() = s(a)] < 5oz - max V()] + 55 - max [/O(6)] (11.10)

Démonstration. Considérons de nouveau le cas équidistant. Pour x € [z; 1, x;], nous estimons
séparément les deux termes dans (11.2). L’estimation du premier terme résulte de (11.3). Pour le
deuxieme terme, nous utilisons (11.4) et (11.6). Ceci donne

(z —xi1)(@; — @) ht h?

() — s; < P — f® < . (5)
() = su(o)] < om0 g w0
Exemple. Considérons encore une fois (voir les fig. I1.5 et I1.6) la fonction
fw) = — ro L (1.11)
r)=—"> su — .
1+ 2522 ’
et calculons le spline interpolant (scellé) pour la division équidistante z; = —1 + 2i/n, i =
0,1,...,n. Dans la fig.I1.20, les 4 dessins du haut montrent le spline s(x) pour n = 3, n = 9,

n = 27 et n = 81. La fonction f(z) est dessinée en pointillés. Les 4 dessins du bas montrent
les erreurs. Cette fois, la fonction h* - f)(x)/384 (h = 2/n) est inclue en pointillés (on a choisi
1’échelle sur 1’axe y de maniére a ce que h* - £ (0)/384 soit toujours au méme endroit). Pour des
petits h, quand le deuxieme terme de (11.10) est négligeable, on peut tres bien observer la validité
de I’estimation (11.10).

It n=3
IR
1 1
1 \
] \
| \\
// i \\
// A
// N
= L=
-5 5
n=3 100 n=9 n =27 n =81
i i 00
5/ I .0000
! O3 |
Il erreur il erreur il erreur ¥ erreur
] I
A ae |
L_-\/IFJE\/-_J A lll ". /A Ly ln' '\I po L 1
-5\il1/ 5 =5\ [/ 5T -5 5 -5 5
Vi Vi 1l
\/' ‘\/I \JI ‘\I

FI1G. 11.20: Spline interpolant (scellé) pour la fonction (11.11)
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I1.12 Exercices

1. Calculer le polyndme d’interpolation passant par les points
(070)7 (173)7 (37 1)7 (572)7 (872)7

en utilisant la formule de Newton.

2. Démontrer que la différence divisée 0" y[xo, x1, . . ., Z,] est une fonction symétrique; c.-a-d.

5ny[xa(0)’xa(1)a cee axa(n)] = 5ny[x0, Ty, ... aCUn]
pour toute permutation o de {0, 1,...,n}.

3. Nous savons que I’erreur pour I’interpolation linéaire de f aux points g, 1 est

f"(¢(x))

flx)—pz) = (x — zo)(x — xl)T, o < x < I1,

si f € C?[zg,z1). Déterminer la fonction ((z) explicitement dans le cas ot f(z) = 2, 29 = 1,
xr1 = 2, et trouver maxi<z<2 C(x) et minlga;gg C(.%')
4. On veut tabuler la fonction y = sin x aux points équidistants z; = jh, j > 0.

(a) Majorer I’erreur d’interpolation dans I’intervalle [x;, x;1] lorsqu’on fait passer un polyndme
de degré 3 par x; 1, T, Tit1, Tit2.

(b) Quel h peut-on prendre pour que cette erreur soit < 10~ pour tout i > 0?

5. (a) Montrer que la formule de quadrature

/\/—dww ch’f CRZCOS(W)

est exacte pour tout polyndme f(x) de degré < 2s — 1.
Indication. Vérifier (12.1) pour les polyndmes de Chebyshev Ty(x), ..., Tos—1(x).

(12.1)

(b) Effectuez le changement de variables © = cos(t) dans (12.1), a quelle formule de quadrature
se ramene t’on ?

6. Considérer la fonction f(x) = 23 sur I'intervalle [—1, 1].

(a) Déterminer p tel que la droite d(x) = px satisfait

Jax |f(z) — d(x)] — min.

(b) Pour quels z;, la droite trouvée peut étre interprétée comme un polynéme d’interpolation pour
f(x)?
(c) Y-a-t’il une relation avec les points de Chebyshev? Si oui, expliquer laquelle.
7. Pour un polyndme p(z) = ag + a1z + ... + apz™, I'algorithme de Horner permet de calculer
bo = p(xo) par:
bn = ap

b; = a; + xobiy1, t=n—1,...,1,0.

Notons ¢(z) = by + box + ... + bzt

a) Montrer que p(z) = by + (z — z¢)q(x) et que p'(xg) = q(x0).
b) Généraliser I’algorithme de Horner pour calculer p(zg) et p’(z¢) en méme temps.
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10.

11.
12.

13.

Interpolation et Approximation

Sur I'intervalle [—1, 1], on considére la fonction

3z —4
(22 —9)(522 — 8x +4)°

fz) =

Faire une représentation graphique de f(x) et calculer ses pdles. Utiliser la figure II.7 pour déterminer
approximativement ’intervalle maximal [«, 5] C [—1,1] o la suite des polynémes d’interpolations
(pour les divisions équidistantes x; = —1 + 2i/n) converge (quand n — c0).

Pour une division ¢ < z1 < ... < x, (n > 2), étudier la fonction

A@) =S J(a)] () =1 =) (12.2)

i=0 j (@i = wj)

a) Dessiner A(x) pour n = 2 en considérant la division {—1,0,1}.
b) Montrer que, sur I’intervalle [x;_1, z;], on a I’identité

N [T i< -1
Amfwﬂ“)‘égg&“* avec q—{(_DFj §is ) (12.3)

¢) Montrer que la fonction A(x) de (12.2) ne posséde qu’un seul maximum local sur chaque intervalle

[j-1, 5]
Indication. Etudier les extréma du polynéme (12.3).

Calculer les constantes de Lebesgue

A, = 12 , =1,2,3,...
= Sl
a) pour la division équidistante x, = —1 + 2k/n,
b) pour les points de Chebyshev x; = — cos((2k + 1)7/(2n + 2)).
Pour calculer le maximum de la fonction f(x) = > i |¢;i(x)| sur [xj_1, z;] utiliser la recherche de

Fibonacci.
Calculer a la main la transformée de Fourier discrete de la suite {0,1,2,3,0, -3, -2, —1}.

Pour une fonction continue f : [a,b] — IR et une formule de quadrature (b;,c;)5_; a poids b;
positifs, estimer la différence
I A — I Ay

ol I est le résultat pour la division A = {a =29 <21 <+ < x, = b} (sans tenir compte des
erreurs d’arrondi), et /A est le résultat obtenu en tenant compte des erreurs d’arrondi dans 1’évaluation
de f(x), c.-a-d. en remplacant f(z; + ¢;h;) par
Uij = f(z; + cihj)(1 +€ij), leijl < e
Justifier la condition (6.1) du paragraphe 1.6.
(a) Calculer les coefficients f (k) de la série de Fourier pour la fonction 27-périodique

dz/m  pour |z| < T,
o=
pour z = .

(b) Calculer la transformée de Fourier discréte pour {y;}i_, ot y, = f(27l/N), | =0,...,N
avec f, la fonction de I’exercice précédent.

(c) Vérifier le résultat obtenu dans I’exercice 11 pour N = 8.

(d) Estimer la différence |z, — fn (k).
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Pour deux suites N-périodiques ¥ et z, on définit la convolution y * z par

N-1
(W*2)k =Y k-2
j=0
Montrer que y * z est également N-périodique et que

IN(y*2)=Fny Fnz (12.4)

ou la multiplication dans (12.4) est effectuée élément par élément.

Démontrer 1’égalité de Parseval (1806) pour la transformée de Fourier discrete.
N-1 N-1
Nzl =0 el
k=0 k=0
Soit N un nombre pair et py(x) le polyndbme trigonométrique qui passe par (z¢,y,) pour ¢ =

0,1,..., N — 1 (voir la formule (9.1)). Montrer que

N-1

py(x) =D ye Sn(z — ) (12.5)
=0

sin(aN/2) cos(z/2)
N sin(z/2) "

Sn(z) = (12.6)

La fonction Sy (x) de (12.6) permet d’étudier I’influence des erreurs dans les y, sur le polyndme
trigonométrique interpolant. Montrer que Sy (z) est 2m-périodique et que pour tout z € [—, 7]

sin(xN/Q)‘ < 2

‘SN(QU)_ xN/2 | = 7N

Calculer la main le spline naturel (s”(z) = s”(x,,) = 0) qui passe par les points
(=3,0), (=2,0), (-1,0), (0,1), (1,0), (2,0), (3,0).

Dessiner les graphes (si possible avant les calculs!) de s(x), s'(z), s”(x), s ().
Indication. Pour des données symétriques par rapport x = 0, le spline naturel est une fonction paire.
Avec cette observation, on peut réduire la dimension du systeme des p;.

Pour la fonction 5

f(m):{x sizx >0

0 siz <0,

calculer les différences
Af(x), A*f(x), AP f(x), et B(z)=A"f(x)

ot Ag(z) :=g(z + 1) — g(x) et A%g := A(Ag), etc.

Montrer que B(x) est une fonction “spline” (appelée “B-spline”) a support compact, c.-a-d. qu’elle
est nulle en dehors d’un intervalle borné.

Calculer les valeurs de B(x) pour x entier et dessiner B(z).

(Spline périodique). Soient donnés (z;,y;) pour i = 0,1, ..., n avec y, = yo. Montrer I’existence et
"unicité d’un spline qui passe par tous les (z;, ;) et qui satisfait

§'(zn) = 8'(z0) , () = 8" (x0) .



56 Interpolation et Approximation

21. (Formule de Newton-Gregory). Soit f : [a,b] — IR une fonction différentiable et x; = a + ih, (avec
h = (b — a)/n) une division équidistante de [a, b]. Montrer que I’intégration du spline, défini par
s(x;) = f(x;) pouri = 0,1,...,n, s'(a) = f'(a) et s'(b) = f'(b), donne la formule de quadrature
suivante:

b 1 1 n? ,
/a f(@)dz ~ h<§f(l“0) + flz)+ ..+ f(zna) + §f(90n)) ~ Iz (f'(zn) = f'(z0)) -

Pourquoi cette formule est-elle exacte pour tout polyndme de degré 3?



Chapitre 111

Equations Différentielles Ordinaires

Ce chapitre est consacré a la résolution numérique d’un systeme d’équations différentielles ordi-

naires
yi :fl(tayla"'ayn)v yl(to) = Y10,

: 0.1
Un =Fn(ty1s-oum)s Yn(to) = Yno.
En notation vectorielle, ce systeme s’écrit

v =fty),  ylt)=uwo (0.2)

oty = (y1,...,yn) et f: R x IR" — IR". Voici quelques livres qui traitent de ce sujet.
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III.1 Quelques exemples typiques

Pour des équations différentielles d’un intérét pratique on trouve rarement la solution y(t) exprimée
avec une formule exacte. On est alors obligé d’utiliser des méthodes numériques.

Exemple 1.1 (modele de Lorenz) Une équation tres celebre est celle de Lorenz (1979)

Yi = —0oy1 + ol y1(0) = —8
Yy = —Y1Ys + 1YL — Y2 y2(0) =8 (1.1)
Y3 = Y12 — bys y3(0) =r—1

avec o = 10, r = 28 et b = 8/3. La solution est chaotique et ne devient jamais périodique. Voici
la composante y; (£) comme fonction de ¢ sur I’intervalle [0, 100].

MMWM L UMH UL mmwxw MU |
. WHWXWMNH HHWH IR IR IR

Les méthodes classiques comme les méthodes de Runge—Kutta (voir le paragraphe II1.2) ou
les méthodes multipas (paragraphe II1.5) nous permettent de trouver sans difficultés des bonnes
approximations.

La solution y(t) = (y1(t), y2(t), y3(t))" peut aussi étre interprétée comme une courbe para-
métrique dans ’espace IR® (avec paramétre t). Leurs projections sur le plan des composantes
(y1,y2) et (y1,ys) sont dessinées dans la figure III.1. L’intervalle d’intégration est [0, 25]. La
valeur initiale est marquée par un point noir épais.

Ys

N
(=]

|
-20 -10 0 10 20

FIG. III.1: Deux vues de la solution y(t) = (y1(t), y2(t), y3(t))” du probléme de Lorenz (1.1)
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When the equations represent the behaviour of a system containing a number of fast and slow
reactions, a forward integration of these equations becomes difficult. (H.H. Robertson 1966)

Exemple 1.2 (réactions chimiques) L’exemple suivant de Robertson (1966) est devenu célebre
comme équation test pour des études numériques (Willoughby 1974): la réaction chimique
A LN B (lente)
107
B+B 2% C+B  (tresrapide)
B+C X5 A+cC (rapide)

conduit au systeme d’équations différentielles raides

A yi = —0.0dy; + 10%ysys y1(0) =1
B : yh = 0.0dy; — 10%yy3 — 3 - 107y2 12(0) =0 (1.2)
C: yh = 3-107y3 y3(0) = 0.

Si on utilise une méthode classique (par exemple, la méthode de Runge—Kutta DOPRIS) on est
obligé de prendre des pas d’intégration tres petits pour obtenir une approximation correcte (voir
la figure III.2). Dans le paragraphe II1.9 nous étudierons des méthodes numériques adaptées a ce
type de problémes (dont un représentant est RADAUS). Elles donnent une grande précision avec
des grands pas d’intégration.

Y2 solution RADAUS: 14 steps, Tol= 102

0000367 " \

.000034+
solution DOPRIS: 345 steps, Tol= 102
D S 3 . _3
000037~ transient 337 steps, Tol= 10
‘ | | ‘ t |
0 1 2 3 4 5

F1G. II1.2: Solution numérique pour (1.2) obtenue par une méthode classique (DOPRIS) et par une
méthode pour des équations différentielles raides (RADAUS)

Exemple 1.3 (intégration a long terme du systéme planétaire) Comme dernier exemple, consi-
dérons le probleme a N corps qui est important aussi bien dans 1’astronomie (mouvement des
planetes) que dans la biologie moléculaire (mouvement des atomes). Les équations sont

g =G Y m (1.3)
j#i ||y] - yl”
oll y; € IR® est la position du iéme corps, m; sa masse, et G la constante gravitationnelle.
En introduisant la vitesse v; = y, comme nouvelle variable, on obtient un systéme d’équations
différentielles pour les y; et v; de dimension 6N ou V est le nombre des corps considérés.
Comme exemple concret, considérons le mouvement de cinq planetes extérieures autour du
soleil (N = 6 corps).! La figure I11.3 montre la différence entre une méthode classique (méthode
d’Euler explicite) et une méthode adaptée a ce probleme; voir le paragraphe II1.10 pour une expli-
cation.

'La constante G, les masses m; est les valeurs initiales pour les positions et vitesses sont données dans le para-
graphe 1.2.3 du livre Geometric Numerical Integration de Hairer, Lubich & Wanner (2002).
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explicit Euler, A~ = 10 symplectic Euler, 4 = 100

F1G. III.3: Solution numérique pour (1.3) obtenue par une méthode classique (méthode d’Euler
explicite) et par une méthode étudiée au paragraphe II1.10

Avant de discuter la résolution numérique des équations différentielles, nous rappelons un théo-
reme sur I’existence et I’unicité de la solution (pour une démonstration, voir le cours d’ Analyse II).

Théoreme 1.4 Soit f(t,y) une fonction continiment différentiable dans un voisinage de (to, yo ).
Alors, il existe o > 0 tel que le probleme y' = f(t,y), y(to) = yo posséde exactement une solution
sur Uintervalle (ty — o, to + ). O

III.2 Méthodes de Runge-Kutta

Pour calculer une approximation de la solution de

y = f(ty), y(to) = vo 2.1)

sur Iintervalle [to, T, on procéde comme suit: on subdivise [tg, 7| en sous-intervalles d’extrémités
to <t; <...<ty=T,ondénote h, = t,,1 — t, et on calcule I’approximation y,, =~ y(t,) par
une formule de type

Ynt1 = Yn + hn@(tn, Yy hn)- (2.2)

Une telle formule s’appelle “méthode a un pas”, car le calcul de ¥,,41 utilise uniquement les valeurs
hna tna Yn et non hn—la tn—la Yn—1,-- -

Méthode d’Euler (1768). La méthode la plus simple est

y1 = yo + hf(to, yo)

(pour simplifier la notation nous considérons uniquement
le premier pas (n = 0 dans (2.2)) et nous notons hy =
h). Elle est obtenue en remplagant la solution y(¢) par sa
tangente au point (¢, o). Le dessin a droite montre la
solution numérique pour le probleme

v =t*+y% y(—15)=—-14

et pour h = 1/4, h = 1/8, etc. On peut observer la con-
vergence vers une fonction qui, comme on verra dans le
paragraphe II1.3, est la solution du probleme.
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Pour la dérivation d’autres méthodes numériques, intégrons (2.1) de to aty + h

to+h
y(to+h) =yo + f(ry(r)) dr. (2.3)

to

Si ’on remplace I’intégrale de (2.3) par A f(to, 3o), on obtient la méthode d’Euler. L’idée évidente
est d’approcher cette intégrale par une formule de quadrature ayant un ordre plus élevé.

Méthode de Runge (1895). On prend la formule du point
milieu

yr

h h
y(to +h) =~ yo + hf<to + 5,?/(150 + 5))

et on remplace la valeur inconnue y(ty + h/2) par la méthode
d’Euler. Ceci nous donne

h h
Y1 =1%o + hf(to + 5+ Y0 + gf(to,yo))-

!
2t 1

Méthode de Heun (1900). On prend une formule de quadrature d’ordre 3

y(to +h) = yo + %(f(tm Yo) + 3f(to + %7 y(to + %))) (2.4)

et on remplace la valeur inconnue y (o + 2h/3) par I’approximation de la méthode de Runge. Ceci
nous donne

Y1 ="yYo+ %(f(tmyo) + 3f(t0 + %73/0 + %f(to + %,yo + gf(t(]ay()))))' (2.5)

En généralisant cette idée a une formule de quadrature plus générale et en introduisant la no-
tation k; = f(...) pour les expressions de f(¢,y) qui apparaissent, on est conduit a la définition
suivante (Kutta 1901).

Définition 2.1 Une méthode de Runge-Kutta a s étages est donnée par
k1= [f(to, %)
ko = f(to+ cah, yo + hag k1)
k3 = f(to + csh, yo + h(azik1 + asakz))

(2.6)
ks = f(tO + Csh7 Yo + h(aslkl +...+ a's,s—lk:s—l))
Y1 = Yo + h(bll{?l + ...+ bsks)
Ci | Q4
ol ¢;, a;;,b; sont des coefficients. On la représente a I’aide du schéma bj
Exemples. Les méthoded d’Euler, de Runge et de Heun sont données par les tableaux suivants:
0
0 1/311/3
0 1/2 1 1/2 2/31 0 2/3
1 ‘ 0 1 ‘ /4 0 3/4
Par la suite nous supposerons toujours que les ¢; satisfont
i—1
¢ =0, G=Y a; 1=2,...,5s. 2.7)
j=1

Ceci signifie que k; = f(to + c;h, y(to + c;h)) + O(h?). Nous étendons maintenant la notion de
I’ordre (voir la Définition 1.1.2 pour les formules de quadrature) aux méthodes de Runge-Kutta.
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Définition 2.2 On dit que la méthode (2.6) a ’ordre p si, pour chaque probleme y' = f(t,y),
y(to) = yo (avec f(t,y) suffisamment différentiable), I’erreur apres un pas satisfait

y1 — y(to + h) = O(hPT) pour h — 0. (2.8)
La différence (2.8) s’appelle erreur locale de la méthode.
La méthode d’Euler est une méthode d’ordre p = 1, car
y(to +h) = yo + hy/(to) + O(h*) = yo + hf(to, yo) + O(h*) = y1 + O(h?).

La méthode de Runge est basée sur la formule du point milieu qui est une formule de quadrature
d’ordre 2:
h h 3
y(to+h) =yo + hf(to + 5yt + 5)) +0(h%).

En remplagant y(to + h/2) par la valeur yo + (h/2) f(to, yo) de la méthode d’Euler, on ajoute un
terme d’erreur qui est de O(h3) grace au facteur h devant f. Ainsi, cette méthode a I’ordre p = 2.
De la méme maniere on voit que la méthode de Heun a I’ordre p = 3.

Pour construire des méthodes d’ordre plus élevé, il faut développer la solution exacte y(to + h)
et la solution numérique y; = y;(h) en série de Taylor autour de h = 0. Une comparaison des
coefficients de h’ pour i = 1,...,p donne des conditions pour les parameétres a;; et b;. L’idée
est simple, mais I’exécution de ce plan est loin d’étre triviale (8 conditions pour ’ordre p = 4,
200 pour p = 8 et 1205 pour p = 10). Mais c’est de cette maniere que Kutta (1901) a trouvé des
méthodes d’ordre 4. Les plus célebres sont données dans le tableau I11.1. Celle de gauche est basée
sur la formule de Simpson, 1’autre sur la formule de quadrature de Newton.

TAB. III.1: Méthodes de Kutta (1901)

0 0
1/2|1/2 /3| 1/3
/21 0 1/2 2/3|-1/3 1
1 0 0 1 1 1 -1 1
1/6 2/6 2/6 1/6 1/8 3/8 3/8 1/8
“La” méthode de Runge-Kutta regle 3/8

Les méthodes de Runge-Kutta, qui sont actuellement les plus utilisées, ont été construites au-
tour de 1980 par Dormand et Prince (Angleterre). Pour des méthodes d’ordre p = 5 avec s = 6 et
d’ordre p = 8 avec s = 12, des programmes informatiques DOPRIS et DOP853 sont disponibles
sur la page internet <http://www.unige.ch/~hairer>.

Expérience numérique. Considérons les cinq méthodes vues jusqu’a maintenant (Euler, Runge,
Heun et les deux méthodes du tableau III.1 de Kutta) et comparons leurs performances pour le
probléme (équation Van der Pol)

Y1 =12 y1(0) = 2.00861986087484313650940188
vo= 1=y —y  y2(0)=0.
La valeur initiale est choisie pour que la solution soit périodique de période

T = 6.6632868593231301896996820305.

2.9

Nous subdivisons I’intervalle [0, 7] en n parties équidistantes et appliquons n fois la méthode.
L’erreur a la fin de I’intervalle est alors dessinée en fonction du travail (nombre total d’évaluations
de f) dans la figure I11.4.
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- e Euler =erreur pour y, ... Buler
serreur poury;
10—3% \\\'“-..,_» 10_3%
N i
106, 105
100 % 10 % | . ‘fe
102 10 10 17 10° 10t

———————————— RK classique (tableau III.1, a gauche)
regle 3/8 de Kutta (tableau III.1, a droite)

FIG. III.4: Erreur globale en fonction du travail numérique

Comme dans la fig. 1.4 (intégration numérique), on peut constater que log,,(err) dépend liné-
airement de log,,(fe) et que cette droite est de pente —p, ol p est ’ordre de la méthode. Il est donc
important d’utiliser des méthodes d’ordre élevé.

III.3 Convergence des méthodes de Runge-Kutta

Dans la figure I11.4, on a constaté que pour un calcul avec des pas constants, ’erreur globale
se comporte comme log,,(err) ~ Cy — p - log,,(fe), ce qui est équivalent a err ~ C,(fe)™? ~
Csh?. Ceci montre que la solution numérique converge vers la solution exacte si h — 0. Dans ce
paragraphe, nous allons démontrer ce résultat.

Nous appliquons une méthode a un pas

a une équation différentielle ' = f(t,y), y(to) = yo, et nous cherchons a estimer I’ erreur globale
y(tn) = Yn-

Théoreme 3.1 Soit y(t) la solutionde y' = f(t,y), y(to) = yo sur [to, T|. Supposons que

a) Uerreur locale satisfasse pourt € [to, T] et h < hyax

ly(t + h) —y(t) — h®(t,y(t), h)|| < C - BP*H (3.2)

b) la fonction ®(t,y, h) satisfasse une condition de Lipschitz
19(t,y,h) — O(t, 2, h)|| < A-[ly — 2| (3.3)
pour h < hyayx et (t,y), (t, z) dans un voisinage de la solution.

Alors, lerreur globale admet pour t,, < T ’estimation
p C A(tn*to)
ly(ta) = yall < 07 - (e —1) (3.4)

o h = max; h;, sous la condition que h soit suffisamment petit.
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y(tn)
solution exacte E, =e,

Yo B

méthode de Runge-Kutta

to t1 ty 13 . t,=T
F1G. II1.5: Estimation de I’erreur globale

Démonstration. L’idée est d’étudier 'influence de I’erreur locale, commise au i*™M€ pas, sur
I’approximation vy,,. Ensuite, on va additionner les erreurs accumulées.

Propagation de I'erreur. Soient {y,} et {z,} deux solutions numériques obtenues par (3.1) avec
pour valeurs initiales y, et 2y, respectivement. En utilisant la condition de Lipschitz (3.3), leur
différence peut étre estimée comme

g1 = 2nsall < Ny = zall + hadllyn = 2zull = (14 had) o = 2all < €Ay = 20l 3.5)

Récursivement, on obtient alors

g — 2l < el ehnmeho ity — 2| = ATy — ).
et I’erreur propagée L; (voir la figure II1.5) satistfait
B3| < e les]| < ORPL M), (3.6)

Accumulation des erreurs propagées. L’inégalité du triangle et 1’estimation (3.6) nous donnent

y(ta) — yall < SO NE|| < €AY ernmt) GAltn—t)

i=1 i=1

< Chp<h eAin=tt) hn_QeMtn—l’H) + hn_l)

tn

< Ch / A=) dr = Cpp—_Altn=) t
Ch? ! A K to 1 to .. ln—1 tn'

— A(tn—to) _

= (e 0 1).

Cette estimation montre que, pour h suffisamment petit, la solution numérique ne sort pas du
voisinage ou ¢ satisfait a une condition de Lipschitz. Ceci justifie les estimations dans (3.5). O

Supposons maintenant que (3.1) représente une méthode de Runge-Kutta et vérifions les hy-
potheses du théoreme précédent. La condition (3.2) est satisfaite pour une méthode d’ordre p (par
définition de I’ordre). Il reste a vérifier la condition de Lipschitz (3.3) pour la fonction

d(t,y, h Z biki(y (3.7)

ou kz(y) f(t+czh y+h2j 1az] (y)) :
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Lemme 3.2 Si f(t,y) satisfait une condition de Lipschitz || f(t,y) — f(t,2)|| < L|ly — z|| dans
un voisinage de la solution de y' = f(t,y), U'expression ®(t,y, h) de (3.7) vérifie (3.3) avec

A = LS 101l + (hanaxL) 3 bt + (hanae L) 3 [biaizased + ... (3.8)

i % 6.5,k
Démonstration. La condition de Lipschitz pour f(t,y) appliquée a k;(y) — k;(2) nous donne

1k (y) — k1 (2) | = I f (8. y) — f(E,2)] < Llly — 2]
[k2(y) = k2(2)|| < Llly — 2 + hag (k1 (y) — k1(2))]| < L(1 + hmaxLlan )|y — z|]

etc. Ces estimations insérées dans

[B(t, y, h) = (¢, 2, h)|| < Z i - [[Fi(y) — k(2]

i=1

impliquent (3.3) avec A donné par (3.8). O

III.4 Un programme a pas variables

Pour résoudre un probleme réaliste, un calcul a pas constants est en général inefficace. Mais com-
ment choisir la division? L’idée est de choisir les pas afin que I’erreur locale soit partout environ
égale a Tol (fourni par I’utilisateur). A cette fin, il faut connaitre une estimation de 1’erreur locale.
Inspiré par le programme TEGRAL pour I'intégration numérique (voir le paragraphe 1.6), nous
construisons une deuxieéme méthode de Runge-Kutta avec y; comme approximation numérique, et
nous utilisons la différence 7j; — y; comme estimation de I’erreur locale du moins bon résultat.

Méthode emboitée. Soit donnée une méthode d’ordre p a s étages (coefficients ¢;, a;;,b;). On
cherche une approximation g; d’ordre p < p qui utilise les mémes évaluations de f, c.-a-d.,

U1 = yo + h(biky + ... + bok,)

ou les k; sont donnés par la méthode (2.6). Pour avoir plus de liberté, on ajoute souvent un terme
avec f(z1,y1), qu’il faut en tous cas calculer pour le pas suivant, et on cherche 7; de la forme

U1 :y0+h<glk1+~~~+/Z;sk:s+/68+1f(xlayl))' 4.1)

Exemple. Pour la méthode de Runge, basée sur la régle du point milieu, on peut prendre la
méthode d’Euler comme méthode emboitée. L’expression err = h(ky — k1) est donc une approxi-
mation de I’erreur locale (pour la méthode d’Euler).

Pour une méthode générale, il faut développer les k; et f(x1,y;) en série de Taylor et comparer
avec la solution exacte. Comme les ¢; et les a;; sont déja connus, on obtient un systeme linéaire
pour le b.

En faisant ce calcul pour la méthode “régle 3/8” (ordre p = 4, tableau III.1), les coefficients
d’une méthode emboitée avec p = 3 sont

Cc C

bi=bi—o  h=b+: b=bk-S h=b-: b=: @42

[=>) e

et avec ¢ = 1 on obtient donc
err = %(—k’l + 3]{?2 - 3]{33 - 3]{34 + 4f(l‘1, yl)) (43)

comme estimation de 1’erreur locale.
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Calcul du h “optimal”. Si I’on applique la méthode avec une certaine valeur h, I’estimation de
I’erreur satisfait (p < p)

yi—T1 = (1 — ylto + h)) + (y(to + h) — 1) = O(RPTH) + O ~ C - WPFL. (4.4)

Le h “optimal”, noté par hopt, est celui ol cette estimation est proche de Tol:

Tol = C'- h!. 4.5)

En éliminant C' de (4.4) et de (4.5), on obtient

p+1)  Tol
hopt = 0.9 - h- " [——— (4.6)
lyr — 71l

Le facteur 0.9 est ajouté pour rendre le programme plus siir. En général on supose en plus une
restriction du type 0.2 < hopt < 5h pour €viter des grandes variations dans .
Pour la norme dans (4.6) on utilise en général

Y Gy — U2 N _
ly1 — ull = \l - ;(T) o sc; =1+ max(|yiol, [ya]) 4.7)

(Y0, Yi1, Ji1 est la 1°™M€ composante de v, y1, 71, respectivement). Ceci représente un mélange
entre erreur relative et erreur absolue.

accepted step sizes

— 1n1t}a1 h‘

FIG. IIL.6: Sélection du pas, Tol = 10™%, 96 pas acceptés + 32 pas rejetés
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Algorithme pour la sélection automatique du pas. Au début, I'utilisateur fournit un sous-
programme qui calcule la valeur de f(¢,y), les valeurs initiales ¢y, yo et un premier choix de h.
A) Avec h, calculer yy, err = ||y; — 71| et hopt de (4.6).
B) If err <Tol (lepasestaccepté) then
to:=to+h, yo:=y, h:=min(hopt,teng — to)
else (le pas est rejeté)
h:= hopt
end if
C) Si ty = tepq On a terminé, sinon on recommence en (A) et on calcule le pas suivant.

Exemple numérique. Cet algorithme a été programmé (en utilisant la “régle 3/8” et I’estimation
de I’erreur (4.3)) et il a été appliqué au probleme (une réaction chimique, le “Brusselator”)

vi=14ylyo—4yr  w(0)=15
Ys = 3y1 — Yiyo y2(0) = 3

sur I'intervalle [0, 20]. Les résultats obtenus avec Tol = 10~ sont présentés dans la figure 1116 :

(4.8)

1) en haut, les deux composantes de la solution avec tous les pas acceptés;

ii) au milieu les pas; les pas acceptés étant reliés, les pas rejetés étant indiqués par x;

iii) les dessin du bas montre I’estimation de I’erreur locale err, ainsi que les valeurs exactes de
I’erreur locale et de I’erreur globale.

III.5 Méthodes multipas (multistep methods)

Déja longtemps avant la parution des premieres méthodes de Runge-Kutta, J.C. Adams a résolu
numériquement des équations différentielles (1855, publié dans un livre de Bashforth 1883). Son
idée était d’utiliser I’information de plusieurs pas précédents (en particulier ¥, Yn_1,- - - Yn—k+1)
pour obtenir une approximation précise de y(t,1). C’est la raison pour laquelle ces méthodes
s’appellent aujourd’hui méthodes multipas (contrairement aux méthodes a un pas).

Méthodes d’Adams explicites.  Soit donnée une division tqg < ... < t, < t,41 < ... de
I'intervalle sur lequel on cherche a résoudre 1’équation différentielle y' = f(¢,y) et supposons
qu’on connaisse des approximations ¥, Y,_1, - - -, Yn—k+1 de la solution pour k pas consécutifs
(y; ~ y(t;)). Comme pour la dérivation des méthodes de Runge-Kutta, on integre 1’équation
différentielle pour obtenir

tnt1

Y(tni1) = y(tn) + f(ry())dr. (5.1)

n

Mais, au lieu d’appliquer une formule de quadrature standard a I’intégrale de (5.1), on remplace
f(t,y(t)) par le polyndme p(t) de degré k& — 1 qui satisfait (on utilise I’abréviation f; = f(¢;,;))

p(t;) = f;
pour

j=nn—1....n—k+1

L’approximation de y (¢, 1) est alors définie par

tn—k—l—l cee tn—l tn tn—i—l

tn+1

Ynt1 = Yn + p(T)dr. (5.2)

tn
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Si ’on représente le polyndme p(t) par la formule de Newton (voir le paragraphe I1.1)

k—1 j—1 ‘
p(t) =S (TI(t = tass)) - O Fltustus, - tasy] (5.3)
j=0 =0
la méthode (5.2) devient
T

n

k—1
Yn+1 = Yn + Z(/
j=0 "t

Cas équidistant. Dans la situation ¢; = ¢, + jh les différences divisées peuvent étre écrites sous
la forme

[Tt = tai)dt) - & fltntu 1, tas). (5.4)
=0

Vif,
jlhi
ou V=0 Vin=fo— [t Vi =V(VL) = fu—2fn_1+ [na,...sontles différences
finies régressives (a distinguer des différences finies progressives Af,, = f,+1 — fn). La formule
(5.4) devient alors (poser t = t,, + sh)

 fltnyto1, .-y tng] = (5.5)

k—1
Yns1 =Yn + 0 Y 7V fa (5.6)

J=0

1 Lis+j—1
1 : d:/ ds. 5.7
Vi j!/o g}(z+s) S 0< ; S (5.7

Les premiers coefficients 7; sont donnés dans le tableau II1.2.

TAB. II1.2: Coefficients pour les méthodes d’ Adams explicites

ilo 1 2 3 4 5 6 7 8
[, 1 5 3 251 95 19087 5257 1070017
g 2 12 8 720 288 60480 17280 3628800

Des cas particuliers sont:
k=1: Ynt1 = Yn + hfp (méthode d’Euler)
3 1
k=2: Yn+1 :yn+h(§fn_ §fnfl)
23 16 )
k=3: Yn+1 —yn"i_h(ﬁfn_ﬁfnfl"i_ﬁfan)
59 59 37 9
k=4: Yn+1 —yn"i_h(ﬂfn_ﬂfnfl"i_ﬂfan_ﬂfnfii)-

Si I’on veut appliquer cette méthode (par exemple avec £ = 3) a la résolution de 3/ = f(t,y),
y(to) = yo, il faut connaitre trois approximations initiales yg, 3, et y». Ensuite, on peut utiliser la
formule récursivement pour calculer y3, 14, etc. Adams a calculé la série de Taylor de la solution
exacte (autour de la valeur initiale) pour déterminer les approximations initiales qui manquent.
Evidemment, on peut aussi les obtenir par une méthode a un pas.

Remarque. Dans la construction de la méthode (5.4), on a utilisé le polyndme d’interpolation p(t)
en-dehors de intervalle [t,,_x.1,t,]. On sait bien (voir le chapitre II) que ceci peut provoquer de
grandes erreurs. La modification suivante est aussi due a J.C. Adams (1855).
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Méthodes d’Adams implicites.  L’idée est de considérer le polyndme p*(t) de degré k qui
satisfasse

p*(t;) = f; pour j=n+1lnn—1....n—k+1 (5.8)
(attention: f,, 11 = f(tn+1,Yns1) est encore inconnu) et de définir I’approximation numérique par
tn+1
Yn+1 = Yn + . p*<7—) dr. (59)
Comme précédemment, la formule de Newton donne
kg1 ‘
p'() =D (T = taiv)) - & Fltnststus s tnj] (5.10)
j=0i=0

et la méthode devient

yn+1—yn+z /

n

tn+1 ‘7 1

— ln—it1) dt) & fltnststn, s tuejual. (5.11)
Pour le cas équidistant, on a

k
Ynt1 = Yn + 0 Y7V frin (5.12)

ou les coefficients +; sont donnés par (voir tableau III.3)

1ot 1(s+j—2
P L _14+5)d :/ ds. 5.13
7 il Jo E)(Z +5) S O< ] S ( )

TAB. II1.3: Coefficients pour les méthodes d’ Adams implicites

ilo 1 2 3 4 5 6 7 8
Sy L 1 119 3 83 275 33953
73 2 12 24 720 160 60480 24192 3628800

Des cas particuliers sont:
E=0: Ynt1 = Un + Pfu1r = Yn + Af (tngr, Ynt1)
k=1: Yn+1 :yn_'_h(%frwrl_'_%fn)
k=2:  Yo1=Un+ h(ifm + ﬁfn - %fn_l)
k=3: Ynt1 :?/n+h( fn+1+ fn 4fn—1+2—14fn—2)-

Chacune de ces formules représente une équation non 11nea1re pour y,, 11, de la forme

Yn+1 = Tin + hﬁf(tn-f-l) yn-i-l) (514)

(par exemple, pour k = 2ona g =5/12etn, = y, + h(8f, — fn_1)/12). On peut résoudre ce
systeme par les méthodes du chapitre VI (méthode de Newton) ou simplement par la méthode des
approximations successives.

Méthodes prédicteur-correcteur. La solution de (5.14) est elle-méme seulement une approx-
imation de y(¢,.1). Ainsi, il n’est pas important de résoudre (5.14) a une trés grande précision.
L’idée est de calculer une premiere approximation par une méthode explicite et de corriger cette
valeur (une ou plusieurs fois) par la formule (5.14). Avec cet algorithme, un pas de la méthode
prend la forme suivante:
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P: on calcule le prédicteur 4,1 =y, +h Z?;& v,V f,, par la méthode d’ Adams explicite; J,+1
est déja une approximation de y(,11);

E: evaluation de la fonction: on calcule fyi1 = f(tni1, Jni1);

C: T’approximation corrigée est alors donnée par y,,.1 = 7, + hf fnﬂ;

E: calculer f,11 = f(tne1, Ynt1)-
Cette procédure, qu’on dénote PECE, est la plus utilisée. D’autres possibilités sont: de faire

plusieurs itérations, par exemple PECECE, ou d’omettre la derniere évaluation de f (c.-a-d. PEC)
et de prendre f,, 1 a la place de f,, 1 pour le pas suivant.

Méthodes BDF (backward differentiation formulas). Au lieu de travailler avec un polynéme
qui passe par les f;, on considere le polyndme ¢(¢) de degré k, défini par

N\ — s t
a(t;) = y; 9(t) Y- v Uni
pour Yn—k+1
j=n+1n,....n—k+1
et on détermine ¥, de facon telle que bn—kt1 - - b1 tp laa
q/<tn+1> = f(tn+17 Q(thrl))' (515)
Comme dans (5.10), la formule de Newton donne
ko g1 ‘
q(t) = S (TI(t = ta-isn)) - 07yltnststus - tnmjisa]- (5.16)
§=0 " i=0

Chaque terme de cette somme contient le facteur (¢ — ¢,,11). Alors, on calcule facilement ¢/(t,,,1)
et on obtient

kgl |
Z( 1T Ensn — tn7i+1)) SO Yltngr b, - taejr] = f(fngt, Ynsr)- (5.17)

j=1 i=1

Pour le cas équidistant, cette formule devient (utiliser (5.5))

k
1 .
> EijnH = hfns1. (5.18)
7j=1

Des cas particuliers sont:

E=1: yn+1_yn:hfn+1

3 1
k=2: §yn+1 — 2yp + §yn—1 = hfni
11 3 1
k=3: gynJrl - 3yn + §yn71 - gyn72 = h'fnJrl
k=4 By 4+ 3Ynt — oo+ ~yns = h
- . EynJrl Yn Yn—1 gyn72 Zynf?; - n+1

De nouveau, chaque formule définit implicitement I’approximation numérique v, 1 (les méthodes
BDF sont trés importantes pour la résolution de problemes dits “raides”, voir le paragraphe I11.9).

Expérience numérique. Pour plusieurs valeurs de k, nous avons appliqué la méthode d’ Adams
explicite (en pointillés dans la figure II1.7, £ = 1,2, 3, 4) ainsi que la méthode d’ Adams implicite
(sous la forme PECE, trait continu, £ = 0, 1,2, 3, 4) au probleme (2.9). Comme dans la figure 111.4,
le travail numérique est dessiné en fonction de I’erreur globale a la fin de I’intervalle.
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TPy AT

% eur pour 4, \“V\\—\k =0
10 TTU=T 100
D e k=1 A
10_6% 10'6%
109, 109,
Tt | L1 \\‘ | \\‘ I
107 108 10 17 108 10

FIG. III.7: Erreur globale par rapport au travail numérique

On constate que cette erreur se comporte comme h* pour les méthodes explicites et comme
h¥+1 pour les méthodes implicites. Pour pouvoir expliquer ce comportement, nous allons étudier
I’erreur locale (ordre), la stabilité et la convergence des méthodes multipas.

II.6 Etude de I’erreur locale

Toutes les méthodes du paragraphe précédent sont de la forme
k k
Z%ynﬂ‘ = hZBifnJri (6.1
=0 =0

ol o # 0 et |ag| + |Bo] > 0. Une méthode est explicite si 5, = 0, sinon elle est implicite.

Définition 6.1 Soit y(t) une solution de y' = f(t,y)
et soit Y, la valeur obtenue par la méthode (6.1) en y(t)

utilisant y; = y(t;) pouri =n, ..., n+k—1 (valeurs W
sur la solution exacte, voir la figure). Alors, Yntk
erreur locale = y(t,1r) — Ynik-

On dit que la méthode (6.1) a ’ordre p si l'erreur L e S
locale est O(hP*).

Théoreéme 6.2 Une méthode multipas a I’ordre p, si et seulement si ses coefficients satisfont

k k k
Z a; =0 et Z a1! = q Zﬁiiq_l pour q=1,...,p. (6.2)
i=0 =0 i=0

Démonstration. Le développement en série de Taylor du défaut de (6.1) donne

k k ha
S aiy(t+ih) —hd> By (t+ih) =Y dyy' (1) Pl (6.3)
i=0 i=0 >0 :

ot dg =Y, et dy =3 i — ¢ >, B9, Comme y; = y(t;) pouri =n,...,n+k — 1 dans
la définition 6.1, on a f; = f(t;,y(t;)) = y/(t;) pouri = n,...,n+ k — 1, et en soustrayant la
formule (6.1) de (6.3) on obtient

ha
Qg (y<tn+k‘) - yn+k) — hpy (f(thrkH Y(tnir) — fEnir ynJrk)) = Z dg y(q) (tn) —

>0 q!

et la condition que Ierreur locale soit O(h?*!) devientdy = dy = ... =d, = 0. m]
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Exemple (méthode d’ Adams explicite a k pas). Pour ¢ < k, considérons 1’équation différentielle
y' = qt?! avec comme solution y(t) = t9. Dans cette situation, le polyndme p(t) de (5.2) est égal
a f(t,y(t)) et la méthode d’ Adams explicite donne le résultat exact, c.-a-d. le défaut (6.3) est zéro.
Ceci implique d, = 0. Ainsi, I’ordre de cette méthode est > £ (on peut en fait montrer qu’il est
égal a k).

De la méme maniere, on montre que la méthode d’ Adams implicite a 'ordre p = k + 1 et la
méthode BDF I’ordre p = k.

II1.7 Stabilité

La structure simple des conditions d’ordre pour les méthodes multipas (voir (6.2)) permet de con-
struire des méthodes avec un ordre maximal. Mais, ces méthodes sont-elles utiles?

Exemple (Dahlquist 1956). Posons k = 2 et construisons une méthode explicite (52 = 0; normal-
isation ary = 1) avec un ordre maximal. Les conditions (6.2) avec p = 3 nous donnent la méthode
d’ordre 3 suivante

Yn+2 + 4Ynt1 — OYn = h(4fn+1 + 2fn) (7.1)

Une application a 1’équation différentielle y' = y, y(0) = 1 donne la formule de récurrence
Ynr2 +4(1 = h)ynt1 — (5 + 2h)y, = 0. (7.2)
Pour résoudre (7.2), nous insérons y,, = (" et obtenons 1’équation caractéristique
CP4+4(1—h)—(5+2h) =0 (7.3)
avec comme solution ¢; = 1+ + O(h?), ¢ = =5 + O(h). La solution de (7.2) est alors
Yn = C1(1" + Ca(y (7.4)

otl les constantes C et Cy sont déterminées par yo = 1 et y; = € (on a choisi la valeur y; sur la
solution exacte). Pour n grand, le terme Cy(} =~ Co(—5)™ est dominant et on n’a aucun espoir que
la solution numérique converge vers la solution exacte e” (figure II1.8).

0 5 10
F1G. II1.8: Instabilité de la méthode (7.1)

La raison de la divergence de la solution numérique dans 1’exemple précédent est que le
polynéme

k
p(¢) =" a;(’ (7.5)
=0

possede une racine qui est plus grande que 1 en valeur absolue.
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Pour trouver une condition nécessaire pour la convergence, considérons le probleme 3’ = 0
avec des valeurs initiales yg, y1, . . ., Y1 perturbées. La solution numérique y,, satisfait

QkYntk + -+ QYn = 0 (76)

et est donnée par une combinaison linéaire de

C e si ¢ est une racine simple de p(¢) = 0,
C",nC™ si ¢ est une racine double de p({) = 0,
¢ondn, L ntie si ¢ est une racine de multiplicité /.

Pour que la solution numérique reste bornée, il faut que les conditions de la définition suivante
soient remplies.

Définition 7.1 Une méthode multipas est stable, si les racines du polynome p(C) satisfont
i) sip(¢) =0alors|C| <1,
ii) si p(C) = 0 et || = 1 alors C est une racine simple de p(C).

Pour les méthodes d’ Adams, on a

p(¢) = ¢ H¢ —1). (7.7)

Elles sont donc stables. Les méthodes BDF sont stables seulement pour k£ < 6 (voir les exercices
17 et 18).

Remarque. Donnons encore sans démonstration un résultat intéressant qui s’appelle “la premiere
barriere de Dahlquist”. Pour une méthode stable, I’ordre p satisfait p < k + 2 (si k est pair),
p < k + 1 (si k est impair) et p < k (si la méthode est explicite).

III.8 Convergence des méthodes multipas

Pour I’étude de la convergence des méthodes multipas, nous nous contentons du cas équidistant,
le cas général étant trop technique.

Théoreme 8.1 Supposons que les k valeurs de départ satisfassent ||y(t;) — y;|| < Coh? pour
1=0,1,...,k — 1. Si la méthode multipas (6.1) est d’ordre p et stable, alors elle est convergente
d’ordre p, c.-a-d. que I’erreur globale satisfait

ly(tn) — ynl|| < CHP pour  x, —xo = nh < Const. (8.1)

Démonstration.  Le point essentiel de la démonstration est le suivant: on écrit formellement
la méthode multipas (6.1) sous la forme d’une méthode a un pas et on applique les idées de la
démonstration du paragraphe II1.3.

Formulation comme une méthode a un pas. Avec oy, = 1, la méthode multipas (6.1) devient

k—1

Yn+k = — Z QiYn+i + h\Ij(tna Yns -« -5 Yntk—1, h) (82)
=0

Pour une méthode explicite (55 = 0), I’expression ¥ est donné par

k—1
\I](tna Yns -« Yntk—1, h) = Z BL]C(thrZ? yn+i)7
=0
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sinon elle est définie implicitement. Considérons maintenant les super-vecteurs
— T
Y, = (ynJrkfla <o Ynt s yn>

et écrivons la méthode (8.2) sous la forme

Vi1 = AY, + hd(t,, Yy, h) ol (8.3)
— 1 —f_9 e —Q — O \I/(t, Y, h)
1 0 . 0 0 0
A= 1 0 et  B(tY,h) = 0 (8.4)
1 0 0

(si les y; étaient déja des vecteurs, il faudrait remplacer A dans (8.3) par A ® I, etc; cependant
nous n’utiliserons pas cette notation jugée trop lourde).

Erreur locale. Considérons des valeurs y,,, . .., y,+r_1 sSur la solution exacte, notons

Y@”) = <y<tn+k71>7 coe 7y<tn+1>7 y<tn>>T (85)
et appliquons une fois la méthode multipas. Ceci donne

Vi1 = AY () + h®(ta, Y (L), ).

La premiere composante de ?nﬂ — Y (t,41) est exactement I’erreur locale (définition 6.1), tandis
que les autres composantes sont égales a zéro. Comme la méthode a 1’ordre p par hypothese, nous
avons

Hffnﬂ — Y (t,)| < C1pPH! pour tni1 —to = (n+ 1)h < Const. (8.6)

Propagation de I’erreur (stabilité). Considérons une deuxieme solution numérique, définie par
Zni1 = AZ, + h®(t,, Z,, h)

et estimons la différence Y, ;1 — Z,,+1. Pour les méthodes d’Adams, on a

Yn+k — Zn+k Yn+k—1 — Zntk—1 \I/(tn, Yn7 h) — \I/(tn, Zn, h)
Yn+k—1 — Zntk—1 _ Yn+k—1 — Zntk—1 “h 0
Yn+1 — Zn+1 Yn+1 — Zn+1 O
Y (tn)
E,=e,

to L ta  t3 t, =T

F1G. I11.9: Estimation de I’erreur globale pour des méthodes multipas
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En utilisant la norme infinie et une condition de Lipschitz pour W (qui est une conséquence de celle
de f(t,y)), on obtient
1Yos1 = Zngal| < (L4 hA)[Y, — Za]|- (8.7)

Pour une méthode générale, on est obligé de choisir une autre norme pour arriver a (8.7). La
stabilit¢ de la méthode implique que ceci est possible (voir Hairer, Ngrsett & Wanner (1993),
paragraphe I11.4).

Accumulation des erreurs propagées. Cette partie de la démonstration est exactement la méme que

pour les méthodes a un pas (voir le paragraphe II1.3 et la figure I11.9). Au lieu de (3.2) et (3.5), on
utilise (8.6) et (8.7). O

II1.9 Equations différentielles raides (stiff)

The most pragmatical opinion is also historically the first one (Curtiss & Hirschfelder 1952):
stiff equations are equations where certain implicit methods, in particular BDF, perform better,
usually tremendously better, than explicit ones. (Hairer & Wanner 1991)

L’exemple 1.2 d’une équation différentielle, modélisant une réaction chimique, a montré qu’une
méthode de Runge—Kutta explicite est obligée de prendre des pas d’intégration tres petits pour
obtenir une approximation acceptable. Une caractéristique de cette équation différentielle est que
la solution cherchée est tres lisse et les autres solutions s’approchent rapidement de celle-ci.

Pour mieux comprendre le phénomene de 1’exemple 1.2, considérons le probleme plus simple

ey = —y + cost, D<ex 1 9.1)

qui possede les mémes caractéristiques (voir la figure I111.10).

Solution exacte. L’équation différentielle (9.1) est linéaire inhomogene. Cherchons une solution
particuliere de la forme y(t) = Acost + Bsint. En introduisant cette fonction dans (9.1)

—cAsint +eBcost = —Acost — Bsint + cost,

une comparaison des coefficients donne A = 1/(1 + £2) et B = /(1 + £%). Comme la solution
générale de (9.1) est la somme de la solution générale de 1’équation homogene et d’une solution
particuliere, nous obtenons

y(t) = e 50 + cost + esint + O(e?). (9.2)

TTTTTTIITITTTTITTT] TTTTTTTTTTTTTTIT] [TTTTTITTTTITTT]
ﬁl{> explicit Eulerh= 1.95/50 impl. midpointh= 0.25 implicit Eulerh= 0.5

il e\ h

% .o"“"o‘.l. 7’}5&
7 Iy

! i ! !
0 1 ' o 1 0 1
F1G. II1.10: Solutions exactes et numériques pour le probleme (9.1) de Curtiss & Hirschfelder, € = 1/50.
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Solution numérique (Euler explicite). La méthode d’Euler explicite y,11 = yn + hf(tn, Yn)s
appliquée au probleme (9.1) avec des pas constants, donne avec t,, = nh

h h
Y = (1= 2)yn + 2 costy. 9.3)

Ceci est une équation aux différences finies qui est linéaire et inhomogene. La solution est obtenue
comme pour une équation différentielle. On cherche d’abord une solution particuliere de la forme
Yn = Acost, + Bsint,. On I'introduit dans (9.3) et, en utilisant ¢, ; = t,, + h et les théoremes
d’addition pour sin(t,, + h) et cos(t,, + h), on obtient ainsi
A(cos t, - cosh —sint, - sin h) + B(sin t, - cos h + cost,, - sin h)
= (1 - ﬁ) (Acostn + Bsintn) + h COS ty,.
g 3
En comparant les coefficients de cost, et sint,, on obtient deux équations linéaires pour A et B

dont la solution est A = 1 + O(he) et B = ¢ + O(h%). En ajoutant la solution générale de
I’équation homogene a la solution particuliere, on obtient (dessin a gauche de la figure I11.10)

Yp = (1 — g)nC + cost, + esint, + O(he). (9.4)

On voit que la solution numérique y,, est proche de la solution exacte seulement si |1 —h/e| <1,
c.-a-d. si h < 2e. Si € est trés petit (par exemple £ = 107%) une telle restriction est inacceptable.

Solution numérique (Euler implicite). Pour la méthode d’Euler implicite, le méme calcul donne

h h
(14 2)9n1 = v+ T cOStran, 9.5)
dont la solution peut étre écrite sous la forme
Yn = (1 + g)_nC’ + cost, + esint, + O(he). (9.6)

Cette fois-ci nous n’avons pas de restriction sur la longueur du pas, car |(1 + h/e)~!| < 1 pour
tout A > 0. Le dessin a droite de la figure II1.10 illustre bien la bonne approximation méme si h
est tres grand.

Le calcul précédent a montré que ce n’est pas la solution particuliere qui pose des difficultés a

la méthode explicite, mais c’est I’approximation de la solution de 1’équation homogene ¢y’ = —y.
Nous considérons donc le probléme un peu plus général
Y =y (9.7)

comme équation de test (Dahlquist 1963). Sa solution exacte est y(t) = eMC et elle reste bornée
pour ¢ > 0 si RA < 0. La solution numérique d’une méthode de Runge—Kutta ou d’une méthode
multipas, appliquée avec des pas constants au probleme (9.7), ne dépend que du produit hA. Il est
alors intéressant d’étudier pour quelle valeur de A\ la solution numérique reste bornée.

Définition 9.1 (A-stabilité) Considérons une méthode dont la solution numérique {y, }n>o pour
I’équation de test (9.7) est une fonction de z = h\. Alors, I’ensemble

S:={z¢€ C; {yn}tn>o estbornée} (9.8)
s appelle domaine de stabilité de la méthode. On dit que la méthode est A-stable si
SO>C ot ¢ ={z€ C; Rz <0}

Pour la méthode d’Euler explicite le domaine de stabilité est S = {z; |1 + z| < 1}, le disque
de rayon 1 et de centre —1. Pour la méthode d’Euler implicite il est S = {z; |1 — z| > 1},
I’extérieur du disque de rayon 1 et de centre +1. Seulement la méthode implicite est A-stable.



Equations Différentielles Ordinaires 77

[ mﬁ. :

¥

F1G. II1.11: Domaines de stabilité pour les méthodes de Runge—Kutta avec s étages et d’ordre p = s

Domaine de stabilité des méthodes a un pas. Pour une méthode de Runge—Kautta, la solution
numérique est de la forme y,, 11 = R(hA)y,, ot la fonction R(z) s’appelle fonction de stabilité
(voir I’exercice 2). Le domaine de stabilité est alors

S={z; [R(z)] <1}.

Si la méthode explicite a s étages (définition 2.1) a I’ordre p = s, R(z) est le polyndome de degré
s obtenu par troncature de la série e* = 1+ 2z + 5 122 + ... . Les domaines de stabilité pour ces
méthodes d’ordre 1 jusqu’a 4 sont dessinés dans la figure HI.l 1. Comme R(z) est un polyndme,
S est borné et la condition de stabilité hA € S impose une restriction sévere a h. Ces méthodes ne
sont donc pas recommandées pour la résolution des équations différentielles raides.

Domaine de stabilité des méthodes multipas. Si I’on applique une méthode multipas (6.1) au
probleéme (9.7), on obtient I’équation aux différences finies

k
Z h)‘ﬁj Yn+j = 0. (99)

La solution numérique est une combinaison linéaire de (;(h\)", j = 1,...,k, ou (;(z) est un zéro
du polyndme caractéristique (en supposant que les zéros soient distincts)

k k
p(Q)—20(¢) =0,  p(Q)=> ¢/, o(Q)=> B¢ (9.10)
j=0 j=0

Le domaine de stabilité .S d’'une méthode multipas est alors I’ensemble des z € (), tel que toutes
les racines de (9.10) sont majorées par 1. Pour étudier et dessiner 9, il est plus simple de considérer
le bord 05, car (par continuité de (;(z))

z €08 = p(e®) — zo(e”) =0 pourunf € [0, 27).

1l suffit alors de dessiner la courbe 6 — p(e'?) /o (e?) (la “root locus curve”) qui sépare I’ensemble
S du reste. Pour savoir, quelle composante connexe appartient a S, il suffit de le vérifier pour un
seul point.

Les méthodes d’ Adams explicites et implicites (a I’exception de la méthode d’Euler implicite
et de la regle du trapeze) ont toutes un domaine de stabilité borné et petit. Ces méthodes ne sont
donc pas utilisables pour des problemes raides. Pour les méthods BDF, par contre, le domaine de
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5 10 15 5 10 15 20 25

F1G. II1.12: Domaines de stabilité pour les méthodes BDF a k pas.

stabilité contient une grande partie du demi-plan gauche (voir la figure II1.12). La méthode BDF
avec k = 2 (ordre p = 2) est méme A-stable. Ceci est une conséquence du fait que la “root locus

curve” A A 3 . A
y = p(eze)/a(eze) — 5 o 26—@6 + 56_229

satisfait 3 .
Rz = 5~ 2cosf + 500329 = (1 —cosf)* > 0.

Les méthodes BDF sont beaucoup utilisées pour résoudre des équations différentielles raides
méme si elles sont A-stables seulement pour £ < 2 (voir la figure II1.12). La célebre barriére
de Dahlquist (1963) dit que I’ordre d’une méthode multipas A-stable ne peut pas étre plus grand
que 2. Ce résultat négatif a motivé la recherche d’autres méthodes d’intégration qui permettent de
combiner A-stabilité avec un ordre élevé.

Méthodes de Runge—Kutta implicites (Radau IIA)

Comme pour la dérivation des méthodes de Runge—Kutta explicites, nous partons de la formule
intégrée (2.3) de I’équation différentielle. Nous appliquons une formule de quadrature avec ¢, = 1
ayant I’ordre maximal 2s — 1 (formules de Radau, a comparer avec les exercices 1.10 et 1.16). Par
exemple, pour s = 2 on a

y(to + h) = y(te) + %(3]‘(750 + g y(to + g)) + £ (to+ hoy(to + h))) +O(Y.  9.11)

Pour approximer la valeur y(to + h/3), nous intégrons I’équation différentielle de ¢, a ¢, + h/3 et
nous appliquons une formule de quadrature qui utilise les mémes évaluations de f que dans (9.11):

h h h h
y(to +3) = y(to) + E(5f(to + 5 y(to + g)) -~ f(to + h, y(to + h))) +O(RY).  (9.12)
En supprimant les termes du reste et en notant k; et ky les deux évaluations de f, nous arrivons a
h h
ko= f(to+ 5.0+ 155k — ko))
h
ko = [(to+hyyo+ 5 (3k1 + ko)) 9.13)
h
yo= yo+ 5 (3ki + k)
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TAB. III.4: Coefficients c;, a;; et b; pour les méthodes Radau IIA avec s = 2 et s = 3, ordre p = 25 — 1

4 -6 88 — 76 296 — 169v6  —2+ 36
10 360 1800 225
115 -1 446 | 296 +169v6 88 +7v6  —2-3V6
3112 12 10 1800 360 225
1K . 16 — /6 16+ /6 1
4 4 36 36 9
3 1 16 — V6 16 + 6 1
4 4 36 36 9

qui est une méthode de Runge—Kutta comme dans la définition 2.1, mais ou la matrice (a;;) n’est
plus triangulaire inférieure (voir aussi le tableau I11.4). Les deux premieres équations de (9.13) con-
stituent un systeéme non linéaire pour k; et ko, qu’il faut résoudre avec les techniques du chapitre VI
(méthode de Newton simplifiée).

Lemme 9.2 La méthode (9.13) a l’ordre 3 et elle est A-stable.

Démonstration. L’ ordre 3 est une conséquence des formules (9.11) et (9.12). I suffit que la
formule (9.12) soit d’ordre 2 car le terme correspondant dans (9.11) est mulitplié par h.
A-stabilité. Si1’on applique la méthode a ¢y’ = Ay, on obtient avec z = h\

hky = zyo + %(wﬁ — hki),  hky = zyo + Z(3hk1 + hky).
On résoud ce systeme linéaire pour hk; et hk,, et on introduit la solution dans la troisiéme formule
de (9.13). Ceci donne y; = R(z)yo avec comme fonction de stabilité
P(z) 1+2/3
Q(z) 1—-2z/3+22/6

R(z) = (9.14)
Sur I’axe imaginaire, on a
N2 SN2 y*\2 4 o vy 1 4
Q)P = |Py)P = (1-%) +5¢v° - (1+%) = 54" 2 0.
Ceci implique |Q(iy)| > |P(iy)| et aussi |R(iy)| < 1. Les singularités de R(z) (les zéros de
Q(z)) sont 215 = 2 4 i1/2 dans le demi-plan droit. Donc R(z) est analytique dans le demi-plan
gauche et, par le principe du maximum, R(z) est majoré par 1 pour &z < 0. O

Cette contruction peut étre généralisée pour obtenir des méthodes de Runge-Kutta implicites
qui sont A-stables et d’ordre 2s — 1. Elles s’appellent méthodes Radau ITA et sont, comme les
méthodes BDF, souvent employées pour résoudre des équations différentielles raides. La méthode
RADAUS, utilisée pour le calcul de la figure II1.2, est celle avec s = 3 et ordre p = 5. Les
coefficients de la méthode (9.13) et de celle avec s = 3 sont données dans le tableau 111.4.

Remarque. Apres la publication remarquable de Dahlquist en 1963, la recherche sur la résolution
des équations différentielles raides a rapidement pris une place importante en analyse numérique.
Des nouvelles méthodes d’intégration, des nouvelles théories (par exemple, étoiles d’ordre) et des
programmes informatiques performants ont été dévelopé. Plus de détails peuvent €tre trouvés dans
le livre “Solving Ordinary Differential Equations II. Stiff and Differential-Algebraic Problems”
par Hairer & Wanner (1996).

Beaucoup plus récente est 1’étude sur les propriétés géométriques des intégrateurs numériques.
Ca sera le contenu du paragraphe suivant. Le livre “Geometric Numerical Integration” par Hairer,
Lubich & Wanner (2002) est consacré a ce sujet.
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II1.10 Intégration géométrique

On cherche des méthodes d’intégration pour des problemes similaires a I’exemple 1.3 qui donnent
des bonnes approximations pour un calcul a long terme. Avec ¢; a la place de y; et avec p; = m;q.
I’équation différentielle (1.3) peut étre écrite sous la forme (systeme Hamiltonien)

p =-VU(q), ¢ =VT(p), (10.1)

o T(p) = £, m;'pl'p; est I'énergie cinétique et U(q) = —G X io;mim;/|lai — g;]| est
I’énergie potentielle du systeme. Pour simplifier la présentation, nous supposons par la suite que p
et ¢ sont des fonctions scalaires (par conséquent, VU (¢) = U’'(q) et VT'(p) = T'(p)).

Un exemple typique et intéressant est I’équation du pendule mathématique
ol I’énergie cinétique est T'(p) = p?/2, 1’énergie potentielle U(q) = — cosgq
et I’énergie totale

1
H(p,q) = 5p° — cosq.

Le systeme (10.1) posséde deux propriétés tres intéressantes:

Conservation de I’énergie. Un calcul direct montre que 1’énergie totale H(p,q) = T'(p) +U(q)
reste constante le long des solutions de (10.1); figure III.13 (gauche). Ceci découle du fait que

S Hp(0), (1) = TGO + U a0)a' (1) = 0.

§

M\J/ 1 % soﬂ/gA
SN /%/ r\v“‘\ >\ /(

)

F1G. II1.13: Conservation de 1’énergie (gauche) et symplecticité (droite) du flot pour 1’équation du pendule.

Symplecticité (préservation de I’aire). Nous utilisons la notation ;(py, q0) = (p(t),q(t))"
pour le flot de I’équation différentielle (10.1) et nous allons démontrer que, pour un sous-ensemble
A de I’espace (p, q), I’aire de A reste invariante par rapport a I’application ¢, c.-a-d.

aire(p;(A)) = aire(A) pour tout ¢ (10.2)

(voir la figure I11.13, droite). Comme aire(A) = [[, d(po, q) et>

aire(¢p;(A //%(A (p,q // <8S0t Po: o >‘d Do, Go);

p07 (JO
?La formule de changement de variables pour les intégrales doubles peut étre trouvée dans le livre “Analyse au fil
de I’histoire” de Hairer & Wanner a la page 338.
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il suffit de démontrer que le déterminant de la matrice Jacobienne de ¢, est égal a 1 en valeur
absolue. En dérivant I’équation différentielle (10.1) par rapport a la valeur initiale py, on obtient
9p'(t) dq(t) 9q'(t) Ip(t)

m = —U"(q(t)) o0 s =T"(p(1)) oy

Une différentiation par rapport a gy donne des formules analogues. En changeant 1’ordre de la
différentiation, on en déduit que

d I¢i(po, qo)\ _ d (9p(t) Oq(t)  Ip(t) Oq(t)
Edet( d(po; Q) > a dt( Opo  Oqo dq0  Opo >

=...=0.

Il suit de ©o(po, go) = (po, qo)” que le déterminant de la Jacobienne de (o, vaut 1. Par conséquent,
il vaut 1 pour tout ¢, ce qui démontre (10.2).

Dans une simulation numérique d’un systeme (10.1) on aimerait que les propriétés géomé-
triques du flot exact soient préservées aussi bien que possible. Regardons ce qui se passe avec
des méthodes classiques. Les figures II1.14 et III.15 montrent le résultat pour la méthode d’Euler
explicite et pour la méthode d’Euler implicite. Pour la premiere, la solution numérique tourne
vers I’extérieur, I’énergie augmente et 1’aire d’un ensemble croit. Pour la méthode implicite, c’est
exactement I’inverse. Aucune de ces deux méthodes donne une approximation de la solution qui
est qualitativement acceptable.

Méthode d’Euler symplectique. Nous traitons une équation de (10.1) par la méthode d’Euler

explicite et I’autre par la méthode implicite. Ceci donne

Prn+1 = Pn — hVU(qn) ou Pny1 = Pn — hVU(Qn—H)

(10.3)
dn+1 = Qqn + th(pn-f—l) gn+1 = Qn + hVT(pn)

La variante (A) est la méthode de gauche, la variante (B) celle de droite.

—

U

~ Euler symplectique (B

F1G. II1.14: Tlustration du flot numérique pour I’équation du pendule, h = 7 /4.
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Les deux méthodes sont parfaitement explicites. Pour la premiere on calcule d’abord p,, . et
ensuite ¢, 1; pour la deuxieme dans I’ordre inverse. La figure I1I.14 montre une nette amélioration
pour ce qui concerne la conservation de 1’aire.

Lemme 10.1 Si ® : (pn, qn) = (Pni1,Gnr1) représente une des méthodes de (10.3), alors Py,
préserve l'aire, c.-a-d. aire(Pj,(A)) = aire(A). On dit que cette méthode est symplectique.

Démonstration. Nous partageons le membre droit du systeme (10.1) comme

=0 = VU
b et 7 (9) (10.4)
q¢ = VT(p) ¢ =0.

Les deux systemes peuvent étre résolus de maniere exacte. Leurs solutions sont

p(t) = po ot p(t) = po —tVU(qo)

q(t) = qo +tVT(po) q(t) = qo.

Les flots QOET) et gogU) des deux systemes (10.4) préservent I’aire car ils sont les deux sous la forme

(10.1). L’affirmation du lemme est alors une conséquence du fait que les deux méthodes (10.3)
@) , (1) (T) , ,(U)
]

explicite implicite symplectique (A) symplectique (B)

FI1G. III.15: Solution numérique de différentes méthodes d’Euler appliquées a 1’oscillateur harmonique
(10.5) avec h = 0.15. La valeur initiale est le grand point noir.

On voit par des exemples tres simples qu’on n’a pas de conservation de I’ énergie totale, ni pour
les méthodes classiques (Euler explicite ou implicite) ni pour la méthode d’Euler symplectique.
L’expérience de la figure III.15 montre la solution numérique pour I’ oscillateur harmonique qui
est un systéme linéaire p’ = —¢q, ¢’ = p posseédant

H(p,q) = 5 (0" + ¢*) (10.5)

comme énergie totale. Seulement les deux variantes de la méthode d’Euler symplectique donnent
une solution numérique qui reste proche du cercle H(p,q) = Const (solution exacte).

Lemme 10.2 Pour l’oscillateur harmonique (10.5), la solution numérique (p,,, q,) de la méthode
d’Euler symplectique reste sur une courbe fermée (I’ellipse p* + q*> & hpq = Const) pour tout n.

Démonstration. Considérons, par exemple, la premiere méthode dans (10.3) et appliquons-la a
I’oscillateur harmonique (10.5). On obtient ainsi

o)) =G )G 109
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Une multiplication par (p,1, ¢,+1) donne la premiére égalité de

pi+1 + %21+1 — hpp1G@ns1 = Png1Pn + Gui1Gn — MPng1Gn = pi + QTQL — hpnqn.

et une multiplication par (p,, ¢,) la deuxieme. On en déduit que p? + ¢> — hp,q, = Const, ce
qui signifie que la solution numérique (p,,, ¢,) reste sur une ellipse pour tout 7. O

La méthode d’Euler symplectique est malheureusement seulement une méthode d’ordre p = 1.
Peut-on trouver des méthodes avec un ordre plus élevé qui possedent le méme comportement
concernant la conservation de 1’aire et de 1’énergie totale? Voici une méthode d’ordre deux qui est
la plus importante dans le contexte de I’intégration géométrique. Elle est beaucoup utilisée dans
des simulations en dynamique moléculaire et elle est la base pour plusieurs généralisations.

La méthode “Stormer-Verlet”. Pour introduire plus de symétrie dans la discrétisation, nous
considérons la composition d’un demi-pas d’une des variantes de la méthode d’Euler symplectique
avec un demi-pas de 1’autre. Ceci conduit a

h h
Pny1/2 = Pn — EVU(Qn) Qn+1/2 = dn + EVT(pn)
Qn+1 = Gn + th(pn—i—l/Q) ou Pn+1 = Pn — hVU(Qn—i—l/Z) (107)
h h
Pnt+1 = DPnt1/2 — §VU((]n+1) Gn+1 = Gnt1/2 + §VT<pn+1>-

De nouveau on appelle variante (A) la méthode a gauche et variante (B) celle de droite.

Lemme 10.3 Les deux variantes (10.7) de la méthode “Stormer—Verlet” sont symplectiques, c.-a-
d., considérées comme application (py, ¢,) — (Pni1, ni1) elles préservent laire.

Pour loscillateur harmonique (10.5), leur solution numérique (py, q,) reste sur une courbe
fermée (Uellipse p* + (1 — h?/4)q* = Const) pour tout n.

Démonstration.  Avec la notation de la démonstration du lemme 10.1, nous observons que la
variante (A) correspond a I’application gogg o ¢2T) o @2% et la variante (B) a gog"/g o gpglU) ) @2%
Comme les flots des deux systemes (10.4) préservent I’aire, c¢’est vrai aussi pour la composition.

Pour le probleme p’ = —q, ¢’ = p, la variante (A) de (10.7) devient

<pn+1> B 1—h?/2 —h+h3/4 <pn> (108)
= ) : :
QH+1 h 1 — h, /2 qu

Un calcul direct montre que p2,; + (1 — h*/4)¢2, = p2 + (1 — h?/4)¢2. m

Méthodes de “splitting”. Sil’on a besoin d’une trés grande précision, 1’ordre deux de la méthode
“Stormer—Verlet” ne suffit pas. Une idée élégante pour obtenir des méthodes avec un ordre élevé
est de considérer (p, 11, ¢ni1) = Pn(pn, ¢n) , ou Py, est une composition de flots (comme dans la
démonstration du lemme 10.1)

o, = ‘Pl(;) o gpggn) o 4,05(3;)_1 0...0 @élzj) o gpl()lT) o go((fl]). (10.9)
Pour m = 1 et a; = b; = 1 on obtient la variante (B) de la méthode d’Euler symplectique; pour
m=2,a =1/2,b =1,ay =1/2, by = 0 on obtient une des méthodes Stormer—Verlet. De cette
maniere on peut construire des méthodes avec un ordre arbitrairement grand et pour lesquelles les
affirmations du lemme 10.3 restent vraies.
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I11.11 Exercices

1. Trouver une méthode numérique pour le probleme ' = f(t,y), y(to) = yo dans I'esprit de celle de
Runge (voir le paragraphe II1.2), mais basée sur la régle du trapeze.

2. Appliquer la méthode d’Euler, de Runge et de Heun au probléeme
y' = Ay, y(0) =1y (1L.1)
Montrer que la solution numérique est donnée par
yn = R(hA)"yo,
et calculer R(hA) pour les trois méthodes.
3. Ecrire I’équation différentielle
2 +2=0, 2(0)=1, Z(0) =1,

sous la forme (11.1). Calculer la solution exacte et la solution numérique avec la méthode de Runge
sur [0, 1] avec h = 1/2.

4. Montrer que I’ordre d’une méthode de Runge-Kutta explicite ne peut pas étre plus grand que le
nombre d’étages, c.-a-d. p < s.
Indication. Appliquer la méthode a ' = y, y(0) = 1 et observer que y; est un polyndme en h de

degré s.

5. Donner la famille a un parametre des méthodes de RK explicites, d’ordre p = 2 a s = 2 étages (avec
comme parametre libre cp). Etudier le comportement de la solution numérique pour cette famille
quand c3 — 0.

6. Pour le probleme de Van der Pol

= Yo, y1(0)
= (L—9)y2 — w1, Y2(0)

Y

2,
Y 1/2,

calculer le terme dominant de I’erreur locale (i.e. le coefficient du terme A”*1) pour la méthode de
Runge d’ordre 2.

/
1
/
2

7. Calculer I’erreur locale d’une méthode de Runge-Kutta pour I’équation différentielle
yll = g;rfl yl(O) =0
vo=2"""y1 (0)=0
avec 7 et g des entiers positifs. En déduire la condition

s i—1
1
E bicq_l E aijc’f_l = — ), r+q<p
i=1 ' j=1 g r(qg+7)

pour une méthode d’ordre p.

8. (Runge 1905). Considérons une méthode de Runge-Kutta a s étages avec 'ordre p = s < 4 et
supposons que tous les coefficients a;; et b; soient non-négatifs. Montrer que la constante de Lipschitz
A de ®(z,y, h) (voir le lemme du paragraphe II1.3) satisfait

(1+hA) < et

ou L est la constante de Lipschitz pour la fonction f(x,y). En déduire que ’estimation (3.4) reste
vraie si I’on remplace A par L.
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9. Soit err; une estimation de I’erreur au ¢-eéme pas et définissons ¢; par
err; = @; - hj.

Si on a fait le calcul jusqu’au n-éme pas, c.-a-d., si on connait les valeurs de h; et err; pour ¢ < n, il
faut trouver une valeur raisonable pour /i, 1.
(a) L’hypothese p,,+1 = ¢, nous conduit a la formule courante du cours.

(b) (Gustafsson 1992). Montrer que I'hypothese Alnp, = Alnp,_1 (c.-a-d., ¢ni1/pn =
©n/¥n—1) nous conduit a la formule

h =09.-—1n1
n+1 hnfl

h? < Tol erry,_1 > 1/r

ETrTp ETrTy

10. (“Dense output”). Soit {y,, } la solution numérique obtenue par une méthode de Runge-Kutta d’ordre
4 (avec des pas constants). Pour un = € (2, Z,,+1), nous considérons le polyndme u(x) de degré 3
qui satisfait

u(xn) = Yn, ul(xn) = f(xn, yn)a u(anrl) = Yn+1, u,(anrl) = f(anrl, yn+1)
(interpolation d’Hermite, voir I1.7). Montrer que, pour tout « € (2, Z+1), 0n a

u(z) - y(z) = O(h*).
11. Montrer que la formule de Milne

Yn+l = Yn—1 + g(fn—l—l +4fn + fn—l)

est une méthode multipas d’ordre 4 qui est stable. Expliquer pourquoi ses coefficients sont les mémes
que pour la formule de quadrature de Simpson.

12. Calculer la solution générale de
Yn+3 — 5yn+2 + Syn—i—l — 4y, =0,
puis donner une formule pour la solution particuliere qui satisfait yo = —1,y;3 = 0, yo = 4.

13. (a) Appliquer la méthode d’ Adams explicite
3 1
i1 = Y+ (5 = 51

avec h = 1/8 au probleme 3’ = 2, y(0) = 1, y(1/2) =?
Pour y; utiliser la valeur obtenue par la méthode d’Euler explicite.

(b) Appliquer la méthode d’Euler explicite au méme probleme, également avec h = 1/8.
(c) Comparer les deux résultats numériques avec la solution exacte y(1/2) = 2.
14. En utilisant le théoréme binomial généralisé (Analyse I), montrer que pour les coefficients «y; des
méthodes d’ Adams explicites, la fonction génératrice G(t) := 3272 ;1 devient
G(t) = —t/((1 ) log(1 — 1)).
En déduire la formule

1 1
Ym + SYm-1 + ZVm-2 + .. + %0 =1 1

2 3 m+1
Calculer a I’aide de (1) les y; pour j = 1,2, 3, 4.

Indication. Utiliser I'égalité (**/71) = (=1)7 (7).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Vérifier que la méthode BDF a k pas est d’ordre p = k.
Quel est le polyndme o(¢) de la méthode d’ Adams explicite a k pas?
Montrer que le polynéme p(¢) de la méthode BDF a k pas est donné par
k1 .
p(Q) = Zl ey
j=

En utilisant la transformation ( = 1/(1 — z), montrer que la méthode est stable si toutes les racines
de

koqo
p(z) =) jzj (11.2)

sont en dehors du disque |z — 1| < 1; elle est instable si au moins une racine de (11.2) se trouve dans
ce disque.

Remarque. Le polyndme (11.2) est une somme partielle de la série pour — log(1 — z).

En calculant numériquement les racines du polyndme (11.2), montrer que la méthode BDF est stable
pour 1 < k < 6, mais instable pour k = 7.

Une méthode multipas est dite symétrique si

Qp—i = —ay, Pr—i=P0, pouri=0,1,... k.
Démontrer que I’ordre (maximal) d’une méthode symétrique est toujours pair.
Soit o(¢) un polynéme quelconque de degré k satisfaisant o(1) = 0 et (1)’ # 0.

(a) Montrer qu’il existe une unique méthode multipas implicite d’ordre p = £+ 1 dont le polyndéme
caractéristique est o(().

(b) Montrer qu’il existe une unique méthode multipas explicite d’ordre p = k dont le polynme

caractéristique est o(().

Le polynme caractéristique
o(Q) = ¢3¢~ ),

définit les méthodes de Nystrom ou de Milne-Simpson. Calculer pour £ = 2 la méthode explicite et
implicite a I’aide de I’exercice précédent.



Chapitre 1V

Systemes d’Equations Linéaires

Considérons un systeme d’équations linéaires (a;;, b; donnés)

111 + a19T9 + ... + A1y = bl

2171 + Q22X + ... + QopnTy = bg

0.1)

Ap1T1 + Ap2To + ... + AppTpy = bn
et cherchons sa solution z1, . . ., z,. Trés souvent, il est commode d’utiliser la notation matricielle
Axr =b. 0.2)

Rappelons que le systeme (0.2) posseéde une solution unique si et seulement si det A # 0.
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IV.1 Elimination de Gauss

L’élimination dite “de Gauss” a été pratiquée pendant des siecles sans grand tam-tam, notamment
par Newton et par Lagrange (en 1781 dans ses calculs astronomiques). Toutefois, Gauss ayant le
souci de prouver I’existence des solutions pour son principium nostrum des moindres carrés (voir
notices historiques du cours d’Algebre Linéaire, p. 17) décrit I’algorithme explicitement :

Soit donné le systeme (0.1) et supposons que det A # 0. Si a;; # 0, on peut éliminer la
variable x; dans les équations 2 a n a ’aide de 1’équation 1, c.-a-d., on calcule
a; .
0y = 2 pour i=2,...,n (1.1)
an
et on remplace la ligne 7 par
lignei — {;; = ligne 1.
De cette maniere, on obtient le systeme équivalent

agll):cl + a%)@ +...+ a&)xn = bgl)

(1) 1 (1)
29 L2 2 2 (12)
D+ ...+ ala, — b
ou (1) (1)
o) =ay, ) = ay— baay
1/ 1j j J 1513 pour i=2,...,n (1.3)

oY = b, b = by — Ll
(si aj; = 0, on échange la premiere ligne de (0.1) avec une autre ligne pour arriver a a;; # 0; ceci
est toujours possible car det A # 0).

Le systeme (1.2) contient un sous-systeme de dimension n — 1 sur lequel on peut répéter
la procédure pour éliminer x, dans les équations 3 a n. On multiplie la ligne 2 de (1.2) par
lio = ag) / a%) et on la soustrait de la ligne ¢. Apres n — 1 étapes

(A,b) — (AW pMy — (AP p®) — o (APTD pmDy = (R, ¢)
on obtient un systeme triangulaire
1121 + 71229 + ... + TpTy = C1

T9oXo + ...+ Tondlyp = Co

(1.4)
TnnTn = Cp,
qui se résoud facilement par “back substitution”
Ty = Cn/Ton, ;= (¢; — Z TiiT;)/Tii pour i=n-—1,... 1. (1.5)
j=i+1
Théoreéme 1.1 Soit det A # 0. L’élimination de Gauss donne
PA=LR (1.6)
ou P est une matrice de permutation et
1 1 Tz ... Tip
12 1 r N
L= . : R= R B (1.7)
gnl Ce gn,nfl 1 T'nn

La formule (1.6) s’appelle décomposition LR (left - right) de la matrice A.
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Remarque. Les colonnes et les lignes d’une matrice de permutation P sont des vecteurs unité. On
a det P = £1. Un exemple est

0 1 0 ligne 1 ligne 2
P=11 0 0], P ligne2 | = | ligne 1
0 0 1 ligne 3 ligne 3

Démonstration. Supposons que toutes les permutations nécessaires soient déja faites avant que
I’on commence 1’élimination des variables (par abus de notation, nous écrivons A au lieu de PA
dans cette démonstration). En utilisant les matrices

1 1
—ly 1 0 1
L=tz 0 1 , Ly=|0 —l3 1 y e (1.8)
—lyy 0 ... 0 1 0 —lp ... 0 1

le premier pas de I’élimination de Gauss correspond a une multiplication de A avec L, le deuxieme
avec Lo, etc.,

[A= A(l), Ly AWM = A L, (A®=2 = A-1) — R,

3 .. 3

Par conséquent,
R=(Ly1Lpo-...-L1)-A e A= (Ly1Lypo-...-L1)""-R.

Il reste 2 montrer que la matrice L de (1.7) est égale & (L,, 1Ly, o ... - Ll)_l. Pour ceci, nous
appliquons la méme procédure a la matrice L. La multiplication de L avec L; élimine les éléments
de la premiere colonne en-dessous de la diagonale, puis la multiplication avec L, élimine ceux de
la deuxiéme colonne, etc. Finalement, on obtient (L,,_1L,_o - ...- Ly) - L = I =identité, ce qu’il
fallait démontrer. o

Calcul du déterminant d’une matrice. La formule (1.6) implique que det P - det A = det L -
det R. Comme det P = (—1)7, ol o est le nombre de permutations dans 1’élimination de Gauss,
on obtient

det A= (=17 -ri1 ... Ty (1.9)

Résolution de systémes linéaires. En pratique, on rencontre souvent la situation o il faut résoudre
une suite de systémes linéaires Az = b, Ax' =/, Az” = V", etc., possédant tous la méme matrice.
Trés souvent, on connait b’ seulement apres la résolution du premier systéme.

C’est la raison pour laquelle on écrit, en général, le programme pour I’élimination de Gauss en
deux sous-programmes :

DEC - calculer la décomposition LR (voir (1.6)) de la matrice;

SOL - résoudre le systtme Ax = b. D’abord on calcule le vecteur ¢ (voir (1.4)), défini par
Lc = Pb, puis on résoud le systeme triangulaire Rz = c.

Pour le probléme ci-dessus, on appelle une fois le sous-programme DEC et puis, pour chaque
systeme linéaire, le sous-programme SOL.
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Coiit de I’élimination de Gauss. Pour le passage de A 2 A(), on a besoin de

n — 1 divisions (voir (1.1)) et de

(n — 1)® multiplications et additions (voir (1.3)).
Le calcul de A nécessite n — 2 divisions et (n — 2)? multiplications et additions, etc. Comme le
travail dii aux divisions est ici négligeable, le coit total de la décomposition LR s’éleéve a environ

n 3
(n—1)2+(n—2)2+...+22+12z/o dex:% opérations

(opération = multiplication + addition).

Le calcul de b") nécessite n — 1 opérations (voir (1.3)). Par conséquent, on obtient ¢ avec
~(n—1)+...+2+ 1~ n?/2 opérations. Similairement, la résolution du systeme (1.4) se fait
en n? /2 opérations.

En résumé, 1’appel au sous-programme DEC nécessite =~ n3/3 opérations, tandis que SOL a
seulement besoin de ~ n? opérations (sur des ordinateurs sériels). A titre de comparaison, la
formule habituelle pour le déterminant d’une matrice n X n contient n! ~ n™/e" termes.

IV.2 Le choix du pivot

Dans I’élimination de Gauss, il faut au début choisir une équation (avec a;; # 0; cet élément
s’appelle “le pivot™) a I’aide de laquelle on élimine z; dans les autres équations. Le choix de cette
équation (choix du pivot) peut-il influencer la précision du résultat numérique, si 1’on fait le calcul
sur ordinateur en virgule flottante?

Exemple 2.1 (Forsythe) Considérons le systéme

1.00-107% -2, + 1.00- 25 = 1.00

(2.1)
1.00-2z7 + 1.00- 25 = 2.00
avec pour solution exacte
1 0.9998
= ——— =1.00010001... = ——— =10.99989998.. . .. 2.2
1 0.9999 ’ 27 0.9999 @2

Appliquons I’élimination de Gauss et simulons un calcul en virgule flottante avec 3 chiffres signi-
ficatifs (en base 10).

a) Sil’on prend a;; = 1.00 - 10~ comme pivot, on obtient £5; = as;/a;; = 1.00 - 10%, a%) =
1.00 — 1.00 - 10* = —1.00 - 10* et b5 = 2.00 — 1.00 - 10* = —1.00 - 10%. Par conséquent,

Ty = bgl) / a(212) = 1.00 (exacte!), mais pour x; nous obtenons
x1 = (by — a1272)/a;; = (1.00 — 1.00 % 1.00) /(1.00 - 10~*) = 0.

Le résultat numérique, obtenu pour x4, est faux.

b) SiI’on échange les deux équations de (2.1), le pivot est 1.00 et I’élimination de Gauss donne:
31 =1.00-1074, 4l =1.00—1.00-10~* = 1.00 et b3” = 1.00 — 2.00%1.00- 10~* = 1.00.
De nouveau, on obtient x5 = bgl) / a%) = 1.00. Mais cette fois le résultat pour x; est

r1 = (bl — (1,121‘2)/(1,11 = (200 — 1.00 % 100)/100 = 1.00.

Les deux valeurs numériques (pour x5 et aussi pour x;) sont correctes.
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Pour mieux comprendre dans quelle partie de 1’élimination de Gauss on a perdu une informa-
tion essentielle, considérons les sous-problemes (addition, soustraction, multiplication, division)
séparément et étudions leur “condition”.

Condition d’un probléeme. Considérons une application P : IR" — IR, le probléme consistant
a calculer P(z) pour les données x = (xy,...,2,). Il est intéressant d’étudier I’influence de
perturbations dans x sur le résultat P ().

Définition 2.2 La condition k d’un probleme P est le plus petit nombre tel que

T — x; P(z) — Pz

P (x)
On dit que le probleme P est bien conditionné, si k n’est pas trop grand. Sinon, il est mal condi-
tionné.

|24]

Dans cette définition, eps représente un petit nombre. Si eps est la précision de 1’ordinateur
(voir le paragraphe I1.5) alors, Z; peut étre interprété comme I’arrondi de z;. Remarquons en-
core que la condition x dépend des données x; et du probleme P, mais qu’elle ne dépend pas de
I’algorithme avec lequel on calcule P(z).

Exemple 2.3 (multiplication de deux nombres réels) Soient donnés les nombres 7 et x5, con-
sidérons le probleme de calculer P(z1, x5) = x1 - 2. Pour les deux valeurs perturbées

~

T =214 ¢), To = wo(1 + €), le;| < eps (2.4)

on a R
X1 -Tg — X1 T2

:(1+€1)(1+€2)—1:€1+€2+€1'62.
Il T2

Comme eps est un petit nombre, le produit €; - €5 est négligeable par rapport a |e;| + |es| et on
obtient

T1-Tog—T1-T
’1 2 ! 2‘§2-eps. (2.5)
I T2

On a donc k = 2 et ce probleme est bien conditionné.

Exemple 2.4 (soustraction) Pour le probleme P(z1,x2) = 1 — 5, un calcul analogue donne

T1 — Ta) — (11 — X2 T1€1 — To€2 T1| + [T
‘( ) — ( )‘:’ ‘§| | + || 2.6)
r1 — X2 Ir1 — X2 ‘.CCl—.TQ‘
———
K
Si signzy = —signws (ceci correspond a une addition et non pas a une soustraction) ona k = 1; le

probleme est bien conditionné.

Par contre, si x; ~ x5 la condition kK = (|z1] + |x2|)/|x1 — x2| devient trés grande et on est
confronté a un probleme qui est extrémement mal conditionné. Pour mieux illustrer I’effet de cette
grande condition, considérons 1’exemple numérique

1 1 2/50

= T = pour lequel K~ (1/50)2 = 100.

En faisant le calcul avec 3 chiffres significatifs (en base 10), on obtient Z; = 0.196 - 107}, 7, =
0.192-107! et Z; — 2 = 0.400 - 10~3. Comme les deux premiers chiffres sont les mémes pour z;

et 7o, la soustraction les fait disparaitre et on n’a plus qu’un chiffre qui est significatif (le résultat
exactest 1/(51 - 52) = 0.377 - 10~2). On parle d’extinction de chiffres.
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Explication du choix du pivot. Si /5, est trés grand (ce qui est le cas dans la situation (a) de
I’exemple de Forsythe) alors,

1)
(s = G2 — 21012

b = by — byl

1
~ —lya19 Lo = b(z) ~ i 2.7)
~ —Vl91by (1512) a2

Cette valeur, obtenue pour x5, est en général correcte. Mais le calcul de
Ty = (b1 - (l12$2)/(111

nécessite une soustraction qui est treés mal conditionnée car ajoxo ~ by et, a cause de I’extinction
de chiffres, on perd de la précision.
La conclusion de cette étude est qu’il faut éviter des ¢;; trop grands.

Recherche partielle de pivot. L’idée est de ne pas se contenter d’un pivot qui soit différent de
zéro (a1 # 0), mais d’échanger les équations de (0.1) afin que a;; soit le plus grand élément (en
valeur absolue) de la premiére colonne de A. De cette maniére, on a toujours |/;;| < 1. La méme
stratégie est répétée pour les sous-systemes apparaissant dans 1’élimination de Gauss.

Expérience numérique. Pour chaque n = 5,6, ..., 55 nous choisissons 2000 matrices aléatoires
avec coefficients a;; uniformément distribués dans [—1, 1] et des solutions z; uniformément dis-
tribuées dans [—1, 1]. Alors on calcule en double précision les b; pour cette solution exacte. Ensuite

101 101

cerrmax - Eerrmax
- sans recher - avec recherche de pivot
102 102 T
103 102
1045

103

1076

1077¢ 1077

matrice quelconque matrice quelconque

(o S T P DU TN 2 B [ o -] S S D D S B 2
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

10 'Eerrmax _ . 10 Eerrmax

102: “sans recherche de pivot ~ - 102: avec recherche de pivot

103 10'3%

100 104

105 10°5L

106§ 106

.. :
10 matrice orthogonale

matrice orthogonale

108l e b 1T 1078E

B e b b b el 8

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
F1G. IV.1: Erreurs pour 1 million de systémes linéaires de dimensions 5 x5 a 55 X 55
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on applique I’algorithme de Gauss, une fois sans recherche de pivot, et une fois avec recherche de
pivot, en simple précision. L'erreur max; |z]"™ — z$*| de chaque résultat est représentée par un
petit point dans les dessins supérieurs de la figure IV.1. Bien que nous ne soyons pas surpris par les
nombreuses erreurs sans recherche de pivot, quelques cas demeurent inacceptables a droite ; bon
nombre de résultats restent cependant bons !

Faisons une deuxiéme expérience : une matrice avec a;; uniformément distribués dans [—1, 1]
pour j > i est complétée par a;; = —a;j, pour assurer que Q@ = (I — A)~}(I + A) soit orthog-
onale. Cette matrice est calculée en double précision, le reste de I’expérience continue comme
auparavant (voir les résultats au bas de la figure IV.1). Cette fois-ci il n’y a pas d’exception dans la
bonne performance de I’algorithme de Gauss avec recherche de pivot. Nous allons démontrer ces

observations dans les paragraphes suivantes.

IV.3 La condition d’une matrice

En principe, un probleme avec m données et n solutions possede m x n coefficients décrivant la
sensibilité de la n-¢me solution par rapport a la m-eéme donnée. Devant cette myriade de valeurs,
il est parfois préférable d’exprimer la condition par un seul nombre. On réussira cela a I’aide de
normes de vecteurs et de matrices (recherche initiée par A. Turing 1948).

Rappel sur la norme d’une matrice. Pour une matrice a m lignes et n colonnes, on définit

A
1Al = mas [[ Az = max 1221 3.1)
=1 w20 |||
c.-a-d., la norme de A est le plus petit nombre || A|| qui posséde la propriété
|Az|| < ||A|l - ||=]| pour tout z € IR". (3.2)

Evidemment, || A|| dépend des normes choisies dans IR" et IR™. 1l y a des situations ol I’on connait
des formules explicites pour || A||. Par exemple, si I’on prend la méme norme dans les deux espaces
alors,

pour |[[zfly = X7, 2], ona
1Al = max (Zzl jaij]); (3.3)
pour lzfl2 = (T, |2:])'/%, ona
| Alle = \/ plus grande valeur propre de A7 A; (3.4)
pour ||z|l = max;—y, ,|z;], ona
|Alloe = max (3 Jayl). (3.5)
e\

La norme ||A|| d’une matrice satisfait toutes les propriétés d’une norme. En plus, elle vérifie
|I|| = 1 pour la matrice d’identité et ||A - B|| < || A|| - | B]|.

Apres ce rappel sur la norme d’une matrice, essayons d’estimer la condition du probleme Ax =
b. Pour ceci, considérons un deuxieéme systéme linéaire AT = b avec des données perturbées
Q5 = CLZ'j(l + Ez’j); |€ij‘ S €A,

By 3.6
b; = bi(1+¢), lei] < e, :0)
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ol €4 et ¢, spécifient la précision des données (par exemple €4 < eps, €, < eps ou eps est la
précision de I’ordinateur). Les hypothéses (3.6) impliquent (au moins pour les normes || - ||; et
I lloc) que ~ ~

A=Al <ea||All 1b— bl < e - [[b|- 3.7)

Notre premier résultat donne une estimation de ||Z — ||, en supposant que (3.7) soit vrai.

Théoreéme 3.1 Considérons les deux systemes linéaires Ax = b et A% = b oir A est une matrice
inversible. Si (3.7) est vérifié et si €4 - K(A) < 1, alorsona
o —all _ x(4)
[zl = 1= ea-s(A)

e+ ) (3.8)

o K(A) = ||A]l - ||A7||. Le nombre (A) s’appelle condition de la matrice A.

-~

Démonstration. De b—b= Az — Az = (A — A)Z + A(Z — z), nous déduisons que
Fox=A(=(A-A)z+(b-b)). (3.9)

Maintenant, prenons la norme de (3.9), utilisons I’inégalité du triangle, les estimations (3.7), ||Z|| <
x| + ||z — =] et ||b]| = [|Az|| < ||A]| - ||=||. Nous obtenons ainsi

17 = all < A7 (ea- AN (lll + 18 = 2ll) + e - [|A] - J]])-
Ceci donne I’estimation (3.8). |
La formule (3.8) montre que pour €4 - K(A) < 1, 'amplification maximale de ’erreur des
données sur le résultat est de x(A).

Propriétés de «(A). Soit A une matrice inversible. Alors,

a) k(A)>1 pourtoute A,
b) k(aA) =k(A) poura #0,
¢) k(A) = max ||Ay| / min || Az,

lyll=1 l=l=1

La propriété (c) permet d’étendre la définition de x(A) aux matrices de dimension m X n avec
m # n.

Démonstration. La propriété (a) est une conséquence de 1 = ||I]| = ||AA™Y|| < ||A]| - ||JA7Y]. La
propriété (b) est évidente. Pour montrer (c), nous utilisons
Afl A -1
741 = A B (1421 .
A0 ] 0 || Az| =0 2]

Exemples de matrices ayant une grande condition. Considérons les matrices H,, (matrice de
Hilbert) et V,, (matrice de Vandermonde) définies par (c; = j/n)

1 \n AR
H, = (Z'+j_1)z',j:1’ Vi = (CJ )i,j:l'
Leur condition pour la norme || - ||, est donnée dans le tableau IV.1.

Exemples de matrices ayant une petite condition. Une matrice U est orthogonale si UTU = 1.
Pour la norme euclidienne, sa condition vaut 1 car ||U||y = 1 et [|[U~ ||, = 1 (Vinverse Ut = UT
est aussi orthogonale).
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TAB. IV.1: Condition de matrices de Hilbert et Vandermonde

2 4 6 8 10 12

n
k(H,) |27 28-10* 29-107 3.4-101 3.5.10'3 3.8.10%
k(V,) | 8 56-102 3.7-10* 24-10° 1.6-10° 1.0-10%

Concernant I’interpolation avec des fonctions splines, nous avons rencontré la matrice (voir le
paragraphe I1.10, cas équidistant)

1
T n (3.10)

Le facteur 1/h n’influence pas x(A). Posons alors h = 1. Avec la formule (3.5), on vérifie
facilement que || A||o = 6. Pour estimer || A™!||., écrivons A sous la forme A = 4(I + N) ou [
est I'identité et N contient le reste. On voit que || N||o = 1/2. En exprimant A~! par une série
géométrique, on obtient

1 1
—1 9 3
1A oo < 3 (1 IVl + INIE + IV + ) < 5

Par conséquent, k., (A) < 3 indépendamment de la dimension du systéme.

IV.4 La stabilité d’un algorithme

Le but de ce paragraphe est d’étudier I'influence des erreurs d’arrondi sur le résultat pour 1I’élimi-
nation de Gauss. Commencgons par la définition de la stabilité d’un algorithme et avec quelques
exemples simples.

Un algorithme pour résoudre le probleme P(x) est une suite d’opérations élémentaires f1, . . .,
fn (addition, soustraction, multiplication, division, évaluation d’une racine, d’une fonction élé-
mentaire, . . .) telle que

P(z) = fulfoar(- .- folfil2))..0)). 4.1)

En général, il existe beaucoup d’algorithmes différents pour résoudre le méme probleme P(z).
L’amplification de I’erreur, en faisant 1’opération f;, est décrite par la condition x( f;) (voir la
définition dans le paragraphe 1V.2). L’estimation

K(P) < k(f1)-k(fa) - .- k(fn)- 4.2)
est une conséquence simple de la définition de la condition d’un probléme.
Définition 4.1 Un algorithme est numériquement stable (au sens de “forward analysis”) si
k(f1) - k(f2) - ... k(fn) < Const - k(P) 4.3)
ou Const n’est pas trop grand (par exemple, Const = O(n)).

La formule (4.3) exprime le fait que ’influence des erreurs d’arrondi durant le calcul de P(z)
n’est pas beaucoup plus grande que I’'influence d’erreurs dans les données (qui sont inévitables).



96 Systemes d’Equations Linéaires

Exemple 4.2 Soit z = 10* et considérons le probleme de calculer 1/(z(1 + x)). Examinons les
deux algorithmes suivants :
/ T A 1
N ozl S wetl) — r(x+1)
Toutes ces opérations sont trés bien conditionnées (voir le paragraphe IV.3). Ainsi, cet algorithme
est numériquement stable.

o 1z Nl 1 1
b) T - — = .

N4+l — Yz+1) Sz x4+l wm(r+1)
Dans cet algorithme, seules les trois premieres opérations sont bien conditionnées. La soustraction,
a la fin, est trés mal conditionnée car 1/z ~ 1/(z + 1). Ainsi, cet algorithme est numériquement
instable.

a) T

La vérification, si un algorithme (non-trivial) est stable (au sens de “forward analysis”), est
souvent tres complexe et difficile. Pour cette raison, Wilkinson (1961, J. Ass. Comp. Mach. 8) a
introduit une autre définition de la stabilité d’un algorithme.

Définition 4.3 Un algorithme pour résoudre le probléeme P(x) est numériquement stable (au sens
de “backward analysis”) si le résultat numérique Yy peut étre interprété comme un résultat exact
pour des données perturbées T (c.-a-d., § = P(T)) et si
Ty — X
% < Const - eps 4.4)
Ty

ou Const n’est pas trop grand et eps est la précision de |’ordinateur.

Remarque. Pour I’étude de cette stabilité, il ne faut pas connaitre la condition du probleme.

Exemple 4.4 Considérons le probleme de calculer le produit scalaire x; - x5 + x3 - 4. On utilise
I’algorithme

/( Xy -T2 \
(w1, 22, T3, T4) Ty T+ T30 Ty 4.5)
N S Vs

Le résultat numérique (sous I’influence des erreurs d’arrondi) est

(SCl(l + €1> . .TQ(l + 62)(1 + 7]1) + 373(1 + 63) . 564(1 —+ 64)(1 -+ 7]2))(1 -+ ?73)
ot |/, |nj| < eps. Ce résultat est égal a Ty - To + T3 - T4 si I’on pose

T=a(l+ea)l+m),  Ty=x3(1+e)(l+m),
{/L'\2:$2(1+€2)(]_+T]3), i‘\4:l‘4(1+64)(1+7’]3)

Ainsi, (4.4) est vérifi€ pour Const = 2 (on néglige les produits €;-7;). En conséquence, 1’algorithme
(4.5) est toujours numériquement stable (au sens de “backward analysis”).

Cet exemple montre bien qu’un algorithme peut étre stable, méme si le probleme est mal
conditionné. Ainsi, il faut bien distinguer les notions ‘“stabilité numérique” et “condition d’un
probléme”.

La stabilité de I’élimination de Gauss. Soit donnée une matrice A (det A # 0) ayant la décompo-
sition A = LR (on suppose que les permutations nécessaires sont déja effectuées). En appliquant
I’élimination de Gauss, nous obtenons deux matrices L et R, qui représentent la décomposition
exacte de la matrice A := L - R. Pour montrer la stabilité numérique (au sens de “backward
analysis”) de I’élimination de Gauss, on a besoin de trouver une estimation de la forme |a;; —a;;| <
la;;| - Const - eps. En tous cas, il faut estimer la différence a;; — a;;.
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Théoréme 4.5 (Wilkinson) Soit A une matrice inversible et L, R le résultat numérique de l’élimination
de Gauss (avec recherche de pivot, c.-a-d. |(;;| < 1 pour tout i, j). Alors,
|a;; — a;j| <2-a-min(i —1,7) - eps (4.6)
ol a = max;y | ()
= ik | |-
kéme (k

(k—1)
1J j :

Démonstration. Lors de la étape de I’élimination de Gauss, on calcule @ 'a partir de a;

Si I’on prend en considération les erreurs d’arrondi, on obtient
~(k ~(k=1) 5 (k=1
(A):(a( )_&_k_ (k=1)

a;; ij ag; - (L4 €n)) (1 + nijin) 47
_ (k1) 7 (kD) “.7)
= Gy — i - N
ol (en négligeant les termes O(eps?))
~(k -~ (k-1
lignl < (@55 ] - Imigel + |Gl - lags ] - leisn] < 2-a - eps. (4.8)
Par définition de A, on a aij = Zfﬂ(i’j VT, - Prj = ;“;I;W 0 - a,ﬁ’jf” et, en utilisant la formule
(4.7), on obtient pour ¢ > j
J J
. ~(k=1)  ~(k
Qij = Z(az(j )~ a’z(‘j) + k) = @ij + Z Mijk (4.92)
k=1 k=1
car afgﬁ) = 0 dans cette situation. Pour ¢z < 7, on a
i1 , i1
Gy = @5 =@ + ) + G as Y = ag + 3 g (4.9b)
k=1 k=1

car ZM = 1. Les formules (4.9) ensemble avec I’estimation (4.8) démontrent 1’estimation (4.6). 0O
Conséquence. L’ élimination de Gauss est stable (au sens de “backward analysis™) si le quotient
(k)
max |ai;’| /H%Z}X ;| (4.10)

n’est pas trop grand. En fait, il existe des matrices pathologiques pour lesquelles ce quotient
atteint 2"~ !, ol n est la dimension de la matrice A (voir exercice 12). Mais heureusement cette
constante est en général beaucoup plus petite. Pour illustrer ceci, en suivant une idée de Trefethen
& Schreiber (1990, SIAM J. Matrix Anal. Appl. 11) nous avons pris un grand nombre de matrices
de dimensions allant de 2 a 24 dont les éléments sont des nombres aléatoires dans [—1, 1]. Nous
avons dessiné dans la figure IV.2 le quotient (4.10) en fonction de la dimension de la matrice
(chaque point représente la moyenne de 30 échantillons). En échelle doublement logarithmique, le
résultat semble mystérieusement devenir une droite.

4F quotient (4.10) xﬁ

i 1 1 ‘ 1
10° 10t

FI1G. IV.2: Stabilité numérique de 1’élimination de Gauss
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IV.S L’algorithme de Cholesky

Etudions I’élimination de Gauss pour le cas important ol

A est symétrique (AT = A) et

A est définie positive (T Az > 0 pour z # 0).
Le théoréeme suivant montre que, dans cette situation particuliere, il n’est pas nécessaire d’effectuer
une recherche de pivot.

Théoreéme 5.1 Soit A une matrice symétrique et définie positive.
a) L’élimination de Gauss est faisable sans recherche de pivot.
b) La décomposition A = LR satisfait

R=DL" avec D = diag(r11, .- -, Tnn)- (5.1
Démonstration. a) Onaay; = el Ae; > 0 (avec e; = (1,0, ...,0)7) car la matrice A est définie
positive. Alors, on peut choisir a;; comme pivot dans la premiere étape de 1’élimination de Gauss.
Ceci donne
A= (“11 “T) — AW = (““ “ ) (5.2)
" \a C Lo oW '
N Qi1 — . P N
ol ¢;;" = a5 — P ay; pour¢,j = 2,...,n,ce qui est équivalent a
11
(1) 1 T
c\‘V=C—-—-a-a. (5.3)
an

La matrice C()) est symétrique (trivial). Montrons qu’elle est aussi définie positive. Pour ceci,
nous prenons un y € IR"~!, y # 0. Il faut montrer que y”'C My > 0. La partition de (5.2) et le fait
que A soit définie positive impliquent

T ail a® x1 2 T T
(), o Y =anx; +2z -y a+y Cy>0. (5.4)

En posant x; = —yTa/an dans (5.4), on obtient de (5.3) que

Y7 CWy = yTCy — —(ya)? > 0.
ail
Par récurrence, on voit que la deuxiéme et aussi les autres étapes de 1’élimination de Gauss sont
faisables sans recherche de pivot.

b) La formule (5.1) est une conséquence de I’unicité de 1’élimination de Gauss pour des matri-
ces inversibles. En effet, on peut écrire R = DL” et on obtient A = AT = RTLT = L(DL"),
dot L = L.

Pour montrer 1’unicité de 1’élimination de Gauss, supposons A = LR = LR et considérons
Iidentité L'L = RR™'. Le produit de deux matrices triangulaires inférieures reste une matrice
triangulaire inférieure; de méme pour les matrices triangulaires supérieures. Comme les éléments
de la diagonale de L~LL sont tous égauxal,ona

L 'L =RR'=1, (5.5)

ce qui implique I’unicité de I’élimination de Gauss. O
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La décomposition
A=LDL" (5.6)

s’appelle décomposition rationnelle de Cholesky'. Comme r; > 0 (A est définie positive), on
peut considérer la racine D'/? = diag(y/711, . - ., /Tan), €t la décomposition (5.6) devient A =
(LDY?)(DY2LT) = (LD'Y?)(LD"?)T. Par abus de notation, en écrivant L pour LD'/2, nous
obtenons la décomposition de Cholesky
A=LL" oll L= : .. . (5.7)
gnl R gnn

Une comparaison des coefficients dans I’identité A = LL” donne pour

i1 =k: akkzﬁzl—i—ﬁzzjt—i—ézk
1>k iy = linlin + ...+ i o1l —1 + Cir Ui,

et on en déduit 1’algorithme suivant:

Algorithme de Cholesky.
for £ :=1tondo
Ot o= (awr — X521 G5
fori:=k+1tondo
li, = (air — Z;:ll Ciili;)/ i
Le coiit de cet algorithme. En négligeant les n racines, le nombre d’opérations nécessaires est

3

;(n—k)-k%/o (n—x)xdazzE.

Ceci correspond a la moitié du coiit de la décomposition LR.

Pour résoudre le systtme Ax = b, on calcule d’abord la décomposition de Cholesky (5.7).
Puis, on résoud successivement les deux systemes Lc = b et LTz = ¢, dont les matrices sont
triangulaires.

Comme pour I’élimination de Gauss, on peut étudier la stabilité de 1’algorithme de Cholesky.

Théoreéme 5.2 Soit A une matrice symétrique et définie positive. Notons A=L L7 ouLestla
matrice triangulaire obtenue par l’algorithme de Cholesky. Alors,

|a;; — a;j| < ap-min(i, j) - eps (5.8)
ou ap = max, ; |a;;j| = max; |a;| O

Ce résultat démontre que 1’algorithme de Cholesky est toujours numériquement stable. Il n’est
donc pas nécessaire de faire une recherche de pivot, si A est symétrique et définie positive.

'Le “Commandant Cholesky” (1875-1918) entra a 1'Ecole Polytechnique a I’4ge de vingt ans et en sortit dans
I’arme de I’ Artillerie. Affecté a la Section de Géodésie du Service géographique, en juin 1905, il s’y fit remarquer
de suite par une intelligence hors ligne, une grande facilité pour les travaux mathématiques, un esprit chercheur,
des idées originales, parfois méme paradoxales, mais toujours empreintes d’une grande élévation de sentiments et
qu’il soutenait avec une extréme chaleur. (...) Cholesky aborda ce probléme en apportant dans ses solutions, ... une
originalité marquée. Il imagina pour la résolution des équations de condition par la méthode des moindres carrés un
procédé de calcul tres ingénieux ... (copié du Bulletin géodésique No. 1, 1922).



100 Systemes d’Equations Linéaires

IV.6 Systeémes surdéterminés — méthode des moindres carrés

Considérons un systeme d’équations linéaires
a11T1 + Q129 + ... + ATy = bl

911 + A29To + ... + AopT, = by

6.1)

Am1T1 + ApmaZ2 + .o+ ATy, = bm

ou m > n (matriciellement: Az = bavec x € IR" etb € IR™; A est une matrice m X n).
Evidemment, le systeéme (6.1) ne possede, en général, pas de solution. L’idée est de chercher un
vecteur x tel que .
||Az — b||2 — min (6.2)
pour la norme euclidienne. Une justification probabiliste de cette condition sera donnée dans le
paragraphe IV.8. Le nom “méthode des moindres carrés” indique le choix de la norme dans (6.2)
(la somme des carrés des erreurs doit &tre minimale).

Théoreéme 6.1 Soitr A une matrice m x n (avec m > n) et soitb € IR™. Le vecteur x est solution
de (6.2) si et seulement si

AT Az = AT (6.3)
Les équations du systéeme (6.3) s appellent “équations normales”.

Démonstration. Les minima de la fonction quadratique
f(z):=||Az — b||* = (Az — b)T (Ax — b) = 2T AT Az — 227 ATb +b"b
sont donnés par 0 = f'(z) = 2(zT ATA — b7 A). m

Interprétation géométrique. L'ensemble £ = {Ax | x € IR"} est un sous-espace linéaire de IR™.
Pour un b € IR™ arbitraire, = est une solution de (6.2) si et seulement si Ax est la projection
orthogonale de b sur E. Ceci signifie que Az — b 1L Az pour tout z € IR". On en déduit que
AT(Azx — b) = 0 et on a ainsi établi une deuxieme démonstration de (6.3).

Exemple 6.2 Pour étudier le phénomene de la thermo-électricité, on fait I’expérience suivante. On
soude un fil de cuivre avec un fil de constantan de maniere a obtenir une boucle fermée. Un point
de soudure est maintenu a température fixe (7y =~ 24°C), alors que 1’on fait varier la température T’
de I'autre. Ceci génere une tension U, laquelle est mesurée en fonction de 7' (voir le tableau IV.2
et la figure IV.3). Les données du tableau I'V.2 sont prises du livre de P.R. Bevington?.

On suppose que cette dépendance obéit a la loi

U=a+bT +cT? (6.4)

et on cherche a déterminer les parametres a, b et c. Les données du tableau IV.2 nous conduisent
au systeme surdéterminé (n = 3, m = 21)

Ui = a+ bT; + cT?, i=1,...,21 (6.5)

En résolvant les équations normales (6.3) pour ce probléme, on obtient a = —0.886, b = 0.0352
etc = 0.598 - 1074 Avec ces parametres, la fonction (6.4) est dessinée dans la figure IV.3. On
observe une tres bonne concordance avec les données.

Remarque. Les équations normales (6.3) possedent toujours au moins une solution (la projection
sur E existe toujours). La matrice AT A est symétrique et non-négative (z7 AT Az = || Az|* > 0).

2PR. Bevington (1969): Data reduction and error analysis for the physical sciences. McGraw-Hill.
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TAB. 1V.2: Tensions mesurées en fonction de la température T'

i T°C U | i TPC U | i TPC U
0 —089| 8 35 042|15 70 1.88
5 —069| 9 40 061|16 75 2.10
10 —053|10 45 0.82|17 80 2.31
15 —034 |11 50 1.03|18 85 2.54
20 —0.15|12 55 1.22|19 90 2.78
25 0.02|13 60 145|20 95 3.00
30 020|14 65 168|210 100 3.22

N O Ol W N

| T |
0 50 100
FIG. IV.3: Tension en fonction de la température et schéma de 1’expérience

Elle est définie positive si les colonnes de A sont linéairement indépendantes (Ax # 0 pour x # 0).
Dans cette situation, on peut appliquer 1’algorithme de Cholesky pour résoudre le systeme (6.3).
Mais, souvent, il est préférable de calculer la solution directement de (6.2) sans passer par les
équations normales (6.3).

IV.7 Décomposition QR d’une matrice

Dans I’élimination de Gauss, on a multiplié I’équation Ax = b par la matrice triangulaire L,,_; -
.- Ly - Ly. De cette maniere, on a réduit le probléme original a Rx = ¢ ou R est une matrice
triangulaire supérieure. Malheureusement, la multiplication de Az — b avec L; ne conserve pas la
norme du vecteur.
Pour résoudre (6.2), nous cherchons une matrice orthogonale () telle que

QT(A:U—b):R:C—c:(]g)x—(cc,/,) (7.1)

ol R’ (une matrice carrée de dimension n) est triangulaire supérieure et (¢, ¢”) est la partition
de ¢ = QTb telle que ¢ € IR" et ¢’ € IR™ ™. Comme le produit par une matrice orthogonale ne
change pas la norme du vecteur, on a

1Az — b5 = Q" (Az — b)|5 = | Rz — clfz = [ R’z — ¢[I5 + [|<"]13- (7.2)
On obtient alors la solution de (6.2) en résolvant le systeme

Rz =/. (7.3)
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Le probléme consiste a calculer une matrice orthogonale @ (c.-a-d., Q7@ = I) et une matrice
triangulaire supérieure R telles que Q7 A = R ou de fagon équivalente

A=QR. (7.4)

Cette factorisation s’appelle la “décomposition QR” de la matrice A. Pour arriver a ce but, on peut
se servir des rotations de Givens (voir exercice 11 du chapitre V) ou des réflexions de Householder.

Réflexions de Householder (1958). Une matrice de la forme
H=1-2uu" oll u'u=1 (7.5)

a les propriétés suivantes :

e H est une réflexion a I’hyper-plan {z | uTx = 0}
car Hr=x—u-(2u'z) et Hr+xz L u.
e [ est symétrique.

e [ est orthogonale, car
H'H = (I — 2uu™)"(I — 2uu’) = I — 4uu” + 4uuvu® = 1.

En multipliant A avec des matrices de Householder, nous allons essayer de transformer A en une
matrice de forme triangulaire.

’algorithme de Householder - Businger - Golub. Dans une premiére étape, on cherche une
matrice H; = I — 2uju? (u; € IR™ et ul'u; = 1) telle que

ap X e X
0 X e X
HiA=| . . |- (7.6)
0 X Ce X
Si I’on dénote par A; la premiere colonne de A, il faut que H;A; = aje; = (a1,0,...,0)7 et on
obtient || = ||H1A1||2 = ||A1]|2- La forme particuliere de H; implique que

HIAI = Al — 2u1 . U{Al = (x1€1q.
L’expression ul A; est un scalaire. Par conséquent,
Uy = C- U1 ou v = Al — (1€1 (77)

et la constante C' est déterminée par ||u;||2 = 1. Comme on a encore la liberté de choisir le signe
de o, posons
a1 = —sign(an) . HA1H2 (78)

pour éviter une soustraction mal conditionnée dans le calcul de v; = A; — ae;.

Calcul de HiA. Notons par A; et (H;A); les jémes colonnes de A et H; A respectivement. Alors,

on a
2
(HlA)j = Aj — 2U1U,{A]‘ = Aj — 6 . U;erj U1 ol 5 =7 - (79)

’Ul Ul

Le facteur S peut étre calculé a I’aide de

o vju 1o 2
5 e 2 e §(A1 Al — 20[1(],11 + O{l) = —O{l(a,ll — O{l). (710)
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Dans une deuxieme étape, on applique la procédure précédente a la sous-matrice de dimension
(m — 1) x (n — 1) de (7.6). Ceci donne un vecteur 7, € IR™ ' et une matrice de Householder

Hy = 1 — 222211; En posant u, = (0, ag)T, une multiplication de (7.6) par la matrice Hy =
I — 2uyul donne

a; X X a; X X ap X X x
0 0 0 ay X X
HQHlA:HQ C = HQC = 0 0 X e X
0 0 0 0 x X

En continuant cette procédure, on obtient apres n €tapes (apres n — 1 étapes si m = n) une matrice
triangulaire

/
QT
Ceci donne la décomposition (7.4) avec Q7 = H,, - ... - HyH,.

Coiit de la décomposition QR. La premiere étape exige le calcul de a4 par la formule (7.8) (= m
opérations), le calcul de 2/v{ v; par la formule (7.10) (travail négligeable) et le calcul de (H;A),
pour j = 2, ..., n parlaformule (7.9) (= (n — 1) - 2- m opérations). En tout, cette étape nécessite
environ 2mn opérations. Pour la décomposition QR, on a alors besoin de

2(n* + (n—1)>+ ...+ 1) =~ 2n3/3 opérations si m = n (matrice carrée);

2m(n + (n — 1) + ...+ 1) ~ mn? opérations si m >> n.
En comparant encore ce travail avec celui de la résolution des équations normales (=~ mn?/2
opérations pour le calcul de AT A et ~ n3/6 opérations pour la décomposition de Cholesky de
AT A), on voit que la décomposition QR cofite au pire le double.

Remarque.  Si les colonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes, tous les «; sont
non nuls et ’algorithme de Householder-Businger—Golub est applicable. Une petite modification
(échange des colonnes de A) permet de traiter aussi le cas général.

Concernant la programmation, il est important de ne calculer ni les matrices /;, ni la matrice
(. On retient simplement les valeurs «; et les vecteurs v; (pour ¢ = 1, ..., n) qui contiennent déja
toutes les informations nécessaires pour la décomposition. Comme pour I’élimination de Gauss,
on écrit deux sous-programmes. DECQR fournit la décomposition QR de la matrice A (c.-a-d.
les «;, v; et la matrice R). Le sous-programme SOLQR calcule Q7'b et la solution du systéme
triangulaire R’z = ¢ (voir (7.3)). Le calcul de Q7b = H,, - ... - HyH,b se fait avec une formule
analogue a (7.9).

Exemple 7.1 Si les colonnes de A sont “presque” linéairement dépendantes, la résolution du
probleme (6.2) a I’aide de la décomposition QR est préférable a celle des équations normales.
Considérons, par exemple,
1 1 1
A=1€¢ 0], b=10
0 € 0

oll € est une petite constante, disons €2 < eps. Avec un calcul exact, on obtient

T_1+€2 1 T_l
ea-(57 1) ()
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et la solution est donnée par

1 1
= — +0O().

nERTY e T )

Un calcul en virgule flottante fait disparaitre le €2 dans A” A et cette matrice devient singuliere. On
n’obtient pas de solution.

Par contre, I’algorithme de Householder-Businger—Golub donne (en négligeant €?) a; = —1,
v = (2,60)7,.. . etalafin

-1 -1 —1
R=|0 +V2-¢], Qb= €¢/v2
0 0 —e/\/2

La résolution de (7.3) donne une bonne approximation de la solution exacte.

IV.8 Etude de ’erreur de la méthode des moindres carrés

Comme c’est le cas dans I’exemple du paragraphe IV.6, nous cherchons les parametres x4, ..., x,
d’une loi .
j=1

qui relie les variables ¢ et b (les fonctions ¢;(¢) sont données, p. ex. ¢;(t) = t~1). Supposons que
pour plusieurs valeurs de ¢ (disons ¢y, . . ., t,,,, m > n) ’on puisse mesurer les quantités by, . . . , b,,.
On obtient ainsi le systeme surdéterminé

n
Zaijx]— :bz‘, izl,...,m (82)
j=1

ou a;; = c;j(t;). En pratique, les b; sont des mesures légerement erronées et il est naturel de

les considérer comme des valeurs plus ou moins aléatoires. L’étude de I’erreur de la solution z,
obtenue par la méthode des moindres carrés, se fait alors dans le cadre de la théorie des probabilités.

Rappel sur la théorie des probabilités

Considérons des variables aléatoires X (dites “continues”) qui sont spécifiées par une fonction
de densité f : IR — IR, c.-a-d., la probabilité de I’événement que la valeur de X se trouve dans
I'intervalle [a, b) est donnée par

Pla< X <b) = /b f(z) do (8.3)

avec f(x) > Opourz € Ret [ f(z)dr = 1.
On appelle espérance (mathématique) de la variable aléatoire X le nombre réel

px = BE(X) = [ af(x)da, (8:4)
et variance la valeur

ok =Var(X) = [ (= px P f@)do = [ f(e) de - i (8.5)
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Exemple 8.1 Si une variable aléatoire satisfait (8.3) avec (voir la figure [V.4)

flz) = ﬁ . exp(—% (= “)2) (8.6)

alors on dit que la variable aléatoire satisfait la loi normale ou la loi de Gauss — Laplace que I’on
symbolise par N(u,0?). On vérifie facilement que u est I'espérance et o2 la variance de cette
variable aléatoire.

La loi normale est parmi les plus importantes en probabilités. Une raison est due au “théoreme
de la limite centrale” qui implique que les observations pour la plupart des expériences physiques
obéissent a cette loi.

95 %

w— 20 w—o0 W w+o w20

FIG. IV.4: Fonction de densité pour la loi normale

Rappelons aussi que n variables aléatoires X, ..., X,, sont indépendantes si, pour tout a;, b;,
on a

Lemme 8.2 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes avec comme fonctions de
densité f(x) et g(y) respectivement et soient o, f € IR avec o # 0. Alors, les variables aléatoires
aX + fet X +Y possédent les fonctions de densité

1 (x—ﬁ) et (fxg)(z / flz=v)g(y)dy (8.8)

o] "% a

Leur espérance mathématique est
E(aX + ) = aFE(X) + 8, E(X+Y)=E(X)+E(Y) (8.9)
et leur variance satisfait
Var (aX + ) = a*Var (X), Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y). (8.10)

Démonstration. La fonction de densité pour la variable aléatoire a.X + /3 découle de (pour o > 0)

e <= ex [ e [

«

Les propriétés (8.9) et (8.10) pour X + (3 en sont une conséquence directe.
Comme X et Y sont supposées indépendantes, on obtient (en posant z = x + y)

P(a§X+Y<b)://a§x+y<bf( dxdy—/ / (y) dyd=
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et on trouve la fonction de densité pour X + Y. Un calcul direct donne

E(X+Y) = / / dydz—/ / (& + ) f(2)g(y) dydz = B(X) + E(Y)
et, de facon similaire, on obtient
Var(X +Y) / / (y)dydz — .y

:/_Oo/_oo v +y)*f(2)g(y) dyde — (px + py)’ = Var (X) + Var(Y). B

Remarque. S1 X etY sont deux variables aléatoires indépendantes qui obéissent a la loi normale,
les variables aléatoires a.X + 3 et X + Y obéissent aussi a cette loi (exercice 16).

Revenons maintenant au probleme (8.2). Pour pouvoir estimer I’erreur du résultat numérique
x, faisons les hypotheses suivantes :

H1: La valeur b; est la réalisation d’une épreuve pour une variable aléatoire ;. On suppose que
les B; soient indépendantes et qu’elles obéissent a la loi de Gauss—Laplace avec [3; comme
espérance et 02 comme variance (les 3; sont inconnus, mais les o sont supposés connus).

H2: Le systeme surdéterminé (8.2) possede une solution unique si 1’on remplace les b; par les
nombres 3;, c.-a-d. qu’il existe un vecteur ¢ € IR" tel que AE = Bou = (B1,...,5Bn)".

Motivation de la méthode des moindres carrés. Par I’hypothése H1, la probabilité que B; soit
dans I'intervalle [b;, b; + db;) avec db; (infinitésimalement) petit est

1 L/bi— i
m~exp(—§( o )2)~db@'.

Comme les B; sont indépendants, la formule (8.7) implique que

exp(——( O_Zﬁz))wlbi (8.11)

ﬁz 12 bi—zgl:laijgj 2
2 exp<—5;< . >>:c-exp<—§z< ")

g;

Selon une idée de Gauss (1812), la “meilleure” réponse x; pour les &; (inconnus) est celle pour
laquelle la probabilité (8.11) est maximale (“maximum likelihood”). Alors, on calcule =4, ..., x,
de facon a ce que

<N = Qg 2 .

Z<——Z—-x]—> — min. (8.12)

i=1 \Ti ‘
Sil’onremplace b; /o; par b; et a;;/o; par a;;, la condition (8.12) est équivalente a (6.2). Par la suite,
nous supposerons que cette normalisation soit déja effectuée (donc, o; = 1 pourz = 1,...,n).
Estimation de ’erreur

La solution de (8.12) est donnée par z = (ATA)"'ATh. La solution théorique satisfait £ =
(AT A)~LAT 3. Alors,

r—&=(ATA)TTAT(b - B) ou x;—& = iaij(b
=1

ou «;; est élément (i, j) de la matrice (AT A)~' AT, L’idée est de considérer la valeur z; comme
la réalisation d’une variable aléatoire X; définie par

Xi=Ya;B; ou  X;—&=Y a;(B;—B)). (8.13)
Jj=1 j=1
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Théoreme 8.3 Soient B, ..., B,, des variables aléatoires indépendantes avec [3; comme espérance
et 0; = 1 comme variance. Alors, la variable aléatoire X;, définie par (8.13), satisfait

E(XZ) = gi et Var (XZ) = €4 (814)

oit €5; est le 1M élément de la diagonale de (AT A)~.

Remarque. Les autres éléments de (AT A)~! sont les covariances de X; et X;.

Démonstration. La formule (8.9) donne E(X;) = &. Pour calculer la variance de X, nous
utilisons le fait que Var (B;) = 1 et la formule (8.10). Ceci donne avec ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)

que m
0%, = > oy = el (ATA)TIAT|S = ef (ATA)TTATA(ATA) e = o (ATA) les =€
j=1

Exemple 8.4 Pour I’expérience sur la thermo-électricité (voir le paragraphe 1V.6), on a supposé
que les mesures b; ont été faites avec une précision correspondant a o; = 0.01. Pour le systeme
surdéterminé (on écrit x1, x5, r3 pour a, b, c et b; pour U;)

1 T; T? b;
_.x1+_.x2+—l-x3:—’ 7::17...721
o; 0; g; g;

la matrice (AT A)~! devient

0.356-10"* —0.139-10°  0.113-1077
(ATA)' = -0.139-10°  0.765-10"7 —0.713-107° (8.15)
0.113-1077 —0.713-107? 0.713-10"!

et on obtient
ox, = 0.60-1072, ox, =0.28-1072, ox, =0.27-107°.
Ceci implique qu’avec une probabilité de 95%, la solution exacte (si elle existe) satisfait

a = —0.886 £ 0.012, b = 0.0352 +£ 0.0006, c=0.598-107* 4 0.054 - 10~*.

Test de confiance du modele

Etudions encore si les données (¢;, b;) sont compatibles avec la loi (8.1). Ceci revient a justifier
I’hypothese H2.
En utilisant la décomposition () R de la matrice A, le probleme surdéterminé Ax = b se trans-

forme en (voir (7.1))
(zg) v (5) ou (CC) = Q"b. (8.16)

La grandeur de ||c”'||3 est une mesure de la qualité du résultat numérique. Théoriquement, si ’on a
B alaplace de b et £ ala place de x, cette valeur est nulle.

Notons les éléments de la matrice () par ¢;;. Alors, les éléments du vecteur ¢ = QTb sont
donnés par ¢; = >0t qjibj e.t ceux du Ve.cteur " satisfont aussi ¢; = 372, q;i(b; — B3;). Il est alors
naturel de considérer les variables aléatoires

Ci =) _q;(B; - B), i=n+1,...,m. (8.17)

j=1

Le but est d’étudier la fonction de densité de 3", C?.
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Lemme 8.5 Soient By, . .., B,, des variables aléatoires indépendantes satisfaisant la loi normale
N(Bi, 1). Alors, les variables aléatoires Cy, 11, . . ., Cy,, définies par (8.17), sont indépendantes et
satisfont aussi la loi normale avec

E(Cy) =0, Var (C;) = 1. (8.18)

Démonstration. Pour voir que les C; sont indépendants, calculons la probabilité P(a; < C; <
bi,i=mn+1,...,m). Notons par S I’ensemble S = {y € R™ |a; <y; < b, i=n+1,...,m}
et par C et B les vecteurs (Cy,...,C,)T et (By,..., By)T. Alors, on a

Pla; <Cj <bji=n+1,...,m)= (CGS)—P(QT(B—B)ES)
1 m
= P(B-B€Q(S (a) //Q(S T exp(—— Zy2) dyr . . . dym (8.19)
(b) 1 22
// — exp —52 i)dzl. 21711 5 \/_exp< )dzi.

L’identité (a) est une conséquence de I’'indépendance des B; et (b) découle de la transformation
y=Qz cardetQ = lety,;y? = 3, 27 (la matrice Q est orthogonale). En utilisant S; = {y €
R™ | a; < y; < b;}, on déduit de l]a méme maniere que

2

P(a; < C; < b) = P(C € S)) — / T3 P (-2) da (8.20)
Une comparaison de (8.19) avec (8.20) démontre I’indépendance de C), 1, . . . , C,,, (voir la définition
(8.7)). Le fait que les C; satisfont la loi normale N (0, 1) est une conséquence de (8.20). |
Théoreme 8.6 (Pearson) Soient Y1, ...,Y, des variables aléatoires indépendantes qui obéissent
a la loi normale N (0, 1). Alors, la fonction de densité de la variable aléatoire
YE+Y:+.. . +Y? (8.21)
est donnée par (voir figure IV.5)
1
fol) = —5——= 2" e (8.22)

21/2 . T(n/2)

295

pour x > 0 et par f,,(x) = 0 pour x < 0 (“loi de x* a n degrés de liberté”). L’espérance de cette

variable aléatoire vaut n et sa variance 2n.

0 10 | 20 | 30 40
FIG. IV.5: Fonction de densité (8.22)
Démonstration. Considérons d’abordle casn = 1. Pour 0 < a < b, on a

Pla<Y?<b)=P(a<Y <Vb)+P(—va>Y,>-Vb)

ZQ/VBLe_xQ/QdI*:/bLe_t/Qﬂ’
va \/2m a 21 Vit

ce qui démontre (8.22) pour n = 1 car I'(1/2) = /7.
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Pour le cas général, nous procédons par récurrence. Nous utilisons le résultat du Lemme 8.2
qui affirme que la fonction de densité de Y?+. . .+Y,2 | estla convolution de celle de Y?+. .. +Y;?
avec celle de Y2, ;. Le calcul

1

Jon/2 . T
—x/2

-2n/2 . T (n/2)
/21— /2

V2 T(1/2)- 277 T(n/2) I

(fux fi)(z) = V5 T2 (n/2)/0 (x —t) V2 @=D/2n/2=1 =12 gy

~—

®

_ v N-1/2gm/2-1 gy
V2 T(1)2 /0 (@=1)

x(n—i—l

—

(1= )22 ds = fo(a)

nous permet de conclure. ]

Pour les variables aléatoires C; de (8.17), ce théoreéme montre que

3 (8.23)

i=n-+1

est une variable aléatoire ayant comme fonction de densité f,,,_,(z) (on rappelle qu’aprés normal-
isation, on a o; = 1 pour les variables aléatoires ;).

Appliquons ce résultat a I’exemple du paragraphe IV.6 (voir la formulation (8.12)). Dans ce
cas, on a ||”||3 = 25.2 et m — n = 18 degrés de liberté. La figure IV.5 montre que cette valeur de
|¢”||% est suffisamment petite pour étre probable.

Si I’on avait travaillé avec le modele plus simple

U=a+bT (8.24)

(a la place de (6.4)) on aurait trouvé ||c”||3 = 526.3 et m — n = 19. Cette valeur est trop grande
pour étre probable. La conclusion est que, pour les données du tableau IV.2, la loi (8.24) est a
rejeter sur la base de ces mesures.

IV.9 Exercices

1. Pour calculer I'inverse d’une matrice dont la dimension n est treés grande, il existe un algorithme qui
exige environ n3 opérations. Donner cet algorithme.

2. Supposons que la décomposition LR de la matrice A est a disposition. Pour u,v,b des vecteurs
donnés, trouver un algorithme efficace pour résoudre le systeme

(A+uwwDz=0b

qui utilise uniquement la résolution des systémes A~'b et A~!u. Cet algorithme est connu sous la
formule de Sherman - Morrison - Woodbury.
Indication. Calculer d’abord une formule pour v” z.

3. Considérons le probleme de calculer le produit scalaire
n
i=1

Quelle est sa condition?
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4. Soit A une matrice n x m a coefficients réels. Montrer que

1]l = 14Tl et 1A]l2 = [ ATl2 -

5. Considérons une matrice-bande avec une largeur inférieure p, et une largeur supérieure p,, (c’est-a-
dire, a;; = 0sii—j > pyetsij —1i > p,). Montrer que les matrices L et R de la décomposition
LR avec et sans la recherche de pivot ont aussi une structure de bande. Pour le cas tridiagonal,
Py = py = 1, donner les largeurs des bandes apparaissants dans les décompositions et estimer le cofit
en opérations des algorithmes.

6. Pour résoudre le systeme linéaire
n .
> ey =1, i=1,....n 9.1)
j=1

(matrice du type Vandermonde), dériver un algorithme qui nécessite seulement O(n?) opérations.

Indications.
(a) Le systeme (9.1) est équivalent a
n

S plej)a; =b(p)  pour degp <n— 1,
j=1

ol b(p) = X1y d;b; et p(i) = S0y djid L
(b) Choisir pout p(t) les éléments de la base 1,t — ¢q, (t —c1)(t — ¢2), (t —c1)(t — c2)(t —c3), ...

1 0
A= -1 4
4 1

(b) Démontrer que pour des matrices symétriques nous avons toujours || A|l2 < ||All1.

7. (a) Pour la matrice

calculer ||All1, |42 et | A|co-

8. Les valeurs de la suite b, = exp(k%/3 — (k — 1)?/3) peuvent étre calculées par les formules:

b = exp(k?/? — (k — 1)%/3),

b = exp(k*/3)/ exp((k — 1)%/3)),

b = exp((2k —1)/(k** + (k(k — 1)*® + (k — 1)*/?)).
Calculer a I’aide d’une calculatrice la valeur pour £ = 100000 (le résultat est

b100000 = 1.01446656424210809769528199600) et pour k grand, quelle formule est préférable pour
un calcul en virgule flottante?

9. Les racines du polyndme > — 2px — ¢ = 0 peuvent étre calculées par

M=p+\PP+q  l=p—\/p+q

Montrer que pour p > 0 (grand) et ¢ > 0 (trés petit) cet algorithme est numériquement instable. A
’aide de la relation Aj Ag = —g, trouver un algorithme qui est numériquement stable.
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10. Soient donnés x1, x2, ..., x,. Une estimation de la variance peut &tre calculée par chacune des deux
formules suivantes:
1 - 1 « 2
2 _ ( 2 2) 2 _ ( ) )
o° = i —n o = T; —

ou p = % v, x; est ’espérance. Quelle formule est la plus stable?

a) Appliquer les deux algorithmes a I’exemple n = 2, 1 = 3001, z2 = 3003 et simuler un calcul en
virgule flottante avec 4 chiffres.

b) Etudier I'influence des erreurs d’arrondi pour les deux algorithmes, si n = 2 mais que z et xo
sont arbitraires.

11. a) Calculer la décomposition de Cholesky A = LLT pour la matrice de Hilbert

1
A = (7) s n = 3, 679, 12, 15
t+7—=1/)-1,..n

b) Comparer le résultat numérique avec les valeurs exactes

VAT (- 1)L (j— 1)
G=k!-G+E-1)

lp = ©.2)

Combien de chiffres sont exacts?
c) Si L dénote le résultat numérique, calculer le résidu A — LLT.
Calculer aussi le résidu A — LLT pour la matrice L, donnée par (9.2).

k)

12. Pour une matrice A = (a;;) notons par (al(-j ) les matrices des étapes intermédiaires de I’élimination

de Gauss. Montrer qu’avec une recherche de pivot partielle, on a
max \a@] < 2" max |aj;]. (9.3)
i,J

Pour la matrice suivante, on a égalité dans la formule (9.3):

1 1

-1 1 1
A=1]-1 -1 1 1
-1 -1 -1 ... -1 1

13. Soit A une matrice a m lignes et n colonnes (m > n). On définit pour les matrices non-carrées,

R(4) = max ||Aa]| / min [Ay]l.
l|z]|=1 llyll=1

Pour la norme Euclidienne, montrer que (AT A) = (k2(A))>
Indication. Transformer la matrice symétrique AT A sous forme diagonale \; > Ay > ...
et montrer que

AV
>
3

v
o

max HAmH% = A1, min HAxH% = A\p.
[|lz[l;=1 llzlly=

14. Voici quelques valeurs pour la densité o de I’eau en fonction de sa température 7.

TPC]| o0 5 10 15 20
o(T) ]0.999868 0.999992 0.999728 0.999126 0.998232
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15.

16.

17.

18.

19.
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(a) Approcher ces valeurs par un polynéome de degré 2 (méthode des moindres carrés).

(b) Pour quelle valeur de 7', 1a densité est-elle maximale et quelle est cette valeur maximale?

Indication. Si vous préférez calculer avec des nombres plus petits, faites la transformation x = T'/5,
f(T) =1—o(T).

Soit A une matrice inversible de dimension n. Montrer que la décomposition QR (ou () est orthogo-
nale et R triangulaire supérieure) est unique, si I’on suppose que r;; > Opourt =1,...,n.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes obéissant a la loi normale N (u1,07) et
N (u2,09) respectivement. Montrer que X + [ (pour o > 0) et X + Y obéissent aussi a cette
loi.

Soit X une variable aléatoire qui obéit a la loi x? avec n degrés de liberté (c.-a-d., f,,(z) de (8.22)

est sa fonction de densité). Montrer que

E(X)=n et Var (X) = 2n.

Effectuer une étude complete de I’erreur du modele trouvé a ’exercice 14. Pour cela, trouver les
écarts types des coefficients du polyndme et effectuer un test de confiance du modele.
Indication. ||¢"||* = || Az — b]|%.

Les éléments de la diagonale de C' = (AT A)~! jouent un role important pour 1’étude de I’erreur de
la méthode des moindres carrés. Supposons que nous avons a disposition la décomposition QR de la
matrice A.

(a) Démontrer que C = (RTR)~L.

(b) Trouver un algorithme pour calculer la diagonale de C' en n3/6 opérations ( n = nombre de
colonnes de A; 1 opération = 1 multiplication + 1 addition).



Chapitre V

Valeurs et Vecteurs Propres

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent des équations différentielles (Lagrange 1759,
théorie du son; Lagrange 1781, des matrices 6 X 6 dans le but de calculer les perturbations
séculaires des orbites des 6 planetes connues a I’époque, Oeuvres V, p. 125-490). Aujourd’hui,
le calcul des valeurs et vecteurs propres est indispensable dans toutes les branches de la sci-
ence, en particulier pour la solution des systémes des équations différentielles linéaires, en théorie
de stabilité, pour les questions de convergence de processus itératifs, et en physique et chimie
(mécanique, circuits, cinétique chimique, équation de Schrédinger).
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F1G. V.1: Une application linéaire comme champ de vecteurs (a gauche) ; transformée sur la base
des vecteurs propres (a droite).

Observons en figure V.1 (a gauche) le champ de vecteurs d’une équation différentielle 3y’ = Ay.
Deux directions sautent aux yeux : ce sont les directions ou le vecteur Av prend la méme direction
que le vecteur v, i.e., ou

Av = v ou (A=X)v=0. 0.1)

Si cette équation est vérifiée, A € €' s’appelle valeur propre de la matrice Aetv € €™ (v # 0) est
le vecteur propre correspondant. L’ équation (0.1) possede une solution v non nulle si et seulement
si

Xa(A) =det(A — AI) = 0. 0.2)

Le polynéme x 4(\) est le polynéme caractéristique de la matrice A. Les valeurs propres de A
sont alors les zéros du polyndme caractéristique.
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V.1 La condition du calcul des valeurs propres

A cause des erreurs d’arrondi, les éléments d’une matrice A, pour laquelle on cherche les valeurs
propres, ne sont pas exacts. Ils sont plutdt égaux a a;; = a;;(1 + €;) avec |e;| < eps (eps,
la précision de I’ordinateur, est supposée étre tres petite). Il est alors trés important d’étudier
I’'influence de ces perturbations sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres de la matrice.
Pour montrer ceci, considérons la famille de matrices

Ale) = A+ eC ou le| <eps et |cij| <layl (1.1)

(souvent, la derniére hypothese va étre remplacée par ||C|| < || Al]).

Théoreme 1.1 (Gershgorine) Soit A une matrice n X n (avec des éléments dans IR ou dans ©').
a) Si \ est une valeur propre de A, alors il existe un indice i tel que

A —a;| < Z |aijl, (1.2)
j=1
J#
c.-a-d. que toutes les valeurs propres de A se trouvent dans
I’union des disques Ivp 2wp Ivp
L . —a.l < g
Di={X\; [A— ail —§|aw|}- o > a 3

b) Si une composante connexe de \J;'_, D, consiste de k
disques, elle contient exactement k valeurs propres de A.

Démonstration. Soit v # 0 un vecteur propre et choisissons 1’indice ¢ tel que |v;| > |v;| pour
tout j. La ligne ¢ de I’équation Av = Av donne

> aiv; = (A = ag)v;.
J#i
En divisant par v; et en utilisant I’'inégalité de triangle, on obtient

|)\ — (1,“‘| = ’Zaij . Z_]‘ S Z |aij|'
J#i i
L’affirmation (b) est vraie si A est une matrice diagonale. Le cas général est obtenu par un
argument de continuité en faisant tendre les éléments en dehors de la diagonale vers zéro (voir le
cours “Analyse II”” concernant la dépendance continue de racinces d’un polyndome en fonction d’un
parametre). O
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Théoréme 1.2 Soit A une matrice diagonalisable, i.e., il existe T avec T'AT = diag(\y, ..., \n),
et soit A(e) = A+ €C. Alors, pour chaque valeur propre \(¢) de A(e), il existe un \; avec

M) = Ail < [e] - Koo (T) - |Ce

Démonstration. Nous transformons la matrice A(e) = A + €C' par la méme matrice, qui trans-
forme A sous forme diagonale :

T 'A(e)T = diag(\y, ..., \y) + €T 1CT.

Si I’on dénote par e;; les éléments de T 'C'T, le théoréme de Gershgorine implique I’existence
d’un indice i tel que [A(e) — (A; + €eyi)| < |€] X4 |ei;] . L'inégalité de triangle donne alors

M) = Nl < el -max (Y- leyl) < lel - 1T CT e < lel - I T ool Clloo I Tl oo
J
ce qui démontre I’affirmation du théoréme, car o (T) = || T||oo||T || (condition de T). |

La condition du calcul des valeurs propres depend de la condition de la matrice de transfor-
mation 7". Si la matrice A est symétrique (7" est orthogonale), le probléme est bien conditionné.
Toutefois, observons qu’on obtient seulement une estimation pour 1’erreur absolue et non pour
I’erreur relative.

Théoreme 1.3 (différentiabilité des valeurs propres) Soit A\, une racine simple de x a(\) = 0.
Alors, pour |e| suffisamment petit, la matrice A(e) = A + eC' posséde une valeur propre unique
A1(€) proche de \y. La fonction )\, (€) est différentiable (méme analytique) et on a

ujCvy

(€)= A +e- + O(e%) (1.3)

U1
ont vy est le vecteur propre a droite (Avy = A\jvy) et uy est le vecteur propre a gauche (uj A = \juj).
On peut supposer que ||v1|| = ||ui|| = 1.

Démonstration. Soit p(\, €) := xarec(A) = det(A + eC' — AI). Comme

9p
A,0)=0 t —~(A1,0) #0
p(17) € a)\(h)#a
le théoreme des fonctions implicites garantie I’existence d’une fonction différentiable \; (¢) (méme

analytique), tel que A\;(0) = A\j et p(A1(€), €) = 0. 1l existe donc un vecteur vy (€) # 0 tel que

(Ale) = M(e)T)vi(e) = 0. (1.4)

La matrice dans (1.4) étant de rang n — 1, on peut fixer une composante a 1 et appliquer la regle
de Cramer. Ceci montre que les autres composantes sont des fonctions rationnelles des éléments
de la matrice A + ¢C' — \;(¢)I et donc différentiables. Aprés la normalisation a vy (e)Tv;(e) = 1,
la fonction vy (¢€) reste différentiable.
Pour calculer \}(0), nous pouvons dériver 1’équation (1.4) par rapport a € et poser ensuite
e = 0. Ceci donne
(A= X\ I)vi(0) + (C — X (0)I)v, = 0. (1.5)

En multipliant cette relation par u}, on obtient uj(C' — A (0)I)v; = 0, ce qui permet de calculer
A1(0) et démontre la formule (1.3). O
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Conséquences. La formule (1.3) du théréme précédent montre que le plus le vecteur propre de
droite est parallele au vecteur propre de gauche, le mieux la valeur propre correspondante est bien
conditionnée (par exemple, pour les matrices symétriques les deux vecteurs sont identiques) ; le
plus ils se rapprochent de 1’orthogonalité, le plus la valeur propre est mal conditionnée.

Si la matrice n’est pas symétrique (ou normale), le calcul de \; (valeur propre simple) peut étre
mal conditionné. Considérons par exemple la matrice

a=(o5) o wo) ()
—02 ou Ul—o, ul—m —a /)

Dans cette situation, la formule (1.3) nous donne A\;(€) — \; = € (c1; — acoy) + O(€?) et le calcul
de A\; = 1 est mal conditionné si « est grand.

Exemple 1.4 Considérons la matrice (boite de Jordan)

A1
A1

A= S Y0 (1.6)
A
Le polynome caractéristique de A + eC' satisfait

det(A + eC' — AI) = Ay = \)" — (=1)" - € - n1 + O(e2) + Ole - Ay — A|).

Si cp1 # 0, les termes O(€?) et O(e - |[A\; — \|) sont négligeables par rapport a € - ¢,,;. Les valeurs
propres de A + €C' sont alors approximativement données par les racines de

M=A"=(=1)"-€-cu =0, coa-d. A=A+ (€)' (1.7)
(observer que (¢ - ¢,;)'/™ donne n valeurs complexes distinctes — multiples des racines de I’unité).

Expérience numérique. Prenons la matrice (1.6) avec

A = letn = 5. Les éléments de la matrice C' sont des 1l

nombres aléatoires dans I'intervalle [—1,1]. Le dessin - *

ci-contre montre les 5 valeurs propres de A + eC' pour * *
e=10"%,10"%,...,107'% Lerreur est ~ 10! pour e = *u

107% et = 1072 pour € = 10719, ce qui correspond a la 9 . 11 "
formule (1.7) pour n = 5. x %
Conséquence. Si la dimension n d’une boite de Jordan * *

est plus grande que 1, le calcul de la valeur propre de cette —1r

matrice est tres mal conditionné.

Condition du calcul des vecteurs propres

Considérons la situation ou toutes les valeurs propres de A sont distinctes. La démonstration du
théoréme sur la différentiabilité des valeurs propres montre (voir formule (1.4)) que les vecteurs
propres normalisés v;(€) de A+¢eC sont des fonctions différentiables de e. Pour étudier la condition
du calcul des vecteurs propres, nous exprimons v;(0) dans la base des vecteurs propres (de droite)

v1(0) = zn: Q;v;. (1.8)
i=1
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La formule (1.5) donne alors
> (A = Mgy 4+ (C = A (0)T)vy, = 0. (1.9)
=2

En multipliant (1.9) par le vecteur propre de gauche v (observer que w;v; = 0 pour i # j), on
obtient «; (pour i > 2) de la relation (\; — A\ )a;uiv; +u;Cv; = 0. La normalisation ||v; (€)[|5 = 1

donne (en la dérivant) vjv}(0) = 0 et on en déduit que ov; = — > , yviv;. Si 'on insere les
formules pour «; dans (1.8), on obtient pour vy (¢) = v; + ev}(0) + O(€?) la relation
v1(€) :Ul+€i:22 m(vZ —vvin;) + O(2). (1.10)

De cette formule, on voit que la condition du calcul du vecteur propre v; dépend de la grandeur
u;v; (comme c’est le cas pour la valeur propre; voir la formule (1.3)) et aussi de la distance entre
A1 et les autres valeurs propres de A.

Un algorithme dangereux

La premiere méthode (déja utilisée par Lagrange) pour calculer les valeurs propres d’une matrice A
est la suivante: calculer d’abord les coefficients du polynéme caractéristique x 4(\) et déterminer
ensuite les zéros de ce polynome. Si la dimension de A est tres petite (disons n < 3) ou si 1’on fait
le calcul en arithmétique exacte, cet algorithme peut étre tres utile. Par contre, si 1’on fait le calcul
en virgule flottante, cet algorithme peut donner des mauvaises surprises.

Considérons, par exemple, le probleme de calculer les valeurs propres de la matrice diagonale

A = diag(1,2,3,...,n) (1.11)
dont le polyndme caractéristique est
XaAA) =1 =XN)2=NB=X)-...-(n=2A)
= (=1)" A" + A A" AT a )+ ag.

Les coefficients calculés satisfont a; = a;(1 + ¢;) avec |¢;| < eps. Cette perturbation dans les
coefficients provoque une grande erreur dans les zéros de (1.12). Les résultats numériques pour
n=29,11,13,15 (avec eps ~ 6 - 1078, simple précision) sont dessinés dans la figure V.2.

(1.12)

Conclusion. Eviter le calcul des coefficients du polyndome caractéristique. Un tel algorithme est
numériquement instable.

n=9 2- n=11
ol & o o & % o W O = & & &k & ofs e & X
_27
13 7 15 . *
n= * = 2 M=
L o b
* *
X K ¥ KX =8 =¥ =¥ @ @ @ B O 07 D & G 4 D&D B B 8 B ®8B ©8 ® 8 ©8 @8
x
x r #* x
= x
—2H &
=

FI1G. V.2: Zéros de (1.12) avec des coefficients perturbés
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V.2 La méthode de la puissance

Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres d’une matrice A est basé sur I’itération

Yr+1 = Ayp 2.1)

oll /o est un vecteur arbitraire. Dans le théoréme suivant, on démontre que v, = A¥y, (méthode de
la puissance) tend vers un vecteur propre de A et que le quotient de Rayleigh y; Ay /yiyy est une
approximation d’une valeur propre de A.

Théoreéme 2.1 Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres A1, ..., \, et de vecteurs
propres vy, . .., v, (normalisés par ||v;||2 = 1).
Si|A1] > |Ae] = |As] > ... > |\, les vecteurs yy, de Uitération (2.1) vérifient
Y = )\lf(alvl + O(‘)\Q/)\1|k)) (22)
(le nombre ay est défini par yo = >, a;v;). Le quotient de Rayleigh satisfait (si a; # 0)
P A Ao |k
M:Aﬁo(]—?] ). (2.3)
Yk A1

Si A est une matrice normale (c.-a-d. que les vecteurs propres sont orthogonaux), [’erreur dans
(23) est O(‘)\Q/)\l‘Qk)

Démonstration.  Exprimons le vecteur de départ y, dans la base des vecteur propres, c.-a-d.,
Yo = »_i—1 a;v;. Par récurrence, on voit que

Y = Akyo = Z ai)\fvl- = )\If (CLlUl + Z az(—) ’Ui), (24)
i=1 i=2 A1
ce qui démontre la formule (2.2). De cette relation, on déduit que
. . < — .
YrAYL = YrYkr1 = Z |ai|2‘>‘i‘2k)‘i + Z aia;A A?““z’ Uj (2.5)
i=1 i#j
* = — Nk *
Yk = Z lai || N ?F + Z a;a;\; )\?vi v;. (2.6)
i=1 i#j

Si a; # 0, la formule (2.3) est une conséquence de
YeAyr a7 A (14 O Ao/ M)
Yik ar? - [ AP (1 + O(J A2/ M[F))

Pour une matrice normale, le deuxieme terme dans les formules (2.5) et (2.6) est absent et I’expression
O(|A2/A1|%) peut étre remplacée par O(| A2/ |*) dans (2.7) et dans (2.3). m

2.7)

Exemple 2.2 Considérons la matrice A = dont la valeur propre la plus grande

O O~ N
ol—t[\DH
N = O

est A\ = 2(1 + cos(7/4)) ~ 3.4142135623730
sance nous donnent

yo = (1,1, 1)7, v = (3,4,3)7, yo = (10,14, 10)"

5. Quelques itérations de la méthode de la puis-

et une premiere approximation de \; est obtenue par

* A ¥ 11
yl* Yo M _ M6 341176,
Ny Y1y
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Remarques. Les éléments du vecteur y; croissent exponentiellement avec k. Il est alors recom-
mandé de normaliser y;, aprés chaque itération, c.-a-d. de remplacer y, par yi/||yx||. Sinon, on
risque un “overflow”. Si |A2/A1| est proche de 1, la convergence est trés lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modification suivante.

Méthode de la puissance inverse de Wielandt

Supposons qu’on connaisse une approximation y de la valeur propre cherchée )\, (il n’est pas
nécessaire de supposer que \; soit la plus grande valeur propre de A). L’idée est d’appliquer
Iitération (2.1) a la matrice (A — puI)~'. Les valeurs propres de cette matrice sont (\; — ). Si
1 est proche de \j, on a

1 1
> pour 1> 2
Ar =l = (A —
et la convergence va étre trés rapide. Litération devient alors ;1 = (A — uI) 1y, ou
(A = puD)Yri1 = Y- (2.8)

Apres avoir calculé la décomposition LR de la matrice A — p/, une itération de (2.8) ne colte pas
plus cher qu’une de (2.1).

Exemple 2.3 Pour la matrice A de I’exemple précédent, choisissons p = 3.41 ety = (1,1.4,1)7.
Deux itérations de (2.8) nous donnent

236.134453781513 56041.9461902408
y1 = | 333.949579831933 |, Y2 = | 79255.2785820210
236.134453781513 56041.9461902408

et on obtient
L yiA—uD)n _ yiy
A — 341 Yt Yith
De cette relation, on calcule \; et on obtient I’approximation 3.41421356237333. Les 13 premiers
chiffres sont corrects.

~ 237.328870774159.

La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est importante pour la compréhension
d’autres algorithmes. Si ’on veut calculer toutes les valeurs propres d’une matrice, on utilise
des méthodes encore plus sophistiquées. En pratique, on procede de la maniére suivante:

e on distingue les cas: A symétrique ou A quelconque.

e on cherche T telle que T-'AT = H devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice
tridiagonale, si A est symétrique); voir V.3.

e on applique I’algorithme QR a la matrice H (voir V.6).

e si H est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut également appliquer la méthode de
bissection (voir V.4).

V.3 Transformation sous forme de Hessenberg (ou tridiagonale)

Avec la transformation v = T'u (ou 7" est une matrice inversible) le probleme
Av=X v  devient T 'ATu= \u.

Donc, les valeurs propres de A et de T-*AT sont les mémes et les vecteurs propres v; de A
se transforment par v; = T'u;. Le but de ce paragraphe est de trouver une matrice 7" telle que
T~LAT devienne “plus simple”. La situation idéale serait trouvée si T~ ' AT devenait diagonale ou
triangulaire — mais une telle transformation nécessiterait déja la connaissance des valeurs propres.
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Alors, on cherche T tel que T~ AT soit sous forme de Hessenberg

* % :

TilAT:H: * % ,
*
* *

3.1)

c.-a-d., h;; = 0 pour ¢ > j + 1. Pour arriver a ce but, nous considérons deux algorithmes.

a) A I’aide des transformations élémentaires

Comme pour I’élimination de Gauss, nous utilisons les transformations L; pour faire apparaitre les

z€ros — colonne par colonne — dans (3.1).

Dans un premier pas, nous choisissons k > 2 tel que |ay1| > |a;1| pour j > 2 et nous permutons
les lignes 2 et k, c.-a-d., nous formons P A ou P est une matrice de permutation convenable. Pour
ne pas changer les valeurs propres, il faut également permuter les colonnes 2 et k (ceci correspond
au calcul de A’ = PAP~! car P2 = [ etdonc P = P7!). Sia), = 0, on a aussi a}; = 0 pour

1 > 3 et le premier pas est terminé. Sinon, nous déterminons

1 ap
0 1 Uy
Ly=]0 —fz 1 telle que LA = 0 =«
0 =l ... 0 1 0 =

Pour ceci, on définit ¢;5 = a’, /a’,. Une multiplication a droite avec

1
0 1
L2_1 = 0 632 1
0 Yl 0 1

ne change pas la premiére colonne de Ly A’.

!
a’ln
a/

2n

*

On répéte la méme procédure avec la sous-matrice de Lo A’Ly ' de dimension n — 1, et ainsi de
suite. A cause des multiplications a droite avec L; ', cet algorithme coiite deux fois plus cher que

I’élimination de Gauss (donc ~ 2n?/3 opérations).

Exemple. Pour la matrice

3 2 1 1 0 0
A=|[2 1 3 on prend Lo=1|0 1 0
1 3 1 0 —-1/2 1
et on obtient
3 2 1 3 5/2
LyA=|2 1 3 1, puis  L,AL,' =2 5/2
0 5/2 —1/2 0 9/4 —1/2

=H.

Cet exemple montre un désavantage de cet algorithme: si I’on part avec une matrice symétrique
A, la matrice de Hessenberg H, obtenue par cet algorithme, n’est plus symétrique en général.
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b) A I’aide des transformations orthogonales

Il est souvent préférable de travailler avec des réflexions de Householder (voir le paragraphe IV.7).
Commencons par une réflexion pour les coordonnées 2, ..., n laissant fixe la premiere coor-
donnée : QQ =1 — 217,2@%‘ (Hﬂg”g = ].) tel que ngzll = (e ou Al = (a21, .. .,anl)T. En
posant uy = (0,1y)" et Qs = I — 2uyul, la matrice QA contient des zéros dans la premiere
colonne a partir du troisiéme élément. La multiplication a droite avec Q5 = QT = @, ne change
pas cette colonne :

app a1z a3 ap Gz a3 a1y
Q2 A
Q21 G22 (23 —

A
QA @ o, e
a3y azz as3 0] [ %] * 0

Dans le pas suivant, on applique la méme procédure a la sous-matrice de dimension n — 1, etc.
Finalement, on arrive a la forme de Hessenberg (3.1) avec la tranformation 7! = Q,,_; - ... - Qo,
qui est une matrice orthogonale (c.-a-d., T~! = T7).

Nous avons un double avantage avec cet algorithme :

e il ne faut pas faire une recherche de pivot ;

e si A est symétrique, alors T~ AT est aussi symétrique, et donc tridiagonale.

V.4 Meéthode de bissection pour des matrices tridiagonales

Considérons une matrice symétrique tridiagonale

dy e
ea dy e
A= es . “4.1)
. . en
€n  dp

On observe tout d’abord que si un élément e; est nul, la matrice A est déja décomposée en deux
sous-matrices du méme type, qui ensemble fournissent les valeurs propres de A.
On peut donc supposer, sans restreindre la généralité, que

e; #0 pour 1=2,...,n. 4.2)

Pour cette matrice, il est possible de calculer la valeur x 4(\) du polyndme caractéristique sans
connaitre ses coefficients. En effet, si I’on pose

d e dy e
A1:(d1), Azz( ! d2)7 As=|e dy e3 ],
€2 2
€3 d3
et si I’on définit p;(\) := det(A; — AI), on obtient
po()\) =1

pi(AN) = (di — Npi—1(\) — epi_a(N), i=2,...,n.
La formule de récurrence dans (4.3) est obtenue en développant le déterminant de la matrice A;—\/
par rapport a la derniére ligne (ou colonne).

En principe, on peut maintenant calculer les valeurs propres de A (c.-a-d. les zéros de p,,()\))
de la maniére suivante : chercher un intervalle ol p, () change de signe et localiser une racine de
pn(A) = 0 par bissection. Les évaluations de p,,(\) sont faites a I’aide de la formule (4.3). Mais il
existe une astuce interessante qui permet d’améliorer cet algorithme.
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Théoreme 4.1 Si (4.2) est vérifié, les polynomes p;(\) définis par (4.3) satisfont
a) ply(N) pa_1(N) <0 si pa(\) =0 (A € R);

~ o~ -~

b) pi—1(N) piri(A) <0 si p;(A) =0 pouruniec{l,...,n—1};
¢) po(A) ne change pas de signe sur IR.

Démonstration. L affirmation (c) est triviale.

~

Si p;(A) = Opouruni € {1,...,n — 1}, la formule de récurrence (4.3) donne I’inégalité
pis1(MN)pi—1(A) < 0. Pour démontrer (b), il suffit d’exclure le cas p;1(N\)pi_1(A) = 0. Si deux
valeurs consécutives de la suite {p;(\)} sont nulles, la formule de récurrence montre que p;(A) = 0
pour tout i, ce qui contredit py(A) = 1.

Nous démontrons par récurrence que
toutes les racines de p;(\) sont réelles, simples et séparées par celles de p;_1(\). 4.4)

Il n’y a rien a démontrer pour ¢ = 1. Supposons la propriété vraie pour ¢ et montrons qu’elle est
encore vraie pour ¢ + 1. Comme les zéros \; < ... < \; de p;(\) sont séparés par ceux de p;_1(\)
et comme p;_1(—o0) = +o0, nous avons signp;_1(\;) = (—=1)7*1. Alors, on déduit de (b) que
signp;1(A;) = (—1)7. Ceci et le fait que p;11(A) = (—1)""' A" 4+ ... montrent que p;1(A)
possede un zéro réel dans chacun des intervalles ouverts (—o00, A1), (A1, Aa), ..., (s, 00).

L’ affirmation (a) est maintenant une conséquence de (b) et de (4.4); voir la figure V.3. O

R —— Vo
| N e

B
o
W —— o
)
B

\_/
N — ¢ T~

\//\\//\\ s\

F1G. V.3: Suite de Sturm

Définition 4.2 (suite de Sturm) Une suite (po,p1,...,pn) de polyndmes a coefficients réelles
s’appelle une suite de Sturm', si elle vérifie les conditions (a), (b), (c) du Théoréme 4.1.

Théoreme 4.3 Considérons une suite de Sturm (po, p1, . . ., pn). Si I'on définit
w(A) = nombre de changements de signes de {po(\), p1(A), ..., pn(N)}, 4.5)
alors le polynéme p,,(\) posséde exactement
w(b) — w(a) (4.6)
zéros dans Uintervalle |a,b) (si p;(\) = 0, on définit sign p;(\) = signp;_1(\)).

Démonstration. Par continuité, 1’entier w(\) peut changer sa valeur seulement si une valeur des
fonctions p;(A) devient nulle. La fonction pg(\) ne change pas de signe. Supposons alors que
pi(\) = Opouruni € {1,...,n — 1}. La condition (b) et la continuité de p;(\) montrent que
seulement les deux situations suivantes sont possibles (e petit):

!Jacques Charles Frangois Sturm (1803 — 1855), né le 29 septembre 1803 a Geneve.
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‘ A—€e A Ate ‘ A—e A A+e
pii(N) |+ o+ o+ pia(N) | - = =
pi(A) | £ 0 F p(A) | £ 0 F
pisi(N) | — - - pici(N) |+ +  F

Chaque fois, on a w(\ + €) = w(A) = w(A — €) et la valeur de w(\) ne change pas si ) traverse
un zéro de p;(\) pouri € {1,...,n— 1}.

11 reste 2 étudier la fonction w()) dans un voisinage d’un zéro A de p,(\). La propriété (a)
implique que pour les signes de p;(\) on a seulement les deux possibilités suivantes:

5
pn—1(>\) +
Pn(N) +

‘/)\\—6 A At

L
— Pn(N) — 0 +

3\+e
+

S+ [ >

c.-a-d., w(A + €) = w(X — €) + 1. Ceci démontre que la fonction w()\) est constante par morceaux
et augmente de 1 sa valeur si A traverse un zéro de p,, (). i

Méthode de bissection. Si1’on applique ce théoréme a la suite (4.3), la différence w(b) — w(a) est
égale au nombre de valeurs propres de (4.1) dans I’intervalle [a, b). On obtient toutes les valeurs
propres de A de la maniére suivante:

e on cherche un intervalle [a, b] qui contienne toutes les valeurs propres de A (p.ex., en appli-
quant le théoréme de Gershgorin). On a donc que w(a) = 0 et w(b) = n.

e on pose ¢ = (a + b)/2 et on calcule w(c). Les différences w(c) — w(a) et w(b) —
indiquent combien de valeurs propres de A sont dans [a, ¢) et combien sont dans [c, b).

w(c)

e on continue a diviser les intervalles qui contiennent au moins une valeur propre de A.

On peut facilement modifier cet algorithme pour calculer la valeur propre la plus petite ou la 3¢me
plus grande valeur propre, etc.

Pour éviter un “overflow” dans le calcul de p,, () (si n et A sont grands), il vaut mieux travailler
avec

et utiliser le fait que
w(A) = nombre d’éléments négatifs parmi {fi1(A\),..., fu(A)} (4.8)
(attention: si p;_1(\) est zéro, on pose f;(\) = —oo; cette valeur compte pour un élément négatif).
Pour une programmation de 1’algorithme, on utilise la récurrence
i) =dy — A
_ e;/fiei(A) si fiii(A) #0 (4.9)
fild) = di = = {|ei\/eps si fi-1(A) =0.

La formule pour le cas f;_;(\) # 0 est une conséquence de (4.3). Si f;_1(\) = 0 (c.-a-d.,
pi—1(A) = 0), on remplace cette valeur par |e;| - eps. Ceci correspond a ajouter la perturbation
lei| - epsad;_;.
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V.5 Litération orthogonale

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser la méthode de la puissance (voir le paragraphe V.2)
afin de pouvoir calculer les deux (trois, ...) valeurs propres dominantes en méme temps. Cette
généralisation motivera I’itération QR qui constitue 1’algorithme le plus important pour le calcul
des valeurs propres d’une matrice.

Généralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux valeurs propres domi-
nantes). Considérons une matrice A dont les valeurs propres satisfont

IA1] > Ao > ... > [\ (5.1

La méthode de la puissance est basée sur I'itération yr,1 = Ay; (voir (2.1)) et nous permet
d’obtenir une approximation de A; a I’aide du quotient de Rayleigh. Pour calculer (en méme
temps) la deuxiéme valeur propre \q, nous prenons deux vecteurs y, et zo satisfaisant y;zo = 0 et
nous considérons 1’itération

=A
Yr+1 Yk (52)
Zer1 = A2k — Brr1¥kn
ol B4 est déterminé par la condition ¥ ;2441 = 0. Par induction, on voit que
= A*
e (5.3)
= A"20 — WYk
ol v est tel que
ypzk = 0. 5.4

Ceci signifie que le calcul de {z;} correspond a la méthode de la puissance appliquée a zy, com-
binée avec une orthogonalisation (projection de A*z, sur le complément orthogonal de ;).

En exprimant les vecteurs initiaux dans la base de vecteurs propres vy, . . ., v, de la matrice A
(on suppose ||v;|l2 = 1),

n n
= Zaz’% 20 = Z bivi,
i=1 =1

les vecteurs vy, 2, deviennent

n

=" a; v, 2 =Y (b — yrai) v (5.5)
i=1

i=1

Comme nous I’avons constaté dans le paragraphe V.2, pour k — o0, le terme a; \yv; est dominant
dans y; (si a; # 0) et on obtient une approximation du premier vecteur propre v;. Que peut-on
dire pour la suite z;?

La condition (5.4) d’orthogonalité implique que

n

DS ai(by — ykay ) AN v = 0. (5.6)

i=1j=1

Cette relation définit 7. Comme le terme avec ¢ = j = 1 est dominant, on voit que v, = b;/a;.
Par la suite, nous allons supposer que a; # 0 et a;by — asb; # 0. En divisant (5.6) par \¥, on
obtient

a1 (by — an) N5 (14 O(a/M[F)) = —a1(ba — maz) s (v + O(1A2/M[*) + O As/Xa]") ).
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Maintenant, on peut insérer cette formule dans (5.5) et on en déduit
2k = M (by — ka2) (v2 — vivz - v1 + O Ao/ M[*) + O(As/ Aol")). (5.7)

Visiblement, le vecteur z;, s’approche (pour £ — oo) d’un multiple de vo — vjv, - vy, qui est la

projection orthogonale de v, a ’hyperplan vi-. Concernant les valeurs propres, on a le résultat

suivant.
Théoreme 5.1 Considérons les vecteurs yy, 2, donnés par (5.2) et notons

Uk = (yn/llyell2 2e/ll2xll2) (5.8)

(observer que U Uy, = I). Si (5.1) est vérifié, on a que

U, AU, — <)\1 *> pour k — oo. (5.9)
0 X

Démonstration. L’élément (1,1) de la matrice U}; AU}, est le quotient de Rayleigh (2.3) qui con-
verge vers \;. En utilisant (5.7), on voit que 1’élément (2,2) satisfait

2 Az . (V2 — v}vg - v1)*(Aava — Mo - v1) Aol — [vfue]?)

= = Ao.
22k (v2 — VTV2 - v1)* (Vg — ViV2 - V1) 1 — |vfv|? ’
De facon similaire, on obtient pour 1’élément (2,1)
25 Ay, (vg — ViV - v1)* A1y _0
[2ell2 - llywll2 [v2 = viva - vifl2 - flonla
Finalement, I’élément (1,2) de U} AU}, satisfait
yrAzy, v} (Agvg — Avivg - vy) _ (A2 — A1)vivg
lll2 - {12l [oilla - flva —vive-oills /1 — Jorus|?
Cette expression est en général non nulle. O
Remarque. Avec la notation (5.8), I'itération (5.2) peut étre écrite sous la forme
AU = U1 Ri1a (5.10)

ol Ry est une matrice 2 X 2 qui est triangulaire supérieure.

Méthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeurs propres) ou simplement itération
orthogonale. La généralisation de 1’algorithme précédent au cas ou I’on veut calculer toutes les
valeurs propres d’une matrice est évidente: on choisit une matrice orthogonale Uy, c.-a-d., on
choisit n vecteurs orthogonaux (les colonnes de Up) qui jouent le rdle de o, 29, etc. Puis, on
effectue I’itération
for k=1,2,...
Zy = AUk
U.Ry = Zy, (décomposition QR)
end
Si (5.1) est vérifié et si la matrice U, est bien choisie (a; # 0, a;bs — asb; # 0, etc), une
généralisation du théoreme précédent donne la convergence de

Ty, := U AUy, (5.11)
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vers une matrice triangulaire dont les éléments de la diagonale sont les valeurs propres de A. On
a donc transformé A en forme triangulaire a I’aide d’une matrice orthogonale (décomposition de
Schur).

Il y a une possibilité intéressante pour calculer 7, de (5.11) directement a partir de 7j,_;. D’ une
part, on déduit de (5.10) que

Tk,1 = Ug,lAqu = (U]:flUk)Rk (5123)

D’autre part, on a
Ty, = Uy AU, = UL AU Uj_ Uy = R (U _ Uy). (5.12b)

On calcule la décomposition QR de la matrice 7;_; et on échange les deux matrices de cette
décomposition pour obtenir 7.

V.6 L’ algorithme QR

La méthode QR, due a J.C.F. Francis et a V.N. Kublanovskaya, est la méthode la plus couram-
ment utilisée pour le calcul de I’ensemble des valeurs propres . . . (P.G. Ciarlet 1982)
... the QR iteration, and it forms the backbone of the most effective algorithm for computing
the Schur decomposition. (G.H. Golub & C.F. van Loan 1989)

La version simple du célebre algorithme QR n’est rien d’autre que la méthode du paragraphe
précédent. En effet, si I’on pose Qx = U;_,Uy et si I’on commence !’itération avec Uy = I, les
formules (5.11) et (5.12) nous permettent d’écrire 1’algorithme précédent comme suit:

T, = A
for k=1,2,...
QrRy = Ty (décomposition QR)
Ty = ReQx,
end

Les 7} qui sont les mémes que dans le paragraphe V.5, convergent (en général) vers une matrice
triangulaire. Ceci nous permet d’obtenir toutes les valeurs propres de la matrice A car les T}, ont
les mémes valeurs propres que A (voir (5.11)).

Cet algorithme important a ét€¢ développé indépendamment par J.G.F. Francis (1961) et par
V.N. Kublanovskaya (1961). Un algorithme similaire, qui utilise la décomposition LR a la place
de la décomposition QR, a été introduit par H. Rutishauser (1958).

Exemple numérique. Appliquons la méthode QR a la matrice

10

A= 6.1)

S Ut O N
A~ &~ 00 W
QO W =~ Ot

3
0
0

On peut montrer (voir exercice 14) que, pour une matrice de Hessenberg A, toutes les matrices 7},

sont aussi sous forme de Hessenberg. Pour étudier la convergence vers une matrice triangulaire, il
(k)

suffit alors de considérer les €léments ¢;.'; ; (¢ = 1,...,n — 1) de la sous-diagonale. On constate
que
(k+1)
tiv1 i1
t (:)1 ~ 2L (6.2)

i+, i
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FI1G. V.4: Convergence de la méthode QR (sans shift)

(A ~ 14.3, Ay = 7.86, A3 =~ 2.70, Ay = —1.86). Comme |A\;11/)\;| < 1, les éléments tl(i)u con-
vergent, pour k — oo, linéairement vers 0 (voir la figure V.4, ou les valeurs |t§i)1,z‘ sont dessinées
en fonction du nombre k de I’itération).

Remarques. (a) Comme le calcul de la décomposition QR d’une matrice pleine est tres coliteux
(O(n?) opérations), on applique I’algorithme QR uniquement aux matrices de Hessenberg. Dans
cette situation une itération nécessite seulement O(n?) opérations.

(b) La convergence est tres lente en général (seulement linéaire). Pour rendre efficace cet
algorithme, il faut absolument trouver un moyen pour accélérer la convergence.

(c) Considérons la situation ou A est une matrice réelle qui posseéde des valeurs propres com-
plexes (I’hypothese (5.1) est violée). L’algorithme QR produit une suite de matrices 7} qui sont
toutes réelles. Dans cette situation, les 7}, ne convergent pas vers une matrice triangulaire, mais
deviennent triangulaires par blocs (sans démonstration). Comme la dimension des blocs dans la
diagonale vaut en général 1 ou 2, on obtient également des approximations des valeurs propres.

Accélération de la convergence
D’apres 1’observation (6.2), nous savons que

t9) = O(An/ A1) (6.3)

nn—1 "

La convergence vers zéro de cet élément ne va étre rapide que si |A,| < |\,_1]. Une idée géniale
est d’appliquer 1’algorithme QR a la matrice A — pl ou p ~ \,. Comme les valeurs propres de
A — pl sont \; — p, on a la propriété |\, — p| < |\; — p|pouri =1,...,n— 1 et I’élément tgf,)%l
va converger rapidement vers z€ro. Rien ne nous empéche d’améliorer 1I’approximation p apres

chaque itération. L’algorithme QR avec “shift” devient alors:

TO =A

for k=1,2,...
déterminer le parametre py_;
Qe =Ti1 — prl (décomposition QR)
Ty = RBxQk + pr—1l

end

Les matrices T}, de cette itération satisfont

QrT—1Qk = Qp(QrRi + pr—11)Qr = RiQp + pr—1l = T. (6.4)

Ceci implique que, indépendamment de la suite py, les matrices 7} ont toutes les mémes valeurs
propres que Ty = A.

Pour décrire completement 1’algorithme QR avec shift, il faut encore discuter le choix du
parametre py, et il faut donner un critere pour arréter I’itération.
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Choix du “shift”-parametre. On a plusieurs possibilités:
e p;. = t): ce choix marche trés bien si les valeurs propres de la matrice sont réelles.
e on considere la matrice

t(k_)l 1 t(k_)l
( W ) (6.5)

Si les valeurs propres de (6.5) sont réelles, on choisit pour pj celle qui est la plus proche de tgfzb
Si elles sont de la forme o 4 i3 avec 3 # 0 (donc complexes), on prend d’abord pr, = o + i et
pour ’itération suivante py1 = a — if3.

(k) (k)

Critere pour arréter Ditération. L’idée est d’itérer jusqu’a ce que t,,,,_; ou t,”; , 5 soit suff-
isamment petit. Plus précisément, on arréte 1’itération quand
k k k
[t eps (| + 7)) powr €=n ou (=n-1 (66)

k

e Si (6.6) est vérifié pour ¢ = n, on accepte tn}l

I’itération avec la matrice (tz(f))i,jgn,l.
e Si (6.6) est vérifié pour ¢ = n — 1, on accepte les deux valeurs propres de (6.5) comme approx-

imations de \,, et \,,_; et on continue 1’itération avec la matrice (tgj))mgn,g.

comme approximation de A, et on continue

Exemple numérique. Nous avons appliqué 1’algorithme QR a la matrice (6.1) avec le shift p, =
t*) " La convergence de tz(i)l,i vers zéro est illustrée dans la figure V.5. Une comparaison avec la
figure V.4 nous montre que la convergence est beaucoup plus rapide (convergence quadratique).
Apres 5 itérations, on a |t4(1]§)| < 1075, Encore 4 itérations pour la matrice de dimension 3 donnent
|t§]§)| < 10715, 11 ne reste plus que 3 itérations 2 faire pour la matrice de dimension 2 pour avoir
|t§]§)| < 10715, En tout, 12 itérations ont donné toutes les valeurs propres avec une précision de 15

chiffres.

10°
10°3
10°

10°°

1022

10715 ‘ ‘ ‘ ‘ ! ‘ ‘ ‘ ‘
) 10
FI1G. V.5: Convergence de la méthode QR (avec shift)

o

Le ““double shift’’ de Francis

Dans la situation ou A est une matrice réelle ayant des valeurs propres complexes, il est recom-
mandé de choisir un shift-parametre p; qui soit complexe. Une application directe de I’algorithme
précédent nécessite un calcul avec des matrices complexes. L’ observation suivante permet d’éviter
ceci.

Lemme 6.1 Soit T}, une matrice réelle, p, = o+ i et prr1 = o — i8. Alors, on peut choisir les
décompositions dans I’algorithme QR de maniére a ce que T} - soit réelle.
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Remarque. La décomposition QR d’une matrice est unique sauf qu’on peut remplacer ()R par
(QD)(D7'R) ou D = diag(dy, . ..,d,) avec |d;| = 1.

Démonstration. La formule (6.4) montre que

Tyt = (Qk+1@k+2)*Tk(Qk+1Qk+2)- (6.7)

11 suffit alors de démontrer que le produit Q41 Q2 est réel. Une manipulation a I’aide de formules
pour T}, donne

Qr+1Qr+2RitoRit1 = Qra1 (Thgr — Prsr ) Rigr = Qut (Rrg1 Qrsr + Did — prorl) Riqn
= (Qri1Br1)” + (k. — pres1) Qrrr Bievr = (T — pil)* + (pr — prsr) (T — pi)
=T7 — (px + prs1)Th + peproal = M. (6.8)

On a donc trouvé une décomposition QR de la matrice M qui, en conséquence des hypotheses du
lemme, est une matrice réelle. Si, dans 1’algorithme QR, la décomposition est choisie de maniere
a ce que les éléments diagonaux de [y et [%;;o soient réels, alors, a cause de 'unicité de la
décomposition QR, les matrices Qr1Qxr2 et Ry, o Ry, 1 sont réelles. O

Une possibilité de calculer 7, a partir de 7}, est de calculer M de (6.8), de faire une décompo-
sition QR (réelle) de M et de calculer T}, - a 1’aide de (6.7). Cet algorithme n’est pas pratique car
le calcul de T? nécessite O(n?) opérations, méme si T}, est sous forme de Hessenberg.

Il y a une astuce intéressante pour obtenir 7}, a partir de T}, en O(n?) opérations. Elle est
basée sur la propriété suivante.

Théoreéme 6.2 Soit T' une matrice donnée et supposons que

QTQ =S (6.9)

out () est orthogonale et S est sous forme de Hessenberg satisfaisant s;;_1 # 0 pouri =2,...,n.
Alors, () et S sont déterminées de maniére “unique” par la premieére colonne de Q).

499

Remarque. On a “unicité” dans le sens suivant: si Q*TQ est de type Hessenberg avec une matrice
orthogonale () satisfaisant Qe; = Qey, alors Q = QD ou D = diag(dy, . .., d,) avec |d;| = 1.

Démonstration. Notons les colonnes de () par g;. Alors, la relation (6.9) implique

i+1
Tqi =) sjitj, 416 = sji- (6.10)
j=1

Si ¢q; est fixé, la valeur s;; est donnée par la deuxieme formule de (6.10). Avec cette valeur, on
obtient de la premiere formule de (6.10) que ¢- est un multiple de 7'¢; — s11¢;. Ceci détermine ¢
a une unité d, pres. Maintenant, les valeurs s, S12, S22 sont déterminées et g3 est un multiple de
T'qy — $21q1 — S22(2, €tC. i

Si les hypotheses du lemme précédent sont vérifiées, on peut calculer la matrice réelle T}, » en
O(n?) opérations de la maniére suivante:

e calculer Me,, la premiere colonne de M (formule (6.8));

e déterminer une matrice de Householder H; telle que Hi(Me;) = aey;

e transformer H 1T T} H, sous forme de Hessenberg a 1’aide de matrices de Householder Ho, . . .,
H,,_4 (voir le paragraphe V.3); c.-a-d., calculer H'T,Hou H=H,Hy-...-H,_;.
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Comme H;e; = ey pour ¢t = 2,...,n — 1, la premiere colonne de H est un multiple de celle de
M (observer que H{ = H,). Par la formule (6.8), la premiére colonne de Q41 Q2 est aussi un
multiple de Me;. Par conséquent, pour un bon choix des décompositions Q11 Ry+1 €t QxroRkt2,
ona H = Qp41Qk2 et la matrice obtenue par cet algorithme est égale a T} o (voir (6.7)).

Etude de la convergence

Supposons d’étre déja proche de la limite et considérons, par exemple, la matrice

2 a
TO_A_(G 1)

ol € est un nombre petit. Avec le choix py = 1 pour le shift-parametre, on obtient

1 _ € 2 a
To—poIZ(i a):<\/1+e2 ¢1+Ez><\/1+6 Vite2 >=Q1R1

0 e 1 0 __ae
1+€2 1+€2 14€2

et
* *
Ty —pol = RiQ1 = ( ae? ) .

14-€2 *

e si A est symétrique (c.-a-d., a =€) on a tg% = O(e?), donc convergence cubique.

—1
e si A n’est pas symétrique (p.ex. a = 1) on a tgj%l = O(€?), donc convergence quadratique.

Ces propriétés restent vraies pour des matrices générales (sans démonstration).

V.7 Exercices

1. Calculer les valeurs propres de la matrice tridiagonale (dimension n, b - ¢ > 0)

a
b

SR O
SR O
o

Indication. Les composants du vecteur propre (vy,va, ..., v,)" satisfont une équation aux différences
. _ _ Pl L ] j N
finies avec vy = v, 1 = 0. Vérifier que v; = Const - (ag — o) ol

A—a b (6 n+1
aptop=——m, ap-ag = -, (1) =1

C a9

Résultat. )\j:a—2\/%-cos( Jil), 7=12 ... n.
n

1 € 0
Ae)=1[ -1 0 1
1 —-14¢ —¢

D’apres le théoréme 1.3 cette matrice possede une valeur propre de la forme

2. Considérer la matrice

Ae) =i+e-d+O(2).

Calculer d et dessiner la tangente a la courbe \(¢) au point A(0).
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3. (a) Calculer par la méthode de la puissance, la plus grande valeur propre de la matrice

99 1 0
A=1|1 100 1 |.
0 1 98

(b) Pour accélerer considérablement la vitesse de convergence, appliquer la méthode de la puis-
sance a la matrice A — pI avec un choix intelligent de p.

(c) Avec quel choix de p obtient-on la valeur propre la plus petite?

4. Considérons la matrice tridiagonale

b1 Cc1
ar by c
A= 1 02 2
a
Montrer que, si a; - ¢; > Opouri = 1,...,n — 1, toutes les valeurs propres de A sont réelles.

Indication. Trouver D = diag(dy, ..., d,) telle que DAD~! soit symétrique.

5. Soit A une matrice symétrique et B quelconque. Montrer que pour chaque valeur propre Ap de B il
existe une valeur propre A4 de A telle que

[Aa = Ag| < [|A = Blfa.

Indication. Montrer I’existence d’un vecteur v tel que v = (A — Ag) ™' (A — B)v. En déduire que
1< (A=) (A= B)[ < (A= Ap) (A= B)].

6. (Schur, 1909). Soit A une matrice symétrique. Montrer que pour chaque indice 7 il existe une valeur
propre A de A telle que
A = @il <\ lai -
Indication. Appliquer I’exercice 5 avec une B convenable.
7. Soit A une matrice réelle avec pour valeur propre « + i/3. Montrer que 1’itération
dIﬁ— A —BI Up+1\ [ Uk
61 al — A V41 - Uk

(ol & ~ «v et 3 = [3) permet de calculer la valeur propre o + if3 et le vecteur propre correspondant.

Indication. Considérer les parties réelles et complexes de 'itération de Wielandt. On obtient alors

u;{Auk + v%Avk N u{Avk — v%Auk
uguk + vgvk

= 0.

uguk + vgvk
8. Considérons la matrice de Hilbert,
1/2 1/3 1/4
A=11/3 1/4 1/5
1/4 1/5 1/6

(a) Transformer A en une matrice tridiagonale ayant les mémes valeurs propres.

(b) En utilisant une suite de Sturm, montrer que toutes les valeurs propres sont positives et qu’une
valeur propre est plus petite que 0.001.

(¢) Calculer approximativement la condition de A pour la norme Euclidienne.



132

10.

11.

12.

13.
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La formule de récurrence
(k+ 1) Prya(z) = 2k + DaPy(x) — kPy-1(2)
pour les polynémes de Legendre (voir aussi (1.4.5)) ressemble a
pi(A) = (di = Mpica(N) = €fpia(V),  i=2,...,m,

pour les polyndmes det(A4; — AI). Trouver une matrice tridiagonale A de dimension n telle que les
valeurs propres de A sont les racines de P, ().

Soit p(x) un polynéme de degré n et supposons que toutes les racines soient simples. Démontrer que
la suite définie par I’algorithme d’Euclid,

pn(x) :p(CC), pnfl(x) = - ,(CC)
pi(z) = ¢i(@)pic1(z) — VPpi—a(z), i=n,...,2,
est une suite de Sturm.

Pour le polynéme p(z) = z° — 5zt + 323 + 322 + 22 + 8.

(a) déterminer le nombre de racines réelles.
(b) Combien de racines sont complexes?

(c) Combien de racines sont réelles et positives?

Pour un ¢ donné notons ¢ = cos p et s = sin . La matrice {2y, définie par

1 sii=j,j#k,j#L
c sit=j=koui=j5=1¢

(Qkf)ij: S sit=ketj=1/{
-8 sit={fetj=k
0 sinon,

s’appelle rotation de Givens.
a) Montrer qu’elle est orthogonale.

b) Soit A une matrice symétrique. Déterminer ¢ tel que le (k, ¢)-ieme élément de A’ = QMAQ&
s’annule.

Resultat. ctg 20 = (agk — ap)/(2ake).

La méthode de Jacobi (1846) pour le calcul des valeurs propres d’une matrice symétrique:
i) on choisit ag, (k > 0) tel que |age| = max;s; |a;jl;
ii) on détermine A’ comme dans I’exercice 11.

Montrer que, si on répete cette procédure, on a convergence vers une matrice diagonale, dont les
éléments sont les valeurs propres de A.

Indication. Montrer que Y-, ; [aj;|* = s s aij|* — lagel*.

7 0.5
A= (0.0001 8 )

dont on cherche a calculer les valeurs propres.

On considere la matrice

(a) Faire une itération de 1’algorithme QR sans shift.

(b) Faire une itération de I’algorithme QR avec shift.
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14.

15.

16.

17.

(c) Estimer la position des valeurs propres de A a I’aide du Théoréme de Gershgorine.
(d) Calculer les valeurs propres de A a 1’aide du polyndme caractéristique.
Montrer que si la matrice Ty = A est une matrice de Hessenberg (ou tridiagonale et symétrique), alors

les matrices Tk, k > 1, construites par 1’algorithme ) R sont également des matrices de Hessenberg
(tridiagonales et symétriques).

Donner une estimation grossiere du nombre d’opérations qui sont nécessaires pour effectuer la dé-
composition QR d’une matrice de Hessenberg et pour calculer ensuite le produit RQ.

Soit Tp une matrice de Hessenberg dont tous les éléments de la sous-diagonale sont non-nuls. Montrer
n

que, si pg est une valeur propre de Tp, une itération de 1’algorithme QR avec shift py donne ¢,,;,_| =

0.
Expliquer, comment le calcul de 7}, a partir de T},
QrRy = Tp—1 — pr—11, Ty, = RiQr + pr—11

peut étre effectué sans soustraire (et additionner) explicitement la matrice py_11.

Indication. Laissez-vous inspirer par le “double shift” algorithme de Francis.



Chapitre VI

Méthodes Itératives — Equations Non
Linéaires

En pratique, on est souvent confronté a la résolution d’un systéme d’équations non linéaires. C’est-
a-dire pour une fonction f : IR" — IR" donnée, on cherche un point z € IR" tel que

fx) =0. 0.1)

En général, il n’y a pas d’algorithme fini pour trouver une solution. On est donc obligé d’utiliser
des méthodes itératives.

Sans hypotheses supplémentaires, on ne sait rien sur 1’existence d’une solution de (0.1). Par
exemple, pour f(x) = e il n’y a pas de solution, pour f(z) = sinz il y en a une infinité. Mais,
le théoréme d’inversion locale nous fournit un résultat sur ’unicité locale: si f(a) = 0 et si la
matrice jacobienne f’(a) est inversible, il existe un voisinage U de « et un voisinage V' de 0 tels
que f : U — V soit bijective. Ceci implique que a est la seule solution de (0.1) dans le voisinage
U de a.

Bibliographie sur ce chapitre

P. Deuflhard (2004): Newton Methods for Nonlinear Problems. Affine Invariance and Adaptive
Algorithms. Springer Ser. Comp. Math. 35, Springer, Berlin.

J.M. Ortega & W.C. Rheinboldt (1970): Iterative Solution of Nonlinear Equations in Several Vari-
ables. Academic Press, New York.

A.M. Ostrowski (1966): Solution of Equations and Systems of Equations. Academic Press, New
York, 2nd edition. [MA 65/27]

VI.1 Méthode des approximations successives

On considere le probleme du calcul d’un point fixe de I’application ® : [R" — IR"; c.-a-d., on
cherche z € IR" tel que
r = O(x). (1.1)

Les problemes (0.1) et (1.1) sont équivalents et il y a beaucoup de possibilités pour écrire (0.1) sous
la forme (1.1). Par exemple, on peut définir & comme ®(z) = = — f(z) ou ®(z) = x — Bf(z)
(ici B est soit un nombre non-nul, soit une matrice bien choisie).

Pour résoudre (1.1), on se donne une approximation initiale z, (arbitraire) et on considere la
méthode itérative

Try1 = P(xp). (1.2)
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Si la suite {z } converge, disons vers a € IR", et si la fonction ®(x) est continue en a, la limite a
est une solution de (1.1). Mais que peut-on dire sur I’erreur?

Théoreme 1.1 Si ®(z) est 2 fois continiiment différentiable et si a € IR" est une solution de (1.1),
I’erreur e, = x), — a satisfait

err1 = @'(a) e + O(|lex). (1.3)
Démonstration. Comme a = ®(a), on obtient

ere1 = Tpp1 — a = O(zx) — B(a) = ¥'(a)ex + O(|lex ). O

On peut tirer plusieurs conclusions de la formule (1.3):

e si ®'(a) possede une valeur propre \; satisfaisant |A\;| > 1, la composante de e; dans la
direction du vecteur propre v; va étre agrandie — I’itération ne converge pas vers a.

e si toutes les valeurs propres de ®'(a) satisfont |\;| < 1, on peut choisir une norme dans /R"
telle que pour la norme matricielle correspondante ||®'(a)|| < 1. Ceci et (1.3) impliquent
que, pour ||eg|| suffisamment petit, on a ||ex11]| < «|ex|| ol & est un nombre entre ||’ (a)||
et 1. L’erreur e; converge donc vers zéro.

Exemple. Pour résoudre numériquement iy’ = f(y), on peut appliquer la méthode d’Euler im-
plicite
Y1 = Yo + hf(y) (1.4)

qui définit implicitement I’approximation y; de la solution apres un pas de longueur h. L’équation
(1.4) est déja sous la forme (1.1) avec ®(z) = yo + hf(x). Si h est suffisamment petit, les valeurs
propres de ®’(y;) = hf’(y;) sont petites et I’itération (1.2) converge.

Critére pour arréter I’itération. En pratique, on s’intéresse a une approximation x;, qui satis-
fasse ||z, — a|| < tol. Une possibilité est d’accepter x;, comme approximation de la solution dés
que ||z — xp_1|| < tol.

Le critére qui va suivre est basé sur I’hypotheése que ® soit une contraction et que

ler — xp_1|| < of|xp_1 — o] avec a < 1.
En appliquant I’inégalité du triangle a I’identité
T —a = (Tp — Tpa1) + (Tpe1 — Thao) + - ..

(en cas de convergence), on obtient

o — all < 2o~z (1.5)
-«
Le facteur de contractivité peut étre estimé par
ap = ||z — g ||/ [|er—1 — zr—2ll, k=2
L’idée est d’arréter I’itération quand
U zp — 25| < 10l (1.6)
1-— (%3

et d’accepter x;, comme approximation de la solution.
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FIG. VI.1: Convergence des itérations (1.7)

Exemples. Pour les deux itérations

)= () roa (i) G =G o) G)

= +0.3 . , = 1.7
( Ykt1 1 —sin xy Yk+1 2 0 Yk (L7
la norme euclidienne de I’erreur de (zy,yx) est dessinée dans la figure VI.1 (a gauche pour la
premiere itération et a droite pour la deuxieme). On peut bien observer la convergence linéaire. Le
rayon spectral de ®’(a) vaut p =~ 0.177 et p =~ 0.447 respectivement. C’est la raison pour laquelle
la premiere itération converge plus rapidement que la seconde. Le dessin a droite montre aussi que

la convergence n’est pas nécessairement monotone (pour la norme || - ||2). Donc, le coefficient cy
de (1.6) peut étre plus grand que 1 méme si I’itération converge.

V1.2 Méthodes itératives pour systemes linéaires

Pour la résolution des systemes linéaires
Ax = b, 2.1

il y a des situations ou les méthodes itératives sont tres utiles. Par exemple, si la matrice A possede
une tres grande dimension et si beaucoup d’éléments de A sont nuls (matrice creuse), ce qui est le
cas pour les discrétisations des équations aux dérivées partielles.

Pour se ramener a un probléme de point fixe, on considére une décomposition A = M — N
(“splitting”) et on définit I’itération

My = Nay + b, A=M—N. (2.2)

Le choix de la décomposition A = M — N est important pour la performance de la méthode.
D’une part, M doit étre choisie telle que le systeme (2.2) soit beaucoup plus facile a résoudre que
le systeme (2.1). D’autre part, les valeurs propres de la matrice M !N doivent satisfaire |\;| < 1
pour que I’itération (2.2) converge.

Il y a beaucoup de possibilités de définir la décomposition A = M — N. Si I’on dénote

0 0 aig ... QA1n
ag1
L=1]" , U=
Qp—1n
Qp1 ... Qpn—1 0 0

et D = diag(aqy, ..., an,) (afin que A = L + D + U) les itérations les plus connues sont:
e Jacobi: M =D, N=—-L—-U,;
o Gauss-Seidel: M =D+ L, N =-U.
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Pour ces deux méthodes, la matrice M est choisie de maniere a ce que le systeme (2.2) soit tres
facile a résoudre. Un avantage de la méthode de Gauss-Seidel est le fait que pour le calcul de

la composante z¥"! du vecteur z;,, on n’a besoin que des composantes xfﬂ, ..., 2% du vecteur
zy. Alors, on peut utiliser la méme variable pour z¥*! que pour z¥. Une itération devient donc
simplement:
fori=1,...,n
i = (bi — X501 aiwy — X aiag) /i

Une modification intéressante de cet algorithme est la méthode SOR (“‘successive over-relaxation”):

Tpr1 = (1 — w)zg + W

. (2.3)
Dz =b— Lxp,y — Uxy

ol w est un parametre donné (pour w = 1, SOR se réduit a Gauss-Seidel). Elle est aussi simple a
programmer que la précédente.
Les résultats suivants démontrent la convergence dans quelques situations particulieres.

Théoreme 2.1 Si la matrice A est “diagonale dominante”, c.-a-d.

lag| > Z|aii| pour i=1,....,n, (2.4)
J#

alors Uitération de Jacobi converge.

Démonstration. Pour la méthode de Jacobi, on a M~'N = —D~!(L + U). La condition (2.4)
implique que || M ! N||s < 1 (voir la formule (4.5) du chapitre IV). |

Pour étudier la convergence de la méthode SOR (en particulier pour Gauss-Seidel), on 1’écrit
sous la forme équivalente

(D4 wl)zp = (1 —w)D —wlU)xy, + wb
ou encore Ty = H(w)zp +w(D + wL)™ b avec
H(w) = (D +wL) (1 —w)D — wl). 2.5)

Théoreme 2.2 Si A est symétrique et définie positive et si w € (0, 2), l'itération SOR, définie par
(2.3), converge.

Démonstration. 11 faut démontrer que toutes les valeurs propres de H (w) satisfont |A\| < 1. Soient
A une valeur propre et x # 0 le vecteur propre correspondant:

(1 —w)D —wlU)x =\ND +wL)z. (2.6)
Comme (1 —w)D —wU = D —wA + wL, la formule (2.6) devient
wAzr = (1= X)(D +wL)z. (2.7)

En multipliant (2.6) et (2.7) avec z*, on obtient pour o := x*(D + wL)x (observer que U = LT)

Aa+a=(2—-w)z"Dx >0, (1-Na=wz"Az =: 5> 0. (2.8)
On en déduit \ . L
a+a=p3(—"—+—=)=8-—
0 <+ 5(1_)\+1_)\) B TS\

ce qui implique |A| < 1. O
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Pour quelques matrices, on connait la valeur de w qui minimise le rayon spectral de H (w)
et, par conséquent, qui accélere la convergence par rapport a I’itération de Gauss-Seidel. D’autres
méthodes itératives pour des systemes linéaires sont SSOR (“symmetric successive over-relaxation”)
et la méthode du gradient conjugué (avec préconditionnement). Voir le livre de Golub & Van Loan,
déja mentionné au chapitre IV, et les livres classiques

L.A. Hageman & D.M. Young (1981): Applied Iterative Methods. Academic Press, New York.
R.S. Varga (1962): Matrix Iterative Methods. Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey.

VI.3 Méthode de Newton

Considérons le probleme de la résolution d’un systeme d’équations non linéaires

flz) =0 (3.1

ou la fonction f : IR" — IR" est supposée étre au moins une fois différentiable. Si xy € IR" est
une approximation de la solution cherchée, on linéarise f(z) autour de x

f(@) & f(xo) + [/ (o) (x — x0)

et on calcule le zéro de cette linéarisation. Si 1’on répete cette procédure avec la nouvelle approxi-
mation, on obtient I’algorithme suivant:
for k=0,1,2,...
calculer f(xy) et f'(xy)
f(xp)Azy = —f(xy) (systeme linéaire a résoudre)
Tpp1 = T + Axy,
end for

Exemple 3.1 La méthode d’Euler implicite (voir (1.4)), appliquée a 1’équation différentielle =’ =
v,y = 10(1 — 2?)y — x avec pour valeurs initiales ¢ = 2, n = —0.66, nous conduit a I’équation

non linéaire
r=E+h-y

y=n+h-(10(1 -2y - z).
L’itération (1.2) ne converge que pour h suffisamment petit. Par exemple, pour h = 0.3 elle diverge
et on est obligé d’utiliser un autre algorithme. La méthode de Newton

(3.2)

< 1 —h ><!Ek+1—9€k)__( Ty — & — hyy >
h(20zgyr +1) 1 —10R(1 —23) )\ ypy1 —ur / yr —n — h(10(1 — 22)yx — x1)
converge sans difficulté avec h = 0.3 si I’on commence 1’itération avec xy = £ et yg = 1 (voir le
tableau VI.1 pour les valeurs de xy, yi et les erreurs, mesurées dans la norme euclidienne).

TAB. VI.1: Convergence de la méthode de Newton

T Yk erreur

2.00000000000000 | —0.660000000000000 | 5.31 - 10~*
1.95099818511797 | —0.163339382940109 | 3.38 - 102
1.96084279415163 | —0.130524019494582 | 4.27 - 1074
1.96072023704926 | —0.130932543169149 | 6.65 - 108
1.96072021795300 | —0.130932606823320 | 1.79 - 10715

A~ w N — O |
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Pour étudier la convergence de la méthode de Newton, considérons un terme de plus dans la
série de Taylor:

f(@) = flae) + (@) (@ — x) + %f”(xk)(x —ap, @ — 2g) + O([|z — 2 ]]*). (3.3)
Si I’on pose x = a dans cette formule (avec a comme solution de (3.1)) et si I’on soustrait
0= f(ax) + f'(zn)(@rs1 — z3)
(définition de x1), on obtient pour I’erreur e, = x; — a la formule
0= f'(zr)(—exr1) + %f”(xk)(ek, ex) + O([lex]]®).
On vient de démontrer le résultat suivant:

Théoreme 3.2 Supposons que f(x) soit 3 fois continliment différentiable et que f'(x) soit in-
versible dans un voisinage de a (solution de (3.1)). Alors, pour xj, suffisamment proche de a,
I’erreur e, = x1, — a de la méthode de Newton satisfait

Eht1 = %(f’(fck))*lf”(fck)(%€k) +O(llex?).) (3.4)

Donc, la convergence de cette méthode est quadratique. O

Ce théoréme montre la convergence locale de la méthode de Newton, c.-a-d., si xy est proche
d’une solution a de (3.1), la suite {x} } converge vers a. Concernant la convergence globale, on en
sait trés peu et on ne sait analyser seulement que quelques cas de fonctions simples. L’exemple le
plus connu est

3 2
_ .3 [ x° = 3wy — 1)
f==1 o Sy = (T (3.5)
(z = x 4 1y) pour lequel I'itération devient
3
B z—1 1 1

Bt = = T = g(sz + z—%) (3.6)

Il est intéressant de déterminer les ensembles (bassins d’attraction)
A(a) ={z € C | {z} converge vers a} (3.7)

pour les trois solutions 1, (—144+/3)/2 de f(z) = 0. Un calcul par ordinateur donne la figure VI.2.
Les zy du domaine blanc entrainent une convergence vers a = 1, ceux du domaine gris vers
a = (—1—1iv/3)/2 et ceux du domaine noir vers a = (—1+1i+/3)/2. On observe que la suite {z; }
ne converge pas nécessairement vers la solution la plus proche de zj.

Calcul numérique de la matrice jacobienne

En pratique, il arrive souvent que la forme analytique de la matrice f’(x) est inconnue. Dans cette
situation on approche les éléments 0f; /0x; de la matrice jacobienne par

ofi
81‘]‘

~ fi(l'h...,l'j—'—(s,...,l'n)—fi(l'h...,l'n)

3 (3.8)

(T1,..., %)
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FI1G. VI.2: Bassins d’attraction pour I’itération (3.6)

Mais comment doit-on choisir le 9?7 Pour simplifier la notation, considérons une fonction a une
variable et notons-la par g(z).
Un développement en série de Taylor montre que

g(x +9) - g(z)

4}
= g'(z) + 39" () + O(5*). (3.9)
En conséquence, ¢ doit étre petit pour que [’erreur de la discrétisation ne soit pas trop grande.
D’autre part, la soustraction dans (3.9) est treés mal conditionnée. Une étude des erreurs d’arrondi
montre que 1’expression obtenue par un calcul en virgule flottante vaut

oz +0)(1+ )1+ ) —ga)(1 +e)
)
Lot d) —gle) 1

V2984 Lt 0)(o 4 e+ g+ 0o — gl0)es)

ol |¢;| < eps (eps est la précision de I’ordinateur, voir section I1.3). L’idée est de choisir 0 afin que
les deux erreurs soient de la méme grandeur :

é(. . ) ~ %( . .)eps. (3.10)
Donc, on prend par exemple

d = \/eps ou d=/eps(1+|z|). (3.11)
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Modifications de la méthode de Newton

Si la dimension du probleme (3.1) est tres grande et/ou 1’évaluation de la matrice f'(x) est trés
colteuse, on peut remplacer la définition de Ax;, par

f(xo)Axy, = — f (). (3.12)

Dans ce cas, il suffit de calculer une fois pour toutes la décomposition LR de f’(zy), ce qui facilite
grandement la résolution des systemes linéaires successifs. Mais on perd la convergence quadra-
tique car (3.12) n’est rien d’autre qu’une itération (1.2) avec ®(x) = z — (f'(z0)) "' f(z) et P'(a)
est non nul en général.

En cas de mauvaise convergence, on remplace la définition de x; par

et on détermine \;, de facon a ce que || f(xx + AAxy)|| soit minimale.

V1.4 Méthode de Gauss-Newton

Dans ce paragraphe, on va s’intéresser a des systemes non linéaires surdéterminés. On considere
une fonction f : IR" — IR™ ot m > n et on cherche une solution de f(z) = 0. Evidemment,
comme on a plus de conditions que d’inconnues, ce probléme ne possede en général pas de solu-
tion. On se contente donc de trouver un vecteur x € IR" tel que

1/ (@)[ls = min. (4.1)

Si f(z) est différentiable, la fonction F(x) = ||f(z)||3 est aussi différentiable et une condition
nécessaire pour que x soit un minimum local est d’avoir F’(x) = 0, c.-a-d.

f'(@)" f(z) = 0. (4.2)

Une possibilité pour résoudre (4.1) est d’appliquer une méthode itérative, par exemple la méthode
de Newton, au systeme (4.2). Ceci nécessite le calcul de la deuxieme dérivée de f(z).

Une autre possibilité est de linéariser f(z) dans (4.1) autour d’une approximation z, de la
solution et de calculer z; de

f(xo) + f'(x0)(z1 — x0)|]2 — min . 4.3)

Une répétition de cette idée donne 1’algorithme suivant (méthode de Gauss-Newton)

for £k =0,1,2,...
calculer f(xy) et f'(xy)
déterminer Az de || f(zx) + f/'(xr)Azg||2 — min (moindres carrés)
Tpg1 = T, + Axy,

end for

Pour calculer Az, on peut soit résoudre les équations normales (section 1V.6)

(f' (@) F (@) Az = —(f'(x2))" f(an) (4.4)

soit calculer la décomposition QR de f’(xy) et appliquer 1’algorithme de la section IV.7.
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Etude de la convergence
Pour étudier la convergence de la méthode de Gauss-Newton, développons la fonction

m 6f]

9(x) = (f'(=))" f(@), 9:(x) = 32 5.2 (@) fila) (4.5)
j=1
en série de Taylor. Pour ceci, calculons
9gi = S - 3fg i,

Matriciellement, la formule (4.6) s’écrit

g (z) = B(x)(f(x), - )+ (f'(2))" f(x) (4.7)
ou B(x) : IR™ x IR" — IR" est ’application bilinéaire définie par

n m 82f]
(B ) Z Z 81‘@8[@ e

(=1 j=1

Avec cette notation, la formule de Taylor donne

g(@) = (f'(en)" faw) +(F (@) f () (@ =)+ Blag) (f (2x), 2 —24) +O(||lz = |[*). (4.8)

Soit maintenant a une solution de (4.1). Elle satisfait g(a) = 0. En posant z = a dans (4.8) et en
soustrayant (4.4), nous obtenons ainsi le résultat suivant.

Théoreme 4.1 Supposons que f : IR" — IR™ (avec m > n) soit 3 fois continiiment différentiable,
que le rang de f'(x) soit maximal et que a soit une solution de (4.1). Alors, pour ;. suffisamment
proche de a, lerreur e, = x, — a de la méthode de Gauss-Newton satisfait

ers = (/@) @) Bl (@), ) + Olllenl): o

Une conséquence de cette formule est :

e en général, la convergence est linéaire;
e on a convergence quadratique si f(a) = 0;
e si f(a) est trop grand, la méthode diverge.

Terminons ce chapitre avec une application typique de cet algorithme.

Exemple (Identification de parametres). La figure VI.3 montre une photographie de la Vallée
Blanche (prise par G. Wanner). On y reconnait le Col des Grandes Jorasses, 1’ Aiguille du Géant,
I’ Aiguille Blanche de Peterey, 1’ Aiguille du Tacul, le Petit Rognon et I’ Aiguille du Moine. La
figure V1.4 est une copie d’une carte géographique de cette région. Le probleme consiste a trouver
la position de la caméra, ses caractéristiques (foyer) et les angles d’inclinaison.

Pour la formulation mathématique de ce probléme, nous avons choisi des coordonnées (u, v)
sur la photographie (figure VI.3, I’origine est au centre) et des coordonnées (z,y, z) sur la carte
(z représente 1’altitude). Les valeurs mesurées pour les 6 points reconnus sont données dans le
tableau VI.2.
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F1G. VI.3: Photographie de la Vallée Blanche

TAB. VI.2: Les données pour le probleme “Vallée Blanche”

k up, Uy, T, Yk 2,
1. Col des Grandes Jorasses | —0.0480 0.0290 9855 5680 3825
2. Aiguille du Géant —0.0100 0.0305 8170 5020 4013
3. Aig. Blanche de Peterey 0.0490  0.0285 2885 730 4107
4. Aiguille de Tacul —0.0190 0.0115 8900 7530 3444
5. Petit Rognon 0.0600 —0.0005 5700 7025 3008
6. Aiguille du Moine 0.0125 —0.0270 980 11120 3412

Pour fixer les inconnues, notons par (Z, 7, ) la position du foyer de la caméra, par le vecteur
(a, b, c) 1a direction de vue avec norme correspondant a la distance du plan du film et par 6 1’angle
de rotation de la caméra autour du vecteur (a, b, c). On a donc 7 paramétres a trouver. De plus,
considérons la base orthogonale

a 1 b 1 —ac
b, h=——|a|, = be (43)
. Va2 + 17 | V0@ +02) (a2 + 52+ ) \ g2 4 g2

dont les deux vecteurs h et g engendrent le plan du film, h étant horizontal et g vertical. Alors, le
vecteur dans 1’espace qui montre du centre (7,7, z) de la lentille vers le point (uy, vy) sur le film
est donné par

Wik a . Qe cosf  sinf\ [ ug
wo | = b | +ar-h+Br-g ou Jé; ~\—sinfh cosh vg /)
Way, ¢ ' k

Les conditions a satisfaire sont que les vecteurs (wiy, wak, wak) et (xx — T, yx — Y, 2, — 2) soient
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mvinrnn PN RN

561

colinéaires. Ceci donne deux conditions pour chaque k. Mais, par symétrie, il est plus naturel de
considérer les trois conditions (pour chaque k)

Wik Ty — 2 wor (2 — 2) — wsk(yr — )
0 Wak X Y — Z/J = wgk(J?k — 57\) — wlk(zk — 2) . (410)
W3k 2 —Z w1k(yk - ﬂ) - w2k($k - Lf)
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En tout, ceci donne 3 - 6 = 18 conditions pour 7 inconnues. Voici le programme FORTRAN pour
la fonction f : IR — IR'S.

SUBROUTINE FCN(N,XSOL,M,F)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
PARAMETER (ND=50)
DIMENSION XSOL(N),F(M)
COMMON/DAT/NDAT , XDAT (ND) , YDAT (ND) , ZDAT (ND) , UDAT (ND) , VDAT (ND)
C ———— NOTATION LOCALE --——-—---
X0=XSOL (1)
YO=XSOL(2)
Z0=XSOL(3)
A=XSO0L(4)
B=XSOL(5)
C=XS0L(6)
THETA=XSOL (7)
C ———- VECTEUR HORIZONTAL ----—--
RAC=SQRT (A*A+B*B)
H1=B/RAC
H2=-A/RAC
H3=0.
C -———- VECTEUR VERTICAL ----———--
RAC=SQRT ((A*C) **2+ (B*C) **2+ (A**2+Bx*2) **2)
G1=-A*C/RAC
G2=-B*C/RAC
G3=(A**2+B**2) /RAC
C ————- LES POINTS -———----
DO I=1,NDAT
C ———- ROTATION INITIALE ----——-
U= UDAT(I)*COS(THETA)+VDAT (I)*SIN(THETA)
V=-UDAT (I)*SIN(THETA)+VDAT (I)*COS(THETA)
C ————— LES VECTEURS A ALIGNER -------
W1=A+H1*U+G1*V
W2=B+H2*U+G2*V
W3=C+H3*U+G3*V
Q1=XDAT(I)-XO0
Q2=YDAT(I)-YO
Q3=ZDAT(I)-Z0
C ————— LES FONCTIONS A ANNULER -----——-—--
F(3*(I-1)+1)=W1*Q2-W2xQ1
F(3*(I-1)+2)=W2*Q3-W3*Q2
F(3%(I-1)+3)=W3*Q1-W1xQ3
END DO
RETURN
END

En appliquant la méthode de Gauss-Newton a ce systeme avec comme valeurs initiales 7 =
8000, y = 15000, z = 1000, a = 0, b = —1, ¢ = 0, 8 = 0, apres peu d’itérations on obtient la
solution z = 9664, y = 13115, 2 = 4116 avec une précision de 5 chiffres (voir le tableau VI.3). On
a donc bien trouvé la position de la caméra. C’est a I’ Aiguille Verte (altitude 4122) que Gerhard a
pris cette photo.

TAB. VI.3: Convergence de la méthode de Gauss-Newton

T gk 2% a b C 0

8000 | 15000 | 1000 0.000 | —1.000 0.000 0.000
8030 | 9339 | 1169 | —0.003 | —0.085 | —0.003 0.047
8680 | 11163 | 4017 | —0.014 | —0.114 | —0.021 0.017
9577 | 13034 | 3993 | —0.040 | —0.167 | —0.032 | —0.094
9660 | 13107 | 4116 | —0.043 | —0.169 | —0.032 | —0.074
9664 | 13115 | 4116 | —0.043 | —0.169 | —0.032 | —0.074
9664 | 13115 | 4116 | —0.043 | —0.169 | —0.032 | —0.074

SOtk W N~ O




146 Meéthodes Itératives — Equations Non Linéaires

V1.5 Exercices

1. Pour une fonction f : R — R, considérons I'itération (zy,zx_1) — x41 définie par

flaee) = f(op)

Tk — Tk—1

0= f(wg)+ (Thg1 — o). (5.1

(a) Donner une interprétation géométrique.
(b) Démontrer que I’erreur e, = |z — (|, ot ¢ est une racine simple de f(z) = 0, satisfait

/") ‘
211

ep+1 ~ Cegex—1, avec C = ‘

(c) Déduire de (b) que
1
ep+1 ~ Def, avec p= 5(1 +/5) ~ 1.618.

(d) Soit f(z) un polyndme, nous avons que le travail pour évaluer f(z) et f/(x) est approxima-
tivement le mme. Supposons que le cofit des opérations d’additions, de soustractions, de multi-
plications et de divisions sont négligeables par rapport a I’évaluation de f(x). Quelle méthode
choisiriez-vous entre la méthode de Newton et la méthode de la sécante (5.1) pour calculer une
racine de f(x) a travail égal?

2. Soit D C Ret f: D — R" continiment différentiable. Pour un z¢ € D supposons que f(xo) # 0
et que f'(z) soit inversible. Montrer que

po = —f'(w0) " f (o)

est la seule direction ayant la propiété suivante:
Pour toute matrice inversible A, il existe A\g > 0 tel que pour 0 < A < Ag

[Af (zo + Apo)ll2 < [|Af (xo)]l2 -



Chapitre VII

Travaux Pratiques

Cet appendice contient une collection de travaux pratiques, dont les thémes reprennent (dans
I’ordre chronologique) les sujets abordés dans le cours. La derniere partie de cet appendice est
consacrée a une introduction au language FORTAN90/95 qui n’a pas, et de loin, la prétention

d’étre complete.

VII.1 Introduction au FORTRAN 90

1. Le programme ci-dessous évalue la fonction sin(z) - x en des points équidistants h = %77, ol
1=1,2,...,20 et n = 20. Essayer de le comprendre, puis dessiner au moyen de gnuplot le

graphe (z;, f(z;)), pour n = 20, 50 dans les intervalles [0, 7] et [0, 27].

program eval ! ce programme \’evalue une fonction
implicit none
integer, parameter :: n=20
integer :: 1
integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)
real (kind=dp), parameter :: pi=3.14159265358979324_dp
real (kind=dp) :: v,x,rn
real (kind=dp) :: £
open (8,file=’'sleval.out’) ! fichier gqui stocke les donn\’ees
rn=n

do i=1,n
x=(1/rn) *pi

v=f (X)
write(8,100) x,v ! \'ecrit (x_1i,f(x_1)) sleval.out
100 format (2f18.15) ! format des donn\’ees

end do

end program eval

function f(x) ! fonction \‘a \’evaluer
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)
real (kind=dp) ::x,f

f=sin(x)*x
end function
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2. Ecrire (sur le modele du programme ci-dessus) un programme qui évalue la fonction

flz) = { 3%:-2x Z;O

en n points équidistants de (0, 1) (n étant choisi par I’utilisateur). Dessiner les résultats.

<z
<x

IAIN

1
1 2
3 1

3. Ecrire un programme qui détermine le plus petit n tel que >_;_, % > M ou M est donné par
I’utilisateur. Combien de termes faut-il si M = 3 ? Méme question en remplacant % par #

dans la fonction.

VIL.2 Intégration par la regle du Trapeze et Simpson

Le programme ci-dessous évalue I’intégrale fg’ cos(x)e*™®) avec la régle du trapéze. Donner le
résultat pour n = 2,4, 8, 16, 32, et dessiner sur une échelle logarithmique 1’erreur en fonction du

nombre d’évaluations de la fonction. Adapter ensuite ce programme pour la régle de Simpson.

program integration ! int\’egration avec la r\‘egle du trap\ ‘eze

implicit none

integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)

integer :: i,n , ...

real (kind=dp) :: a,b,res,err,...

open (7,file=’trapeze.out’)

a=0._dp

b=3._dp

n=1

call trapeze(a,b,n, res)

write(7,*) 'n= ',n,’ res= ',res ! \’'ecrit dans trapeze.out
subroutine trapeze(a,b,n,res) ! m\’ethode du trap)\ ‘eze

implicit none

integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)

integer :: n,1i

real (kind=dp) :: a,b,res,f,h

h=(b-a)/n

res=0.5_dpx* (f (a) +f (b))

do i=1,n-1

res=res+f (ixh)
end do

res=resx*h
end subroutine trapeze

function f(x) ! fonction \‘a int\’egrer
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real (kind=dp) ::x,f
f=cos (x) xexp (sin (x))

end function
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VIL.3 Calcul de racines par la méthode de la bissection

1. Ecrire un programme qui pour n donné calcule les racines de P,(x), le nieme polyndéme de
Legendre, en utilisant la méthode de bissection.

Indications:

(a) Localiser les racines de P, () en utilisant celles de P,,_1(x).

(b) Si [a,b] est un intervalle avec P, (a) - P,(b) < 0, poser centre=%2 pa = P,(a),

pb = P,(b), pc = P,(centre).
(c) Tant que P,(centre) # 0 et a#centre et bAcentre, itérer
i. si P,(a)- P,(centre) < 0 poser b=centre, pb=pc
ii. sinon poser a=centre, pa=pc

Pour écrire la function p (n, x) qui calcule les polyndémes de Legendre P, (x), utiliser
la formule de récurrence pour ces polyndmes qui s’écrit

(n+1)P1(x) = (2n+ VxR, (z) — nP,_1(z)

2. ATaide du programme obtenu en 1, calculer les poids b; pour une formule de Gauss d’ordre
30.

VII.4 Wegral: programme d’intégration d’ordre 8

1. Le butde ce tp est d’écrire un programme adaptatif d’intégration numérique basé sur I’algorithme
expliqué au cours (I1.6). On vous propose d’utiliser la formule de Weddle d’ordre 8 (voir
polycopié p.3). Il faut d’abord trouver une méthode emboitée convenable, par exemple la
méthode de Newton d’ordre 4, puis programmer 1’algorithme de division. Pour I’erreur sur
un sous-intervalle utiliser

abserr=abs(res-resem),

ou res est le résultat obtenu avec la formule de Weddle et resem celui obtenu avec la
formule emboitée. Le programme pourrait avoir la structure suivante:

program wegral ! programme adaptatif d’int\’egration
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)
integer, parameter :: maxdiv=1000 ! borne les subdivisions
integer :: ndiv,
real (kind=dp),parameter :: a=...,b=...,tol=10._dp*x(-14)
real (kind=dp) :: centre,errtot,weedabs, ...

|- premi\‘ere int\’egration h=b-a

call weddle (., .y ey .y .)
! - 1"algorithme de subdivision
do ndiv=2,maxdiv
! - on teste si la pr\’ecision est suffisante
if (errtot <= tolxweedabs) then
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end 1if
I —— on cherche 1l’erreur maximale

- on divise 1l’intervalle o\‘u l’erreur est maximale
centre=
call weddle(.,centre,.,.,.)
call weddle(centre, ., ., .,.)

end do
end program wegral
subroutine weddle (a, b, res, abserr, resabs)
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)
integer :: 1i,...
real (kind=dp) :: a,b,res,resem, abserr, resabs, f,h, ...
real (kind=dp),dimension(4):: poidw
real (kind=dp),dimension(2):: poidn
data (poidw(i),i=1,4)/ 4.88095238095238096E-2_dp, \&
0.25714285714285712_dp,3.21428571428571397E~-2_dp, \&

0.32380952380952382_dp/
data (poidn(i),i=1,2)/ 0.125_dp,0.375_dp/

end subroutine weddle
function f (x)

end function

2. Calculer a I’aide de votre programme les intégrales suivantes
0, 1 ) 1 )
/ﬁ e “dr, l/‘shlx dx, t/‘cosx dx.
0 0 0

3. On sait que

3
/ (14 ce " )de —s 4+ /T pour ¢ — 0.

-1

Appliquer votre programme a ’intégrale ci-dessus avec plusieurs valeurs de c croissantes
(c=1,2,...,10,...). Observer et expliquer ce qui se passe.



Travaux Pratiques 151

VILS Interpolation

1. Le but de ce tp est d’écrire un programme newton qui interpole une fonction donnée grace
au polyndme d’interpolation de Newton. Ensuite, on va évaluer ce polyndme a 1’aide de la
méthode de Horner (voir exercices théoriques) et calculer I’erreur entre une fonction donnée
et son polyndome d’interpolation.

Remarque: Une facon plus élégante pour définir la précision des variables est d’utiliser un
module.

module accuracy
integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)
end module accuracy

11 suffit d’insérer au début du programme principal ainsi que dans les sous-routines I’ instruction
use accuracy et l’extension dp peut étre utilisée.

On vous propose la démarche suivante pour écrire votre programme:

(a) Ecrire une sous-routine equidi st ainsi qu’une sous-routine chebychev pour cal-
culer des noeuds équidistants et des noeuds de Chebyshev respectivement. La sous-
routine equidi st pourrait avoir la structure suivante:

subroutine equidist (a,b,n,grid)

use accuracy ! l’extension dp est definie par le module
implicit none

real (kind=dp),dimension(0:n) :: grid

real (kind=dp) :: a, b

integer :: n

(b) Ecrire une sous-routine diffdiwv qui calcule les différences divisées. Pour cela on a
seulement besoin d’un vecteur dd pour le résultat. La sous-routine di f £div pourrait
avoir la structure suivante:

subroutine diffdiv (n,noeuds, dd)
use accuracy
implicit none

real (kind=dp), dimension(0:n) :: dd
real (kind=dp), dimension(0:n) :: noeuds
integer :: n

2. Apres avoir écrit le programme newt on, écrire une fonction horner qui évalue ce polyndme
a I’aide de la méthode de Horner. La sous-routine horner pourrait avoir la structure suiv-
ante:

function horner (n, dd, noeuds, x)
use accuracy
implicit none

real (kind=dp) :: horner
real (kind=dp) :: x
real (kind=dp),dimension(0:n) :: dd, noeuds

integer :: n
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3. En utilisant gnuplot vérifier votre programme en dessinant les fonctions ci-dessous ainsi
que leurs polyndmes d’interpolation.

sin , x € |0, 57,
m, S [—1, 1],

_ 2
€ 1/(+e )7 T e [_47 4]7
e, x € [—4, 4].
4. Ecrire une sous-routine qui calcule I’erreur maximale

max |f(x;) —p(z;)| i=0,1,...,m,

T4

sur une grille de m points donnés. Tester cette sous-routine sur les fonctions ci-dessus.

VIL.6 Interpolation et erreur

Ecrire un programme qui, pour une fonction donnée, calcule ses polyndmes d’interpolations (pour
des points équidistants et pour les points de Chebyshev), ainsi que I’erreur dans les différentes
normes suivantes:

|f = plloo = maxzepy | f(2) — p(x)| norme maximale,
1f =pllo = 7 1f (=) = p(x)] Horm?/gl,
1f = pllze = (f; |f(x) = p(z)]? dL‘) norme L?.

Pour cela il faudra utiliser le programme d’intégration wegral ainsi que les programmes d’interpolations
du tp précédent.

1. 1l sera utile de pouvoir passer une sous-routine comme argument d’une fonction en utilisant
I’instruction external. Par exemple la fonction fmax, qui calcule le maximum de fcn
(sous-routine) sur un intervalle [a, b]

function fmax (fcn, a,b,m)
use accuracy
implicit none

integer :: m

real (kind=dp) :: a,b
external fcn

real (kind=dp) :: fmax, ...

call fcn (fmax, a)
end function fmax

a comme argument la sous-routine fcn

subroutine fcn (x, £x) I fx=f (x)
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Compléter cette fonction fmax, nécessaire pour le calcul de I’erreur dans la norme maxi-
male.

2. Ecrire des sous-routines errequ et errch qui déterminent I’erreur | f(z) — p(z)| (au point
x) entre f et ses polyndomes d’interpolation p (basé respectivement sur des points équidistants
et sur les points de Chebyshev).

subroutine errequ(x,e) ! evalue e=|f (x)-p(x) |
use accuracy
use equi
implicit none
real (kind=dp) :: e
real (kind=dp) :: x

end subroutine errequ

Cette sous-routine va faire appel a la fonction horner. Pour pouvoir utiliser les parametres
de la fonction horner sans les passer comme arguments, on peux utiliser un module. En
définissant

module equi
use accuracy
real (kind=dp),dimension(:),allocatable :: noeuds, dd
integer :: n

end module equi

et par I’instruction use equi dans la sous-routine errequ, les variables contenues dans
le module equi sont visibles et utilisables dans cette sous-routine. Ces variables sont les
mémes que dans le programme newton si I’on ajoute dans ce dernier I’instruction use
equi (elles n’ont alors plus besoin d’étre définies dans le programme newton). De méme,
on utilisera pour la sous-routine errch un module similaire.

3. Modifier le programme wegral (VIL.4) pour en faire une fonction

function wtegral (fcn,a,b,tol)
implicit none

integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)
real (kind=dp) :: a,b,tol
real (kind=dp) :: wtegral

external fcn

4. Finalement, modifier le programme newton pour en faire un programme qui, pour une
fonction donnée, calcule ses polyndomes d’interpolation (pour des points équidistants et pour
les points de Chebyshev), ainsi que I’erreur dans les différentes normes du début de I’énoncé.
Appliquer votre programme aux fonctions de la série 4 et donner les différentes erreurs pour
des polyndmes jusqu’au degré 20.
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VIL.7 Résolution d’équations différentielles et calcul de la tra-
jectoire des planetes

1. On aimerait résoudre 1’équation différentielle

v = y2 wn(0) = 0
vh = —y1 y(0) = 1

dans [0, 7] avec les méthodes d’Euler et de Runge (voir le cours). Donner les résultats
numériques et calculer 'erreur en z = 7 (on connait la solution exacte de cette équation
différentielle). Pour cela il faudra écrire des sous-routines Euler et Runge.

subroutine euler (n, fcn,y, X, xend, npas)
subroutine runge (n, fcn,y, x, xend, npas)

! n dimension du syst\ ‘eme

! npas le nombre de pas dans 1’intervalle [x,xend]

! fcn la sous-routine qui contient la fonction y’=fcn(x,V)

! vy vecteur qui contient les valeurs initiales \‘a 1l’entr\’ee
! les valeurs y(xend) \‘a la sortie

Résoudre ensuite a I’aide de votre programme 1’équation différentielle de Ricatti (1712)

y=2"+y>, y0)=0, y(5)=7

Combien d’évaluations de la fonction sont nécessaires pour arriver a une précision de 6
chiffres, respectivement pour la méthode d’Euler et de Runge ?

Remarque: Cette équation différentielle ne possede pas de solution élémentaire.

Résultat (solution de référence): y(%) = 0.04179114615468186322076.

2. Ecrire une sous-routine
subroutine rk4 (n, fcn, vy, x,xend,h,tol)

qui permet la résolution d’un systeme d’équations différentielles a 1’aide de pas variables.
On veut que le programme puisse choisir le pas d’intégration / afin que I’erreur locale soit
partout environ égale a la tolérance tol, fournie par I’utilisateur. Prenez la méthode Runge-
Kutta 3/8 avec la méthode emboitée vue au cours.

Tester votre programme sur les équations différentielles ci-dessus.

3. Utiliser vos programmes pour calculer la position autour du soleil des 5 planétes Jupiter,
Saturne, Uranus, Neptune, Pluton en septembre 2004. Effectuer des calculs avec différents
pas et différentes tolérances et observer la convergence.

La loi de Newton f = ma conduit aux équations du mouvement suivantes

5
m . — .
¢ = -G i (ak %3 )
j=0,j#k lar — g
oules q; € IR? représentent la position des planétes et du soleil, qj leurs accélérations et G =
2.95912208286- 10~ la constante de gravitation. Les valeurs initiales du probléme calculées
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TAB. VIL.1: Valeurs initiales pour le systeme solaire

planete H masse position initiale | vitesse initiale
—3.5023653 0.00565429
Jupiter my = 0.000954786104043 —3.8169847 | —0.00412490

—1.5507963 | —0.00190589

9.0755314 | 0.00168318
Saturne | ms = 0.000285583733151 | —3.0458353 | 0.00483525
—1.6483708 | 0.00192462

8.3101420 | 0.00354178
Uranus | mg = 0.0000437273164546 | —16.2901086 | 0.00137102
—7.2521278 | 0.00055029
11.4707666 | 0.00288930
Neptune || my = 0.0000517759138449 | —25.7294829 | 0.00114527
—10.8169456 | 0.00039677
—15.5387357 | 0.00276725
Pluton ms = 1/(1.3 - 108) —925.2225594 | —0.00170702
—3.1902382 | —0.00136504

le 5 septembre 1994 sont données par le tableau ci-dessous, pour le soleil gy(ty) = (0,0, 0),
q,(to) = (0,0,0). Les unités de masse choisies sont des unités relatives au soleil. Pour
celui-ci on a encore rajouté les masses des planetes proches, ainsi my = 1.00000597682.
Les distances sont en unités astronomiques 1[A.U.] = 149597870 [km] et le temps est
compté en jours terrestres. Calculer la solution pour t.,,q = 3652.

Remarque: Pour appliquer votre programme a cet exemple il faudra transformer 1I’équation
différentielle en une équation du premier ordre.

Euler implicite, h = 10

F1G. VII.1: Solutions du mouvement des planetes par différentes méthodes pour de longs inter-
valles de temps
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VIL.8 Décomposition LR

1. En utilisant I’algorithme d’élimination de Gauss avec recherche de pivot résoudre le systeme
linéaire
Ar = b, 3.1)

ou A est une matrice carrée.

Pour cela, écrire une sous-routine de la forme

subroutine dec(n,A, ip)
use accuracy

integer, dimension(n) :: ip
real (kind=dp),dimension(n,n) :: A

qui effectue la décomposition PA = LR, ou P est une matrice de permutation, L une
matrice triangulaire inférieure et R une matrice triangulaire supérieure.

Les parametres sont : n = dimension de la matrice; A = la matrice en entrée/sortie; ip = le
vecteur de permutation (ip (k) = index de la ligne du k-ieme pivot).

Ecrivez ensuite une sous-routine de la forme

subroutine sol (n,A,b,ip)
use accuracy

integer, dimension(n) :: ip
real (kind=dp),dimension(n) :: b
real (kind=dp),dimension(n,n) :: A

qui étant donné la matrice A obtenue par dec, résoud le systetme (1). La solution du
probleme se trouvera dans le vecteur b.

2. Ecrire un programme qui permet de résoudre Ax = b et testez-le sur les exemples ci-dessous.

1 1 1 1 1 10
1 27t 272 973 2 , —35
A= 1 3-1 32 3-3 B = 5 résultat: 50
1 471 472 473 4 —24
1 1 1 1
A=10 0 1 B=|1
0 0 1 1
Remarque: En utilisant les instructions allocate (A (ndim, ndim), ...) on peut

utiliser les mémes tableaux pour des matrices (vecteurs) de dimensions différentes. Il suffit
d’écrire deallocate (A, ..) puisallocate (A (ndim2,ndim2),...).
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VIL.9 Décomposition QR et trajectoire d’un astéroide

Pour résoudre un systeme surdéterminé
Ar=b, xz€IR", bé&real™, m>n,

une méthode efficace (voir le cours) est d’utiliser la décomposition )R de la matrice A. On vous
propose dans la premiere partie de ce tp d’écrire un programme effectuant cette décomposition.
Dans une deuxieme partie on traitera un probléme surdéterminé de facon complete (estimation de
I’erreur, test de confiance du modele).

1. Pour effectuer la décompostiton () R, on utilise (voir cours) I’algorithme de Householder -
Businger - Golub. On commence par écrire une sous-routine decqr

subroutine decqr (m,n,A,alpha)
use accuracy
implicit none

integer :: m,n, ...
real (kind=dp),dimension(n) :: alpha
real (kind=dp),dimension(m,n) :: A

qui effectue la décomposition () R d’une matrice A posseédant m lignes et n colonnes. Cette
sous-routine doit retourner la matrice A modifiée comme suit:

(a) les vecteurs v; € R™ "' ¢ = 1,...,n (voir cours), dans la partie “triangulaire”
inférieure de la matrice A,

(b) la matrice triangulaire R (sans les «;) dans la partie “triangulaire” supérieure de la
matrice A.

La diagonale de la matrice triangulaire R (les «;) est stockée dans le vecteur alpha. On
vous conseille de faire un schéma de la matrice A a la sortie, pour illustrer la description
ci-dessus.

2. Ecrivez ensuite une sous-routine solqr qui calcule Q7b ainsi que la solution du systéme
triangulaire Rx = c.

subroutine solqgr (m,n,a,alpha,b)
use accuracy
implicit none

integer :: m,n, ...

real (kind=dp),dimension(n) :: alpha
real (kind=dp),dimension(m) :: b
real (kind=dp),dimension(m,n) :: A

Pour réaliser la multiplication Q7'b, on effectue les multiplications successives H;b i =

1,...,n delaméme facon que I’on a effectué les multiplications H; A pour la décomposition

Remarque. On ne demande pas de traiter le cas ou les colonnes de A seraient linéairement
dépendantes.
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3. Ecrire un programme qui permet de résoudre Az = b a I’aide de la décomposition QR

et testez-le sur I’exemple ci-dessous pour lequel la solution se calcule facilement (faire un
dessin). Vous pouvez aussi tester votre programme sur les exemples de la série 7.

X + 2y =1
3x 4+ 4y =2
5x + 6y =3

. Afin d’effectuer une estimation de I’erreur (pour des observations donnant lieu a un systeme

surdéterminé) on doit calculer diag( AT A)~* (voir cours). On remarque que
(ATA) = (R'R),

ou R est la matrice triangulaire supérieure obtenue par la décomposition QR (a laquelle
on a rajouté la diagonale “alpha (i)”. On peut alors calculer diag(AT A)~! en résolvant

successivement les systémes linéaires (pouri = 1,...,n)
Rfc= ¢, ou e =(0,...,1,...,0)T ieme vecteur de base de IR",
Rx = c.

. (Sur les traces de Gauss)

Un astéroide en orbite autour du soleil a pu étre observé pendant quelques jours avant de
diparaitre. Voici 10 observations:

Ti=1,.5 -1.024940 -0.949898 -0.866114 -0.773392 -0.671372
Ti=s,..10 -0.559524 -0.437067 -0.302909 -0.155493 -0.007464
Yi=1,.5 -0.389269 -0.322894 -0.265256 -0.216557 -0.177152
Yi=es,..10 -0.147582 -0.128618 -0.121353 -0.127348 -0.148885

On veut calculer sa trajectoire a partir de ces observations, afin de pouvoir prédire I’instant
ou son orbite sera a nouveau visible. On suppose un modele ellipsoidal pour I’orbite

22 = ay? + bry + cx + dy +e.

Cela conduit a un systeme surdéterminé que 1’on résoud par les “moindres carrés” pour
déterminer a, b, ¢, d, e. Faire ensuite une estimation de 1’erreur ainsi qu’un test de confiance
du modele.

Faire la méme étude pour le modele parabolique
* =ay+e.

Quelle est la trajectoire la plus probable ?
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En janvier 1801, I’astronome italien G.Piazzi découvre une nouvelle planete Ceres (entre
Mars et Jupiter), et observe son orbite pendant quelques jours, avant que celle-ci ne dis-
paraisse. Tous les astronomes de 1’époque s’attendent a ce que cette planete réaparaisse a
la fin de I’année 1801 ou au début de I’année 1802. Une grande effervescence habite le
monde scientifique européen et plusieurs prédictions quant a la trajectoire de 1’orbite sont
effectuées.

Le 29 septembre 1801, un jeune mathématicien allemand (alors peu connu), du nom de C.F.
Gauss, publie une trajectoire qui differe sensiblement des autres prévisions, utilisant notam-
ment sa méthode des “moindres carrés”, Le 7 décembre 1801, Zach, un des astronomes
les plus connus d’Allemagne, redécouvre la planete sur la trajectoire prévue par Gauss.
Ce résultat publié en février 1802 dans les Monatliche Correspondenz fait de Gauss une
célébrité européenne.
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Esquisse de Gauss des orbites de Ceres et Pallas (planéte découverte en 1802). Tiré de W.K.
Biihler: Gauss, a biographical study.
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VII.10 FORTRAN 90/95

Le Fortran90 est la nouvelle version du language de programmation Fortran77, largement
utilisé pour les calculs scientifiques. Les instructions de Fortran77 sont pour la plupart encore
valables en Fortran90.

Compiler

L’extension pour un programme en Fortran 90 est ”.f90”. Pour compiler un programme taper £ 90
nom. £90 et ensuite a . out pour I’exécuter.

Découpage des lignes en zones

La longueur de la ligne est de 132 caracteres, et commence des la premiere colonne. Tout ce qui
est a droite d’un ”!” est en commentaire. Pour continuer une ligne sur la ligne suivante, terminer
la premiere par un "&”. Pour écrire plusieurs instructions sur une méme ligne, les séparer par des

99,99
. o

Structure d’un programme

program exemple
zone de d\’eclaration des variables

instructions ex\’ecutables
end program exemple

subroutine et function

Un programme peut appeler des sous-programmes qui sont des subroutine oudes function.
Voir la série 1 pour des exemples de la structure et de 1’ utilisation des sous-routines et des fonctions.
Types de données

Fortran90 contient 5 types intrinseques:
1. Types numériques: integer, real et complex.
2. Types non numériques: characteret logical.

Il est possible de définir de nouveaux types de données a partir des types intrinseques. Aux 5
types intrinseéques sont associé€s un entier non négatif appelé le “kind type parameter” (dépend
du systeme et indique en général le nombre de bytes utilisés pour stocker une valeur). Quand
celui-ci n’est pas spécifé, c’est la valeur par défaut qui est utilisée.

Exemples:
I. real (kind=8) :: x ! x est de type réel double précision sur sun (ultra), simple

précision sur Cray. La double précision correspond a un type prédéfini qui donne environ 15
chiffres significatifs, la simple précision ou précision réelle par défaut en donne environ 7.
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2. integer, parameter :: dp=kind(1.d0) !leparametre dp (constante littérale)
prend la valeur de kind qui correspond a la double précision.
real (kind=dp) :: x !xestde type réel double précision (défini ci-dessus)

3. real :: x!xestde type réel par défault (simple précision)

4. integer, parameter :: g=select_real kind(15,60) ! choisi g de sorte
que real (kind=qg) possede au moins 15 chiffres significatifs et une étendue égale ou
supérieure 2 107, 10%° (pour autant que le compilateur en question supporte cette précision).
C’est donc une fagon indépendante du compilateur de définir des sous-types numériques.

5. 1234 ! constante de type ‘‘entier’’
1234. ! constante de type ‘‘r\’eel’’
1234 ._dp! constante de type ‘‘dp’’ (pr\’ealablement d\’efini)

Entrées et Sorties

1. read (5, ) x ! litun caractere et I’assigne a la variable x. L’étiquette 5 indique que le
caractere est lu du clavier.

2. read (8, ) x ! comme ci-dessus, sauf que 1’étiquette 8 indique que le caractere est lu
dans le fichier avec I’étiquette 8 (la lecture se fait de facon séquentielle en commencant par
la premiere valeur du fichier).

3. write (6, x) x ! écrit le contenu de la variable z a1’ écran
4. write (8, x) x ! écritle contenu de la variable x dans le fichier avec I’étiquette 8

5. write (6, x) ’"valeur de x’ !écritles charactéres entre apostrophes a I’écran

Remarque: L’ étoile * (format par défaut) dans la description ci-dessus peut-€tre remplacée par un
descripteur de format (voir les sorties formatées).

Affectation des variables

L’opération d’affectation des variables est la suivante:
variable réceptrice=expression source

Déclaration de parametres et initialisations

l. integer, parameter :: n=20! défini un parametre entier et lui assigne la valeur
20. Cette assignation est définitive et ne peut plus étre changée dans le programme.

2. real (kind=dp) :: rn=20"! défini une variable rn réelle de type dp et lui donne
20 comme valeur initiale. Cette assignation peut-&tre changée dans le programme. On peut
aussi déclarer rn comme variable real (kind=dp) et I'initialiser dans le programme.

Opérateurs et fonctions

+,-,%,/,** (exponentiation)
abs (x) (valeur absolue), sin (x), cos(x), sqrt (x) (racine carrée), etc.
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Opérations arithmétiques

Lors de calculs arithmétiques avec des constantes ou des variables, il est souvent dangereux de
mélanger dans une méme expression plusieurs types numériques. Pour 1’assignation

variable=expression,

ol variable est une variable numérique et expression est une expression numérique, si
expression n’est pas du méme type que variable, expression va étre converti dans le
type de variable. Cette conversion peut donner lieu a des pertes de précision. Lors d’opérations
arithmétiques mélangeant plusieurs types numériques, les “types moins précis’” sont convertis dans
le “type le plus précis” de I’expression.

Exemples:
1. integer :: i,
integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)
real (kind=dp) :: a,b

a=1;b=3;1i=1;j=3
write (6, *) a/b,a/Jj,1/]
real (kind=dp) :: a,b

résultats: 0.33333333333333331, 0.33333333333333331, O

Pour a/b les entiers sont convertis en dp (de fagon exacte) et le calcul est effectué en
precision dp. Pour a/ j le contenu de la variable entiere j est converti (de facon exacte) en
dp et le calcul est effectué en precision dp. Pour i/ j le calcul est fait en division entiere et
le résultat est faux.

2. integer, parameter :: dp=kind(1.dO0)
real (kind=dp) :: a,b
a=1.123456789;b=1.123456789_dp
write(6,*) a,b
write (6, *) a/b,a-b
a=1.123456789_dp;b=1.123456789
write(6,*) a/b,a-b
a=1.123456789_dp;b=1.123456789_dp
write(6,*) a/b,a-b

résultats: 1.1234568357467651, 1.123456789
1.0000000416097581, 4.67467651255049077E-8
0.99999995839024369, -4.67467651255049077E-8
1., 0.E+O

L’expression a=1.123456789 mélange le mode réel dp pour a et le mode réel simple précision
(précision réelle par défaut) pour la constante 1.123456789. Lors de la conversion on perd 3
chiffres significatifs. Ceci explique pourquoi toutes les opérations arithmétiques ci-dessus mélangeant
plusieurs types numériques (excepté la dernicre) donnent des résultats faux.
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Les sorties formatées

Exemples:

l. write (6,15) 123456 ! écrit ’entier 123456 (“i” pour “integer’’) dans un champ de 5
characteres

2. write (6, £f10.5) 1.23456 ! écritle réel 1.23456 dans un champ de 10 characteres
dont 5 sont réservés pour la partie décimale.

Ces instructions peuvent également s’écrire

1. write(6,100) 123456
100 format (15)

2. write (6,100) 1.23456
100 format (£10.5)

Remarque: L’étiquette 6 dans la description ci-dessus peut-étre remplacée par un label indiquant
une autre sortie, par exemple une sortie fichier (voir “fichiers”).

Les fichiers

Ecriture des résultats dans un fichier:
open (8, file=’'fichl’)

ouvre un fichier fichl et lui assigne I’étiquette 8
write (8, ) a

écrit dans le fichier avec 1’étiquette 8 la valeur de a
read (8, x) a

lit dans le fichier avec I’étiquette 8 la valeur de a.

Remarque: Le format par défaut dans la description ci-dessus peut-étre remplacé par un format
spécifié par I’ utilisateur (voir “sorties formatées”).

Structures de controles

1. if (expression-logique) then
traitements
else
traitements
end if

2. do variable=i,n,m
traitements
end do
ol i,n,m sont des entiers. La boucle se fait de i a n avec un pas m.

3. do while (expression-logique)
traitements
end do
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Les opérateurs de comparaison

> : plus grand que;

>= : plus grand ou égal a;
== :égal;

/ = : différent de;

<= : plus petit ou égal a;
< : plus petit que.

Les tableaux

Exemple de déclaration:

real,dimension (2, 3) :: tabrl, tabr2

déclare un tableau 2 x 3 a valeurs réelles.
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Remarque: Il est permis de créer des nouveaux tableaux a I’intérieur des fonctions et des sous-
routines.

Allocation dynamique:

Pour déclarer un tableau a deux dimensions, mais dont la taille n’est pas connue au début du
programme:

real,dimension(:, :),allocatable:: tabdynl

et plus loin dans le programme:

nl=4;n2=8
allocate (tabdyn(nl,n2))
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