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Intégration numérique

Etant donnés f : R — R, a, b € R, on cherche a calculer I'intégrale
définie (un réel)

/ab F(x)dx. (1)

En général, aucune primitive F de f n'est connue
@ parce qu'il n'existe aucune formule finie pour F ou
@ parce que f n'est connue que par une boite noire ou par son
graphe donné sous la forme d'une suite de points

En algorithmique numérique, on utilise des formules approchées
appelées formules de quadrature



Erreurs de méthode vs erreurs d'arrondi

En algorithmique numérique, on distingue
@ les erreurs d'arrondis

@ des erreurs de méthode , qui sont les erreurs faites par
I'algorithme employé pour mener le calcul, en supposant qu'il
n'y a aucune erreur d'arrondi .

Remarques
@ l'erreur d'une formule de quadrature = I'erreur de (la) méthode

@ |'erreur d'une formule de quadrature = la relation entre
précision du résultat et travail fourni

o l'ordre de la formule résume cette relation par un entier



Deux familles de méthodes

Les formules de Newton-Cotes (trapézes, Simpson, ...)

o elles s'appliquent méme dans le cas ol 7 n'est connue que
par son graphe, donné sous la forme d'une suite de points

Les formules de quadrature de Gauss (et autres)

o elles ne s'appliquent que si f est donné par une formule ou au
moins un algorithme qui permet de I'évaluer

o elles sont plus efficaces que les méthodes de Newton-Cotes :
elles ont un ordre plus élevé



Premiére formule de Newton-Cotes : les trapézes

Soient deux points appartenant au graphe y = f(x)
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oll h = x3 — xg est la longueur du pas.

La formule du trapéze
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intégrale recherchée aire du trapeze



La formule des trapézes composite

Soit n > 0 un nombre de pas
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La formule des trapézes composite

Soit n > 0 un nombre de pas
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La formule des trapézes composite

Soit n > 0 un nombre de pas

Notons
e h=(b—a)/n lalongueur d'un pas,
@ x; = a+ i h (abscisses équidistantes!) et
e yi = f(x)
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La formule des trapézes composite
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Un autre point de vue sur les trapézes

Soient deux points appartenant au graphe y = f(x)

(o) (20")
yo )’ %1 ’

p le polynéme d'interpolation défini par ces points

1
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intégrale recherchée intégrale du polynéme d'interpolation



La formule de Simpson

Soient trois points équidistants appartenant au graphe y = f(x)

<Xg> <X0+h> <X0+2h>
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La formule de Simpson
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intégrale de la parabole d'interpolation



La formule de Simpson composite

Soit n > 0 un nombre pair de pas.
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La formule de Simpson composite

Soit n > 0 un nombre pair de pas.

Notons
@ h=(b—a)/n la longueur d'un pas,
@ x; = a+ i h (abscisses équidistantes!) et

oy = f(x;)
) () ()
Yo ’ yi T Yn
La formule de Simpson composite
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intégrale recherchée somme des intégrales des 5 paraboles




Les formules de Newton-Cotes

s = le nombre d'étages
= de points utilisés pour le polynéme d'interpolation

s | ordre poids b; nom
1 1 .
2 2 5 5 trapézes
1 4 1 .
3 4 5 5 5 Simpson
1 3 3 1
4 4 5 3 3 5 Newton
7032 12 32 7
5 6 % 96 5 55 95 Boole
6 6 19 75 50 50 75 19
288 288 288 288 288 288
41 216 27 272 27 216 41
7| 8 |gig 840 840 a0 840 s40  sag | Weddle




Ordre des formules de Newton-Cotes

Def Une formule est d'ordre p si elle est exacte pour tout
polynéme de degré strictement inférieur a p

Thm L'ordre d'une formule de Newton-Cotes a s étages est le plus
petit entier pair supérieur ou égal 3 s

Thm Si une formule de quadrature est d'ordre p alors I'erreur de
méthode est « en AP »



Plus 'ordre est élevé mieux c'est

- Si une formule est d’ordre p alors I'erreur est « en hP »

- On approxime une intégrale avec une formule d'ordre p



Plus 'ordre est élevé mieux c'est

- Si une formule est d’ordre p alors I'erreur est « en hP »

- On approxime une intégrale avec une formule d'ordre p

Premier calcul
@ nombre de pas ng, longueur du pas hg = (b — a)/ng

e erreury = hf



Plus 'ordre est élevé mieux c'est

- Si une formule est d’ordre p alors I'erreur est « en hP »

- On approxime une intégrale avec une formule d'ordre p

Premier calcul
@ nombre de pas ng, longueur du pas hg = (b — a)/ng
e erreury = hf
Deuxiéme calcul
@ nombre de pas n; = 10 ng, longueur du pas hy = hg/10

e erreury = hf



Plus 'ordre est élevé mieux c'est

- Si une formule est d’ordre p alors I'erreur est « en hP »

- On approxime une intégrale avec une formule d'ordre p

Premier calcul
@ nombre de pas ng, longueur du pas hg = (b — a)/ng

e erreury = hf

Deuxiéme calcul
@ nombre de pas n; = 10 ng, longueur du pas hy = hg/10

e erreury = hf
On a gagné p décimales

P
W hy _erreury
erreury = h] = o0~ Top




Plus 'ordre est élevé mieux c'est

- Si une formule est d’ordre p alors I'erreur est « en hP »

- On approxime une intégrale avec une formule d'ordre p

Premier calcul
@ nombre de pas ng, longueur du pas hg = (b — a)/ng

e erreury = hf

Deuxiéme calcul
@ nombre de pas n; = 10 ng, longueur du pas h; = hg/10

e erreury = hf
On a gagné p décimales

P
W hy _erreury
erreury = h] = Top ~ Top




Plus 'ordre est élevé mieux c'est

- Si une formule est d’ordre p alors I'erreur est « en hP »

- On approxime une intégrale avec une formule d'ordre p

Premier calcul
@ nombre de pas ng, longueur du pas hg = (b — a)/ng
e erreury = hf
Deuxiéme calcul
@ nombre de pas n; = 2 ng, longueur du pas hy = hg/2
e erreury = hf
La mantisse du résultat a gagné p bits exacts
hE erreury

_ P _
erreury, = hy = =
2p 2p




Les formules de quadrature de Gauss

- Parce que les abscisses sont équidistantes, |'ordre p d'une
formule de Newton-Cotes a s étages est le plus petit entier pair
supérieur ou égal 3 s

Gauss (1800) : si on choisit bien I'emplacement des abscisses (plus
équidistantes) on peut obtenir des formules d'ordre p =25

Exemple de formule de quadrature de Gauss

/a ’ F(x) dx

2
=
S

dif(a+ci(b—a)) avec

i=0
5 8 5
(d07dlad2) (Tg: 18> Tg) )
(co,c1,02) = (%——%5, 3, 3+ Y2) controle I'emplacement

des s = 3 abscisses



Utilisation d'une formule de quadrature de Gauss

On divise I'intervalle [a, b] en sous-intervalles de longueur ¢ et on
applique la formule de quadrature de Gauss sur chaque
sous-intervalle

N
quadrature de Gauss quadrature de Gauss
sur [a,a + (] sur [a+l,a+ 20 =]
hooi o h h h
. >
A} "‘ |. 3 :' o
a. at e Satl a+§€ Jat20=0b
2
1 V15 (1 V15

1 V5 (1 ViB
i -
a+(2+ 10) a+f+(2 10 ) 4



Algorithme 3 pas adaptatif

o utiliser simultanément deux formules de quadrature Fy et F
d'ordres différents p; > po, comparer les résultats obtenus et,
connaissant leur ordre, déduire une estimation de |'erreur

@ si, sur un sous-intervalle, I'erreur est supérieure a un ¢ > 0 fixé
par |'utilisateur, diviser la longueur £ par deux, sur ce
sous-intervalle ( pas adaptatif )

@ pour limiter le nombre d'évaluations de f, on peut s'arranger
pour que les abscisses utilisées pour F> soient un
sous-ensemble de celles utilisées pour F; (on dit que F, est
une formule emboitée )

@ on rencontre des quadratures de Gauss-Kronrod a s = 30

étages (Kronrod (1960) a perfectionné le systéme des formules
emboitées)



Intégrales non définies

- Supposons x = ¢(t) avec p(a) = a et ¢(B) = b. Alors

b B
/ flx)dx = / Fo(1) /(1) dt



Intégrales non définies

- Supposons x = ¢(t) avec p(a) = a et ¢(B) = b. Alors
b g
[ e = [ ey

L'intégrale de Gauss

/ e dx = v,
0 2



Intégrales non définies

- Supposons x = ¢(t) avec p(a) = a et ¢(B) = b. Alors

b B
/ flx)dx = / Fo(1) /(1) dt

L'intégrale de Gauss
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Intégrales non définies

- Supposons x = ¢(t) avec p(a) = a et ¢(B) = b. Alors

b B
/ flx)dx = / Fo(1) /(1) dt

L'intégrale de Gauss

[e's) 1
/ e dx = / e*(l%)2 % dt
0 0 t

qui peut s'approximer avec la quadrature de Gauss a s = 3 étages
parce qu'aucune abscisse n'atteint les bords de l'intervalle d'intégra-
tion.



