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Résumé

Résumé
Pour une forme de Hilbert qui satisfait la condition de pente non critique, l’on construit

une distribution p-adique sur le groupe de Galois de l’extension abélienne maximale du
corps totalement réel, non ramifiée en dehors de p et ∞. On démontre que la distribution
obtenue est admissible et interpole les valeurs critiques de la fonction L complexe de la
forme de Hilbert. Cette construction est basée sur l’étude de la cohomologie surconvergente
des variétés modulaires de Hilbert et de certains cycles sur ces variétés .

Mots-clefs

Variétés modulaires de Hilbert, compactification de Borel-Serre, Distributions p-adiques,
formes de Hilbert, représentations automorphes, fonction L.

Overconvergent cohomology of Hilbert modular varieties
and p-adic L-functions

Abstract
For each Hilbert modular form that satisfies the condition of non critical slope we

construct a p-adic distribution on the Galois group of the maximal abelian extension
of the totally real field, unramified outside p and ∞. We prove that the distribution
is admissible and interpolates the critical values of the L-function of the form. This
construction is based on the study of the overconvergent cohomology of Hilbert modular
varieties and certain cycles on these varieties.

Keywords

Hilbert varieties, Borel-Serre compactification, p-adic distributions, Hilbert modular
forms, automorphic representations, L-function.
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Introduction

Depuis les années 1970 on sait construire la fonction L p-adique d’une forme modulaire
normalisée de pente non-critique (voir [AV75], [Vis76] et [MTT86]). Dans les années 1990
Glenn Stevens a construit cette fonction L p-adique avec une nouvelle méthode basée sur
la théorie des symboles modulaires surconvergents (voir [Ste94],[PS11]). La construction
de Stevens s’est montré très fructueuse, car elle lui a par exemple permis de construire
la fonction L p-adique sur la variété de Hecke et de démontrer la conjecture du zero
exceptionnel en poids quelconque(la construction se trouve dans [Ste], mais voir [Bel12],
et pour la preuve de la conjecture voir [Ste10]) ainsi que de traiter le cas où la forme est
de pente critique (voir [PS] et [Bel12]).

Pour les formes de Hilbert la construction de fonctions L p-adiques a commencé avec
Manin (voir [Man76]) qui a traité le cas ordinaire en géneralisant la théorie des symboles
modulaires. Puis, Dabrowski (voir [Dab94]) a traité le cas de pente finie non-critique
en utilisant la convolution de Rankin-Selberg. Pour des familles p-adiques de formes de
Hilbert on trouve les travaux de Hida ( voir [Hid91]) et Dimitrov (voir [Dim]) dans le cas
quasi-ordinaire. Mok a également construit des fonctions L p-adiques pour familles dans le
cas ordinaire (voir [Mok09]) ce qui lui a permis de démontrer certains cas de la conjecture
du zéro exceptionnel.

Le but de ce texte est de généraliser la construction de Stevens dans le contexte des
formes de Hilbert. Soit F un corps de nombres totalement réel de degré d et on note OF
son anneau d’entiers. On fixe p une nombre premier non ramifié dans F , un plongement
incp de Q dans Qp et L/Qp une extension finie contenant la clôture normale de F . Soient
G = ResOF /ZGL2, T le tore standard dans G et B le Borel standard (matrices triangu-
laires supérieures).

Soit (k, r) ∈ ZΣF × Z avec ΣF := Hom(F,C), on suppose que kσ ≥ 2, kσ ≡ r (mod2)
et | r |≤ kσ− 2 pour chaque σ ∈ ΣF , ici k = (kσ)σ∈ΣF . On associe un caractère algébrique
du tore T sur L à ses données, λ, défini par λ( a 0

0 d ) =
∏
σ∈ΣF a

kσ−2−r
2

σ d
− kσ−2+r

2
σ . Du côté

classique on considère la représentation algébrique irréductible de G sur L associée au
caractère dominant λ l’induction algébrique noté Vλ(L). Soit I ⊂ G(Zp) le sous groupe
d’Iwahori et on fixe une identification de I comme un sous espace de Q4d

p . Alors du côté
surconvergent on considère l’induction localement analytique, noté Aλ(L), des fonctions
localement L-analytiques f : I → L telles que f(bg) = λ(b)f(g) pour tout b = ( a 0

c d ) ∈ I.
Son dual topologique noté Dλ(L) est un espace de Fréchet compact et possède une action
continue d’un semi groupe Λ−1

p ⊂ G(Qp) (voir section 3). On a un morphisme canonique
Dλ(L)→ Vλ(L)∨ équivariant par rapport à l’action de I, mais non par rapport à l’action
du semi-groupe Λ−1

p .
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0.1 Classicité
Soit K ⊂ G(Af ) un sous groupe ouvert compact dont l’image dans G(Qp) est contenue

dans I, si aId ∈ K∩G(Q) alors a ∈ O∗F et {( u v0 1 )|u ∈ Ô∗F , v ∈ ÔF } ⊂ K. Soit YK la variété
de Hilbert de niveau K et L(Dλ(L)),L(Vλ(L)∨) les faisceaux sur YK obtenus. Alors on a
un morphisme de spécialisation :

H•c (YK ,L(Dλ(L)))→ H•c (YK ,L(Vλ(L)∨)).

On considère l’opérateur Up sur H•c (YK ,L(Dλ(L))) qu’on note U sur
p . D’autre part comme

Dλ(L)→ Vλ(L)∨ n’est pas équivariant par rapport à toute l’action du semi-groupe Λp alors
on doit considérer l’opérateur de Hecke modifié U0

p (“à la Hida”) sur H•c (YK ,L(Vλ(L)∨)) :

Théorème 0.1. Soit k0 = min{kσ | σ ∈ ΣF }. Si h < k0 − 1 alors le dernier morphisme
induit un isomorphisme pour les espaces

Hd
c (YK ,L(Dλ(L)))≤h ∼ // Hd

c (YK ,L(Vλ(L)∨))≤h ,

ici les décompositions en pente ≤ h sont par rapport à U sur
p et U0

p respectivement.

Pour la cohomologie sans support ce théorème est dû à Urban, voir [Urb11]. En suivant
l’argument dans [Urb11] et en travaillant sur le bord de la compactification de Borel-Serre
de la variété de Hilbert on obtient le résultat (voir 2 et chapitre 4).

0.2 Construction
Soit Galp le groupe de Galois de l’extension abélienne maximale de F non ramifiée

en dehors de p et ∞. Soit D(Galp, L) l’espace de Fréchet compacte des distributions sur
Galp (voir section 3). Pour la construction de la distribution à partir d’une représentation
automorphe et la vérification des propriétés on utilise les cycles automorphes définis dans
[Dim]. À l’aide du cycle CK,1 : Xn → YK défini par [x] → [( x xpp−1

0 1 )] on construit une
transformation L-linéaire :

Hd
c (YK ,L(Dλ(L)))→ D(Galp, L) Φ→ µΦ.

Alors on démontre qu’avec une adéquate définition d’admissibilité on a :

Proposition 0.2. On suppose que Cl+F = 1. Soit Φ ∈ Hd
c (YK ,LK(Dλ(L))) tel que

U sur
p (Φ) = αΦ avec α ∈ L∗ et soit h = vp(a) alors µΦ est une distribution h-admissible.

En particulier si α est une unité dans OL alors µΦ est bornée.

La preuve d’une proposition analogue dans le cas classique (voir lemme 6.2 dans [PS11])
à motivé notre preuve. Cependant dans notre cas les choses sont plus subtiles étant donné
la présence des unités totalement positives de OF .

0.3 Distributions et représentations automorphes
Finalement on applique nos résultats déjà mentionnés à la construction de distributions

p-adiques pour certaines représentations automorphes. Soit π une représentation automor-
phe cohomologique de type (k, r) et soit f la forme nouvelle associée à π. Pour appliquer
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notre méthode on a besoin de la condition suivante sur la représentation automorphe :

Pente non critique : Il existe une p-stabilisation de f , qu’on note fπ, tel que si pour
chaque p | p on note ap ∈ Q la valeur propre de fπ par rapport à l’opérateur Up alors on
a :

vp(incp(p
k−2t+rt

2
∏
p|p
ap)) < k0 − 1,

ici k0 = min{kσ | σ ∈ ΣF }.

Alors on suppose que π satisfait cette condition et on fixe une des p-stabilisation
dans la condition. On note α = incp(p

k−2t+rt
2

∏
p|p ap). Alors pour une extension L/Qp

assez grande on trouve à travers l’isomorphisme de Harder-Matsushima-Shimura une classe
φπ,1 ∈ H•c (YK1(cp),L(Vλ(L)∨))[fπ,1] où c est le conducteur de π. D’après l’hypothèse et
le théorème de classicité il existe une unique classe Φπ,1 ∈ H•c (YK1(cp),L(Dλ(L))) tel que
son image à travers le morphisme spécialisation est φπ,1 et U sur

p Φπ,1 = αΦπ,1. Finalement
on définit :

µπ,1 = µΦπ,1 .

Alors on démontre :

Théorème 0.3. On suppose que Cl+F = 1. Soit π une représentation automorphe cuspidale
de type (k, r) telle que :

i) π satisfait la condition pente non critique (voir 7.1.1) ;
ii) si c est le conducteur de π alors K1(cp) est net.

Alors on a :
1) La distribution µπ,1 : A(Galp, L) → L est h-admissible avec h = vp(α) (voir 3.4.2
pour la définition d’admissibilité).

2) Soit χ : Galp → L∗ un caractère d’ordre fini, alors on peut voir χ comme un carac-
tère de Hecke d’ordre fini comme dans 3.4.3, et on suppose que 1 = (χσ(−1))σ∈ΣF .
Alors on a :

µπ,1(χ) = incp
(
Lp(π ⊗ χ, 1)τ(χ)

Ωπ

)∏
p|p
Zp,

ici Lp est la fonction L sans le facteur en p et avec le facteur en ∞ et on a :

Zp =


α
−cond(χp)
p si χp est ramifié

χp(p)−dp(1− α−1
p χp(p)−1NF/Q(p)−1)(1− αpχp(p))−1 si non.

αp = incp(ap), dp la puissance de p dans la différente de F et τ(χ) est la somme de Gauss.





Notations

Dans ce texte on considère le corps des nombres algébriques Q comme un sous corps
de C. Pour chaque corps de nombres K on note par ΣF l’ensemble des plongements dans
Q. Soit p un nombre premier et soient Qp les nombres p-adiques, Qp sa clôture algébrique
et Cp le complété de Qp (le corps de Tate). On fixe dans tout le texte un plongement :

incp : Q→ Cp.

Soit | |p: Cp → R+ la norme non archimédienne tel que | p |p= p−1 et vp : Cp → R définie
par vp(x) = − log(|x|p)

log(p) la valuation associée.

Dans cet texte F est un corps de nombres totalement réel tel que p est non ramifié en
F . On note par d le degré de F sur Q, OF son anneau d’entiers, d la différente de F etDF le
discriminant de F (égal à NF/Q(d)). On note A (resp. Af ) l’anneau des adèles (resp. adèles
finis ) de Q et Ẑ le produit des Zl pour tous les nombres premiers l. Soit AF := A ⊗Q F
l’anneau des adèles de F , AF,f := Af⊗QF les adèles finis et F∞ := F ⊗R ⊂ AF . Pour c un
idéal entier de F on définit ĉ par c⊗ Ẑ. On a les inclusions canoniques ÔF ,AF,f , F∞ ⊂ AF
et Ô∗F ,A∗F,f , F ∗∞ ⊂ A∗F .
Comme p est non ramifié en F on considère p comme uniformisante des corps Fp pour
p | p, ici Fp est la complétion de F dans la place p. On définit ξ : (Qp ⊗ F )∗ → (Qp ⊗ F )∗
comme suit : soit a = (ap)p|p ∈ (Qp ⊗ F )∗ =

∏
p|p F

∗
p . On peut écrire ap = pnpµp avec

np ∈ Z et µp une unité de l’anneau d’entiers de Fp, OFp . Alors on pose ξ(a) = (pnp)p|p. En
plus on définit u : (Qp ⊗ F )∗ → (Zp ⊗OF )∗ par u(a) = a/ξ(a).

Quelques notations sur groupes algébriques.Gm est le groupe multiplicatif, T2 le tore de
GL2 et B2 le Borel standard (matrices triangulaires supérieures) de GL2, et N2 = {( 1 ∗

0 1 )}.
Si H est un groupe algébrique défini sur un anneau k et A est un k-algèbre alors H(A) est
le groupe de A-points de H. Soit k′ une k-algèbre, alors on note Hk′ le groupe obtenu par
extensions des scalaires et si H ′ est un groupe algébrique défini sur k′ on note Resk′/kH ′
le groupe algébrique défini sur k obtenu par restriction des scalaires.





Chapitre 1

ResOF/ZGL2

1.1 Racines
Soit G = ResOF /ZGL2, alors G est un groupe algébrique linéaire réductif connexe

défini sur Z. On note Z le centre de G, qu’on peut identifier avec ResOF /ZGm et on définit
Gad := G/Z. En plus soit T = ResOF /ZT2 le tore standard dans G, B = ResOF /ZB2 le
Borel standard dans G et N = ResOF /ZN2 son radical unipotent. Finalement on note B−
le Borel opposé à B et N− son radical unipotent.

Soit L un corps qui est aussi une
∼
F -algèbre, ici

∼
F⊂ Q est la clôture normale de F . Alors

GL est déployé avec TL le tore maximal standard déployé et BL son sous groupe de Borel
standard contenant TL. En fait comme L est une

∼
F -algèbre alors on a un isomorphisme

canonique L ⊗Q F ∼= LΣF , ce qu’induit les identifications suivantes : GL ∼= GLΣF
2 , BL ∼=

BΣF
2 et TL ∼= TΣF

2 .
On notera X∗(TL) l’ensemble des caractères de TL. On a un isomorphisme de groupes :

ZΣF × ZΣF ∼−−−−→ X∗(TL), (1.1)

où (a,b) = ((aσ)σ∈ΣF , (bσ)σ∈ΣF ) ∈ ZΣF ×ZΣF corresponde au caractère algébrique de TL,
λ : TL → Gm, défini comme suit : pour chaque L-algèbre A le morphisme λA : TL(A)→ A∗

est défini par
λA( v 0

0 w ) =
∏
σ∈ΣF

vaσσ wbσσ ,

pour ( v 0
0 w ) = (( vσ 0

0 wσ
))σ∈ΣF ∈ TL(A) ∼= T2(A)ΣF . Le système de racines associé à la paire

(GL, TL) est l’ensemble {ασ,−ασ|σ ∈ ΣF } où ασ0 correspond à (a,b) à travers l’isomor-
phisme (1.1) où aσ = bσ = 0 si σ 6= σ0 et aσ0 = 1, bσ0 = −1 . Les racines simples associées
au Borel BL sont {ασ|σ ∈ Σ}. Finalement les poids dominants pour (GL, BL, TL) sont les
caractères de TL qui correspondent à (a,b) ∈ ZΣF × ZΣF avec aσ ≥ bσ pour tout σ ∈ Σ.
Le groupe de co-caractères de TL est noté par X∗(TL), comme dans le cas des car-
actères on a aussi un isomorphisme ZΣF × ZΣF ∼−−−−→ X∗(TL), ici à chaque (a,b) =
((aσ)σ∈ΣF , (bσ)σ∈ΣF ) ∈ ZΣF × ZΣF correspond le co-caractère χ : Gm → TL tel que pour
chaque L-algèbre A χA : A∗ → TL(A) est défini par :

χA(v) =
((

vaσσ 0
0 vbσσ

))
σ∈ΣF

.

L’ensemble de co-racines est {α∨σ ,−α∨σ |σ ∈ Σ}, avec α∨σ0 correspondant à (a,b) où aσ =
bσ = 0 si σ 6= σ0 et aσ0 = 1, bσ0 = −1
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1.2 Représentations algébriques irréductibles

Les représentations algébriques irréductibles d’un groupe algébrique réductif déployé
sont paramétrées par les poids dominants (par rapport à un tore maximal déployé et un
sous-groupe de Borel contenant ce tore, fixés). Dans cette section on va expliciter ces
représentations dans notre contexte.
Soit L un corps qui est aussi une

∼
F -algèbre, alors GL est un groupe algébrique déployé.

Soit λ ∈ X∗(TL) un caractère dominant pour (GL, BL, TL), donc d’après des résultats
généraux (voir chapitre 2 dans Partie II de [Jan]) la représentation irréductible associée à
λ est la représentation induite

Vλ(L) = indGB−(λ),

définie comme l’ensemble des morphismes des foncteurs f : GL → Ga tel que la fonction
fA : G(A)→ A satisfait f(bg) = λ(b)f(g) avec b ∈ B−(A), g ∈ G(A) pour toute L-algèbre
A (ici Ga est le groupe additif sur L et on voit λ comme un caractère de BL à travers
BL → TL). Le groupe GL agit à gauche sur Vλ(L) par translations à droite. On appelle λ
le plus haut poids de Vλ(L) et Vλ(L) la représentation irréductible de plus haut poids λ.

Remarque : La représentation algébrique duale de Vλ(L) est isomorphe à Vκ(L) où
κ est le caractère algébrique qui correspond à (−bσ,−aσ)σ∈ΣF à travers la bijection dans
(1.1) (voir chapitre 2 dans Partie II de [Jan]).

La description qu’on vient de donner est très générale mais dans notre cas on peut décrire
encore plus explicitement ces représentations. D’abord pour n = (nσ)σ∈ΣF ∈ NΣF on note
par Symn la représentation algébrique de GL définie comme suit. Le L-espace vectoriel
que l’on considère est Symn(L) l’espace des polynômes en les variables {Xσ, Yσ|σ ∈ ΣF }
qui sont homogènes de degré nσ dans Xσ, Yσ pour chaque σ ∈ ΣF . Pour chaque L-algèbre
A on définit :

P (X,Y) · g = P ((X,Y) ·t g) = P (aX + bY, cX + dY), (1.2)

où g = ( a bc d ) ∈ G(A), P (X,Y) ∈ Symn(A) := Symn(L) ⊗L A avec X = (Xσ)σ∈ΣF et
Y = (Yσ)σ∈ΣF . Ici par exemple aX + bY = (aσXσ + bσYσ)σ∈ΣF où a = (aσ)σ∈ΣF , b =
(bσ)σ∈ΣF ∈ A⊗ F ∼= AΣF .
On a considéré l’action à gauche de GL sur Vλ(L), maintenant on considére l’action à
droite obtenue : f · g(x) = f(xg−1). Alors on a un isomorphisme de représentations de GL
à droite :

I : Vλ(L)→ Syma−b ⊗ det−a, (1.3)

où det est la représentation algébrique de GL de dimension 1 donnée par le determinant.
Pour la preuve, d’abord on remarque que si V est une représentation algébrique irré-
ductible de GL tel que vue comme une représentation de TL (par restriction) son plus
grand poids (pour l’ordre induit par BL sur les caractères de TL) qu’elle possède est λ,
alors V est isomorphe à Vλ(L). Alors il suffit remarquer que la représentation de GL à
droite dans (1.3) est irréductible et que son plus haut poids est λ.

On va expliciter l’isomorphisme I sur les L-points. L’espace Syma−b(L) possède une
base canonique : pour chaque j ∈ ZΣF tel que 0 ≤ j ≤ a − b on note XjYa−b−j :=∏
σ∈ΣF X

jσ
σ Y

aσ−bσ−jσ
σ ∈ Syma−b(L) alors l’ensemble des XjYa−b−j forme une base de

Syma−b(L). Pour chaque j soit fj ∈ Vλ(L) l’unique fonction telle que I(fj) = XjYa−b−j.
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Alors on peut vérifier que pour chaque x ∈ LΣF on a fj ( 1 x
0 1 ) = (−x)jf0(1). On fixe

desormais un isomorphisme I tel que f0(1) = 1, alors on a :

fj ( 1 x
0 1 ) = (−x)j.

D’autre part on peut expliciter aussi l’isomorphisme entre le dual de Vλ(L) et une
représentation de la forme Vκ(L). Soient n ∈ NΣF et m ∈ ZΣF , alors on a un isomorphisme
P : (Symn(L)⊗ detm)∨ → Symn(L)⊗ det−n−m défini par :

P (ρ)(W,Z) := ρ((ZX−WY)n),

ici (ZX −WY)n est le polynôme dans les variables X et Y définit par
∏
σ∈ΣF (ZσXσ −

WσYσ)nσ .

Dans le reste de cette section on décrit en termes de Vλ(L)∨ une évaluation sur (Syma−b⊗
det−a)∨ ' Syma−b ⊗ detb. Soit λ un caractère dominant qui correspond à (a,b) ∈
ZΣF × ZΣF . Soit j tel que 0 ≤ j ≤ a − b, en associant à chaque P (X,Y) ∈ Syma−b(L)
le coefficient devant XjYa−b−j on obtient un morphisme aj : Syma−b(L) ⊗ detb → L.
D’autre part soit fa−b−j ∈ Vλ(L) tel que I(fa−b−j) = Xa−b−jYj et on définit la fonction
Aj : Vλ(L)∨ → L par Aj(µ) =

(a−b
j
)
(−1)jµ(fa−b−j). Alors on a le diagramme commutatif

suivant :

Vλ(L)∨
Aj // L

(Syma−b ⊗ det−a)∨ P //

I∨

OO

Syma−b(L)⊗ detb

aj

OO (1.4)

1.3 Variétés

1.3.1 Variétés modulaires de Hilbert

Soit G+
∞ la composante connexe de l’identité dans G(R), Z∞ = Z(R) son centre ( qu’on

peut identifier avec F ∗∞),K∞ = O2(F∞), C∞ = K∞Z∞,K+
∞ = SO2(F∞) et C+

∞ = K+
∞Z∞.

On note aussi G(Q)+ := G(Q) ∩ G+
∞ et Gad(Q)+ l’image de G(Q)+ dans Gad(Q). Si K

est un sous-groupe compact et ouvert de G(Af ) alors on définit la variété modulaire de
Hilbert de niveau K par :

YK = G(Q) \G(A)/KC+
∞.

On peut décrire les composantes connexes de YK en termes classiques. Soit C+
K := F ∗ \

A∗F /det(K)F+
∞ où F+

∞ ⊂ F∞ est la composante connexe de 1 dans F ∗∞. Pour chaque y ∈ C+
K

soit gy ∈ G(Af ) tel que {det(gy)|y ∈ C+
K} est un ensemble de représentants de C+

K . Pour
chaque y ∈ C+

K on note Γy = G(Q) ∩ gyKg
−1
y G+

∞. Le morphisme G+
∞ → G(A) défini par

γ → γgy induit une identification :

Γy \G+
∞/C

+
∞ ' G(Q) \G(Q)gyKG

+
∞/KC

+
∞.

Soit H le demi plan de Poincaré et HF := HΣF alors on a une identification canonique :
G+
∞/C

+
∞ ' HF définie par [γ] → (γσ(i))σ∈ΣF pour γ = (γσ)σ∈ΣF ∈ G+

∞. Si on note
Yy := Γy \HF alors on a :

YK ∼= ty∈C+
K
Yy.
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Supposer en plus que pour chaque y ∈ C+
K le groupe Γy := Γy/Γy ∩Z(Q) est sans torsion.

Alors l’action de Γy sur HF est libre, Yy (et donc YK) est une variété analytique complexe
lisse et le groupe fondamental de Yy est Γy.

1.3.2 Compactification de Borel-Serre

La variété de Hilbert YK n’est pas compacte. Parmi les différentes compactifications
on s’est intéressé à la compactification de Borel-Serre à cause de ses bonnes propriétés
topologiques qui permettent d’obtenir des informations sur les groupes de cohomologie de
la variété de Hilbert. On décrit sa construction en suivant [Gha02] et [BS74].

D’abord on doit agrandir l’espace HF . Soit S = RΣF × RΣF
+ , et pour chaque t ∈ R+

soit St = {(x, y) ∈ S |
∏
σ∈ΣF yσ = t} alors on a S =

⊔
t>0 St ' R+ × S1 où on a utilisé

l’isomorphisme St → S1 défini par (x, y)→ (x, y/t
1
d ). Alors S := (R ∪ {∞})× S1 est une

variété à coins C∞ qui contient de façon naturelle S comme son intérieur et son bord est
une copie de S1.
On sait que les sous-groupes de Borel de Gad sont en bijection avec les sous-groupes de
Borel de G. Pour un Borel P de G on note encore P son image dans Gad. Soit B le sous-
groupe de Borel standard de Gad, c’est à dire l’image dans Gad des matrices triangulaires
supérieures, alors chaque Borel de Gad est conjugué à B par un élément de Gad(Q)+. Soient
P un Borel quelconque et α ∈ Gad(Q)+ tels que P = αBα−1 et considérer l’isomorphisme
de variétés C∞ :

S −→ HF , (x, y)→ α(x+ iy),
où x + iy = (xσ + iyσ)σ∈ΣF . À travers cet isomorphisme on peut ajouter un bord à HF ,
qui est une copie de S1 et que l’on note e(P ). Finalement on définit :

HF := HF t
⊔
P

e(P ).

On peut étendre l’action continue à gauche de Gad(Q)+ sur HF à une action continue sur
HF et si P est un groupe de Borel quelconque et γ ∈ Gad(Q)+ alors γe(P ) = e(γPγ−1).
En plus pour chaque Borel P le groupe P (Q)∩Gad(Q)+ laisse invariant la composante du
bord e(P ).
Dans [BS74] est démontré que HF est une variété à coins C∞ contractile à bord lisse et son
bord est

⊔
P e(P ), en plus si Γ est un sous-groupe arithmétique de Gad(Q)+ alors il agit

proprement sur HF et Γ \HF est compacte. Donc si Γ n’a pas de torsion alors son action
sur HF est libre, le morphisme HF → Γ \ HF est un homéomorphisme local et Γ \ HF

hérite une structure de variété à coins C∞ contractile à bord lisse.
Maintenant soit K ⊂ G(Af ) un sous-groupe compact-ouvert alors la compactification de
Borel-Serre de la variété de Hilbert YK est définie par (voir les notations de 1.3.1) :

XK :=
⊔

y∈C+
K

Γy \HF .

1.4 Faisceaux

1.4.1 Construction

On décrit quelques constructions de faisceaux sur les variétés de Hilbert à partir de
différentes données :
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Cas 1 : Soit K ⊂ G(Af ) un groupe ouvert-compact et M un K-module à gauche. On
note par LK(M) le faisceau sur YK des sections localement constantes du fibré :

G(Q)\(G(A)×M)/KC+
∞ → YK ,

où l’action considèrée sur G(A)×M est donné par γ(g,m)kc = (γgkc, k−1m) pour chaque
γ ∈ G(Q), g ∈ G(A),m ∈M,k ∈ K et c ∈ C+

∞.

Cas 2 : Soit M un module avec une action de G(Q). Pour chaque groupe ouvert-
compact K ⊂ G(A) on définit le faisceau LK(M) sur YK comme le faisceau des sections
localement constantes du fibré :

G(Q)\(G(A)×M)/KC+
∞ → YK ,

où l’action considérée sur G(A) ×M est donné par γ(g,m)kc = (γgkc, γm) pour chaque
γ ∈ G(Q), g ∈ G(A),m ∈M,k ∈ K et c ∈ C+

∞.

Remarque 1) : Observer que si M est un G(Qp)-module alors en considérant l’action
de K sur M à travers son image dans G(Qp) on obtient d’après le premier cas un fais-
ceau sur YK que l’on notera L1(M). D’autre part l’inclusion G(Q) ⊂ G(Qp) et le cas 1)
nous fournissent un autre faisceau sur YK qu’on notera L2(M). Ces deux faisceaux sont
isomorphes : en fait l’isomorphisme provient de l’isomorphisme de systemes locaux obtenu
du morphisme G(A)×M → G(A)×M défini par (g,m)→ (g, gp ·m).

Remarque 2) : On peut affiner la construction du cas 2. Soit M un espace vectoriel
sur un corps k, avec une action de G(Q) et Θ : Ô∗F → k∗ un homomorphisme de groupes
d’ordre fini et soit c son conducteur (défini de la façon habituelle). Soit K ⊂ G(A) un sous
groupe ouvert-compact tel que son image dans

∏
p|c GL2(Fp) est contenue dans

∏
p|c Ip,np ,

où np = valp(c) et Ip,np le groupe d’Iwahori associé. On choisit les gy de 1.3.1 de la
forme gy =

(
ay 0
0 1

)
. Alors pour chaque y ∈ C+

K on définit l’homomorphisme de groupes
Θy : Γy → k∗ par Θy

(
a b
c d

)
= Θ(dc), ici dc est l’image dans

∏
p|c Fp qui est en fait est

contenue dans
∏

p|cO∗Fp
⊂ Ô∗F . On noteM(Θy) le Γy-moduleM tordu par Θy. Finalement

soit LK(M,Θ) le faisceau sur Y (K) tel que sa restriction sur Yy est L(M(Θy)) le faisceau
des sections localement constantes du fibré :

Γy \ (HF ×M(Θy))→ Yy.

1.4.2

Soit M comme dans Cas 1 et en plus soit p un nombre premier tel que l’action
de K sur M est factorisée à travers l’image de K dans G(Qp). Pour chaque y ∈ C+

K on
choisit gy comme dans 1.3.1 et on suppose que son image dans G(Qp) est 1. Cette dernière
condition permet au groupe Γy d’agir sur M à travers son image dans G(Qp). Alors le
faisceau LK(M) |Yy est isomorphe au faisceau Ly(M) des sections localement constantes
du fibré :

Γy \ (HF ×M)→ Yy,

ici Γy agit à gauche sur HF ×M par γ(z,m) = (γ(z), γm).

Remarque : SoitM un k-espace vectoriel avec une action de G(Qp). Soit Θ : Ô∗F → k∗

un homomorphisme de groupes d’ordre fini et de conducteur c tel que si p | c alors p est un
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idéal sur p. On prend K ⊂ G(A) un sous groupe ouvert-compact tel que son image dans
G(Qp) est contenue dans

∏
p|c Ip,np . D’une part on peut construire le faisceau sur YK de la

remarque 2) : LK(M,Θ). D’autre part on peut définir ΘK : K → k∗ à travers ΘK

(
a b
c d

)
=

Θ(dc), alors considérer le K-module M(ΘK) et construire le faisceau LK(M(ΘK)) comme
dans le cas 1. Observer que l’action de K sur M(ΘK) est factorisée à travers de l’image
de K dans G(Qp) et alors on déduit qu’en fait on a LK(M(ΘK)) = LK(M,Θ).

1.5 Cohomologie

1.5.1

Si X est un espace topologique et F un faisceau sur X alors on note ses groupes de
cohomologie (resp. à support compacte) par H•(X,F) (resp. H•c (X,F)) ; et l’image du
morphisme canonique H•c (X,F)→ H•(X,F) est noté par H•! (X,F).

Dans les conditions de 1.4.2 on obtient une décomposition :

H•? (YK ,LK(M)) ∼=
⊕

y
H•? (Yy,Ly(M)), (1.5)

pour ? = ∅, c. Supposer en plus que pour chaque y ∈ C+
K le groupe Γy := Γy/Γy∩Z(Q) est

sans torsion et K∩Z(Q) ⊂ K agit trivialement surM . Alors Γy est le groupe fondamental
de Yy et agit sur M . Donc on a H•(Yy,Ly(M)) = H•(Γy,M) et alors la décomposition
dans (1.5) nous donne :

H•(YK ,LK(M)) ∼=
⊕

y
H•(Γy,M). (1.6)

1.5.2 Opérateurs sur la cohomologie

Dû à l’importance des opérateurs de Hecke sur la cohomologie dans ce texte on va ici
rappeler leur définition plus en détail.

a) Point de vue adélique Soit K ⊂ G(Af ) un groupe ouvert-compact,M comme dans
1.4.1 et x ∈ G(Af ), alors on définit l’opérateur de Hecke sur H•(YK ,LK(M)) par :

[KxK] := trK∩xKx−1,K ◦ [x] ◦ resK,K∩x−1Kx, (1.7)

trK∩xKx−1,K est le morphisme de transfert et resK,K∩x−1Kx est le morphisme de restriction.
Maintenant on décrit le morphisme

[x] : H•(YK∩x−1Kx,LK∩x−1Kx(M))→ H•(YK∩xKx−1 ,LK∩xKx−1(M))

dans les deux cas considérées en 1.4.1 :
Cas 1 : Dans ce cas on doit supposer en plus qu’il existe un semi-groupe R ⊂ G(Af )
contenant K et x, et M est un R-module à gauche. Soit U = K ∩ x−1Kx alors xUx−1 =
K ∩ xKx−1. L’association g ∈ G(A)→ gx ∈ G(A) induit un homéomorphisme YxUx−1 →
YU qu’on note χ. Maintenant l’application G(A)×M → G(A)×M définie par (g,m)→
(gx−1, xm) induit un χ-cohomomorphisme (dans la notation de [Bre97]) LU (M) LxUx−1(M),
alors on obtient les morphismes (voir II, 8 dans [Bre97]) :

[x] : H•(YU ,LU (M))→ H•(YxUx−1 ,LxUx−1(M)).
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Cas 2 :Avec les mêmes notations on obtient un χ-cohomomorphisme LU (M) LxUx−1(M)
dans ce cas à travers l’application G(A)×M → G(A)×M défini par (g,m)→ (gx−1,m).

b) Point de vue classique Soit Λ ⊂ Gad(Q)+ un semi-groupe, Γ ⊂ Λ un groupe
arithmétique sans torsion et λ ∈ Λ tel que λΓλ−1 ⊂ Λ. On note κ : λΓλ−1 \HF → Γ \HF

le morphisme défini par z → λ−1z. Pour M un Λ-module à gauche on note LΓ(M)  
LλΓλ−1(M) le κ-cohomomorphisme (dans la notation de [Bre97]) obtenu du morphisme
(z,m) → (λz, λm). On note [λ] : H•(Γ \ HF ,LΓ(M)) → H•(λΓλ−1 \ HF ,LλΓλ−1(M)) le
correspondant morphisme au niveau de la cohomologie.
Maintenant soient Γ,Γ′ ⊂ Λ comme avant et λ ∈ Λ tel que Γ′ ∩ λΓλ−1 est un sous-
groupe d’indice fini de Γ′. Alors on définit l’opérateur [ΓλΓ′] : H•(Γ \ HF ,LΓ(M)) →
H•(Γ′ \HF ,LΓ′(M)) associé à la double classe ΓλΓ′ par :

[ΓλΓ′] := trΓ′∩λΓλ−1,Γ′ ◦ [λ] ◦ resΓ,Γ∩λ−1Γ′λ.

c) Point de vue adélique versus classique : Soit R ⊂ G(Af ) un semi-groupe con-
tenant K qui est un sous-groupe compact et ouvert de G(Af ). On prend M un R-module
à gauche tel que R agit à travers son image dans G(Qp) et R∩Z(Q) agit trivialement sur
M . On définit le semi-groupe Λ ⊂ Gad(Q)+ comme l’image dans Gad(Q) du semi-groupe
des éléments de G(Q)+ tel que leur image dans G(Qp) est dans l’image de R, alors Λ agit
sur M . Observer que Γy ⊂ Λ pour tout y ∈ C+

K . Dans la décomposition en composantes
connexes de la variété de Hilbert dans 1.3.1 on choisit les gy avec image triviale dans
G(Qp). Soit x ∈ R tel que det(K) = det(K ∩ x−1Kx) et on note σ : C+

K → C
+
K la bijection

telle que pour chaque y ∈ C+
K on peut écrire gyx = λygσ(y)kc avec λy ∈ G(Q), k ∈ K et

c ∈ G+
∞. Alors l’image de λy dans Gad(Q) (qu’on note par λy aussi) appartient à Λ et on

a :
[KxK] =

⊕
y∈C+

K

[Γσ(y)λyΓy].

d) Soit M un espace vectoriel sur un corps k avec un action à gauche de G(Q) et tel
que Z(Q) agit trivialement. En plus soit Θ : Ô∗F → k∗ un homomorphisme de groupes
d’ordre fini, conducteur c et tel que Θ |O∗F est trivial. Soit K ⊂ G(Af ) un sous-groupe
ouvert et compact tel que son image dans G(Qp) est contenue dans

∏
p|c Ip,np . Alors on

vérifie que pour chaque y ∈ C+
K , M(Θy) est en fait un Γy-module. Soit x ∈ G(Af ) tel que

son image dans G(Qp) est contenue dans
∏

p|c Ip,np et en plus on suppose que det(K) =
det(K ∩ x−1Kx). On choisit les gy de 1.3.1 tels que (gy)c = 1 et on écrit gyx = λygσ(y)kc

comme avant on note aussi par γy son image dans Gad(Q)+. Alors de la même façon que
dans la partie b) on peut définir pour chaque y ∈ C+

K l’opérateur :

[Γσ(y)λyΓy] : H•(Yσ(y),L(M(Θσ(y)))→ H•(Yy,L(M(Θy))).

En sommant sur toutes les composantes on obtient l’opérateur :

[KxK] : H•(YK ,LK(M,Θ))→ H•(YK ,LK(M,Θ)).

Remarque 1 : Soit M un espace vectoriel sur un corps k et avec une action à gauche
de G(Qp). Soit Θ : ÔF → k∗ d’ordre fini, trivial sur O∗F et conducteur c tel que si p | c alors
p|p. Soit K ⊂ G(Af ) un sous-groupe ouvert et compact tel que si h ∈ K et si hp =

(
a b
c d

)
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est son image dans G(Qp) alors d ∈ (OF ⊗Zp)∗. On sait d’après la remarque de 1.4.2 que
LK(M(ΘK)) = LK(M,Θ). Maintenant soit x ∈ G(Af ) tel que si xp =

(
a b
c d

)
est son image

dans G(Qp) alors d ∈ (OF ⊗ Zp)∗, et on suppose que K ∩ Z(Q) agit trivialement sur M .
Alors on peut vérifier que les opérateurs [KxK] sur la cohomologie définis dans a) et d)
sont égaux.

Remarque 2 : On peut procéder de la même manière que dans a),..,d) et que dans la
remarque 1 en changeant la cohomologie sans support à celle avec support compact, alors
on obtient les opérateurs de Hecke sur les groupes de cohomologie à support compact, H•c .
Les opérateurs obtenus sont compatibles avec le morphisme naturel H•c → H• et alors on
obtient une action des opérateurs de Hecke sur son image, ç’est à dire sur les groupes de
cohomologie H•! .

1.5.3 Cohomologie du bord

Soit Γ ⊂ Gad(Q)+ un sous-groupe arithmétique sans torsion. On fixe BΓ un ensem-
ble (fini) de représentants de l’ensemble des classes de conjugaison de l’action de Γ sur
l’ensemble des groupes Borel de Gad, alors le bord de la compactification de Borel-Serre
de Γ \HF est donné par :

∂(Γ \HF ) = Γ \ ∂HF =
⊔

P∈BΓ

ΓP \ e(P ), (1.8)

où ΓP := Γ ∩ P (Q), voir 1.3.2 pour les notations.
Soit M un Γ-module. On note LΓ(M) le faisceau sur ∂(Γ \ HF ) des sections localement
constantes du fibré :

Γ \ (∂HF ×M)→ ∂(Γ \HF ),

où l’action de Γ sur Γ \ ∂HF est γ(z,m) = (γz, γm), et si P est un sous-groupe de Borel
de Gad alors on note LΓP (M) le faisceau sur ΓP \ e(P ) défini de la façon analogue. Alors
on a les suivants isomorphismes canoniques :

H•(∂(Γ \HF ),LΓ(M)) '
⊕
P∈BΓ

H•(ΓP \ e(P ),LΓP (M)) '
⊕
P∈BΓ

H•(ΓP ,M). (1.9)

D’autre part il est important d’observer que Γ \ HF et sa compactification de Borel-
Serre possèdent les mêmes groupes de cohomologie sans support et alors la suite exacte
longue de cohomologie associé à la paire (Γ \HF , ∂(Γ \HF )) nous fournit :

→ H•c (Γ \HF ),L(M))→ H•(Γ \HF ),L(M))→ H•(∂(Γ \HF ),LΓ(M))→

on a la même suite exacte longue en termes adéliques.



Chapitre 2

Décomposition en pente ≤ h

Dans ce chapitre, nous démontrons un résultat qui aidera à démontrer la classicité pour
la cohomologie à support compact dans 4. Soit R ⊂ G(Af ) un semi-groupe et K ⊂ G(Af )
un sous-groupe ouvert et compact contenu dans R tel que Γy est sans torsion pour chaque
y ∈ C+

K (pour les notations voir 1.3.1). Soit M un L-espace de Fréchet compact avec une
action continue à gauche de R, où L est une extension finie de Qp. On suppose que R agit
sur M à travers son image dans G(Qp) et en plus K ∩ Z(Q) agit trivialement.

Théorème 2.1. Soit x ∈ R tel que le morphisme induit par x sur M est complète-
ment continu. Pour tout rationnel h et pour chaque i ∈ {0, ..., 2d} le L-espace vectoriel
H i
c(YK ,L(M)) possède une décomposition en pente ≤ h par rapport à l’endomorphisme

[KxK].

Ce théorème a été démontré pour la cohomologie sans support dans [Urb11], dont
l’approche repose sur la définition des opérateurs de Hecke comme agissant sur un complexe
calculant la cohomologie sans support. Nous adaptons les arguments de [Urb11] pour la
cohomologie du bord de la compactification de Borel-Serre de la variété de Hilbert. Ensuite,
on utilise ces deux complexes pour obtenir un troisième complexe calculant la cohomologie
à support compact et sur lequel les opérateurs de Hecke agissent.
Avant de démontrer ce théorème, on rappelle la notion de décomposition en pente et
quelques résultats.

2.1 Théorie spectrale p-adique
On rappelle la définition d’une décomposition en pente ≤ h pour un espace vectoriel sur

un corps p-adique muni d’un endomorphisme et on énonce quelques propriétés. D’après le
bel article de Serre,[Ser62], on déduit l’existence d’une telle décomposition pour un espace
de Banach avec un endomorphisme complètement continu, ou plus généralement pour un
espace de Fréchet compact.
Soit L/Qp une extension finie de corps. Un polynôme q(x) ∈ L [x] de degré r est dit de
pente ≤ h si q(0) est une unité de l’anneau des entiers de L et si a ∈ Qp est une racine de
q∗(x) := xrq( 1

x) alors vp(a) ≤ h.

Définition 2.2. Soit M un L-espace vectoriel et α un endomorphisme L-linéaire de M .
Une décomposition en pente ≤ h de (M,α) est une décomposition de L-espaces vectoriels
invariants par α, M = M1 ⊕M2, tel que M1 est de dimension finie sur L, det(1 − xα |
M1) ∈ L [x] est de pente ≤ h et pour chaque polynôme q(x) ∈ L [x] de pente ≤ h le
morphisme q∗(α) |M2 : M2 →M2 est inversible.
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Remarques : i) Pour un h fixé, la décomposition de pente de (M,α) (si elle existe !)
est unique et on note (M,α)≤h := M1 et (M,α)>h := M2. On écrit M≤h := M1 et M>h

s’il n’y a pas de confusion.
ii) Soit (M,α) une paire pour laquelle il existe la décomposition en pente pour h et soit
a ∈ L alors (M,aα) possède décomposition en pente ≤ h+vp(a) et on a (M,aα)≤h+vp(a) =
(M,α)≤h.
iii) Soient (M,α) et (N, β) comme dans la définition avec décomposition en pente ≤ h.
Soit γ : M → N linéaire tel que γ ◦ α = β ◦ γ alors γ(M≤h) ⊂ N≤h et γ(M>h) ⊂ N>h.
(voir [Urb11], lemme 2.3.2).
iv) Soit h ∈ Q, (M,α) comme dans la définition avec décomposition en pente ≤ h et N ⊂
M un sous espace vectoriel tel que α(N) ⊂ N . Alors (N,α |N ) possède une décomposition
en pente ≤ h si et seulement si (M/N,α) possède, et dans le cas affirmatif on a : N≤h =
M≤h

⋂
N et (M/N)≤h = M≤h/N≤h (de façon analogue pour > h).

v) Soit M un L-espace vectoriel et M ⊂ M un OL-sous-module tel que LM = M et
pour tout m ∈ M − {0} il existe a ∈ L tel que am /∈ M. Soit α : M → M linéaire tel
que α(M) ⊂ M. Alors si h < 0 et (M,α) possède une décomposition en pente ≤ h alors
M≤h = {0}.

Théorème 2.3. Soit M un L-espace de Banach et α : M → M un endomorphisme
complètement continu. Alors (M,α) possède une décomposition en pente ≤ h pour tout
h ∈ Q.

Preuve : Ce théorème est essentiellement la prop 12 de [Ser62] plus la remarque 3).
Soit q(x) ∈ L [x] de pente ≤ h et q∗(0) = 1. On écrit q∗(α) = 1 − α′ et on applique prop
12 de [Ser62] pour M , α′ et a = 1 pour obtenir une décomposition M = N(q) ⊕ F (q) en
sous-espaces fermés stables par q∗(α) tel que N(q) est un L-espace vectoriel de dimension
finie, q∗(α) est nilpotent sur N(q) et inversible sur F (q). Il n’est pas compliqué de voir
que la décomposition N(q)⊕F (q) est en fait stable par α. Finalement soit M1 =

∑
qN(q)

et M2 =
⋂
q F (q) où la somme et l’intersection sont sur tous les q(x) ∈ L [x] de pente ≤ h

et q∗(0) = 1. On peut vérifier que ces espaces forment une décomposition en pente ≤ h de
(M,α).

L’existence de la décomposition en pente ≤ h dans le contexte de L-espaces de Banach
implique l’existence dans le cas de L-espaces de Fréchet compacts.

Définition 2.4. i) Un L-espace vectoriel topologiqueM est appelé un L-espace de Fréchet
compact s’il est isomorphe à une limite projective lim←−Mn oùMn est un L-espace de Banach
et les morphismes βn : Mn →Mn−1 en définissant cette limite sont complètement continus.
ii) Un endomorphisme continu α : M → M sur un L-espace de Fréchet compact est dit
complètement continu si pour chaque n ≥ 1 il existe un morphisme continu γn : Mn−1 →
Mn tel que γn ◦ prn−1 = prn ◦ α où prn : M →Mn est la projection.

Noter qu’un endomorphisme continu α : M →M sur un L-espace de Fréchet compact
défini pour chaque n ∈ N un endomorphisme complètement continu αn : Mn → Mn sur
l’espace de Banach Mn, donné par αn := γn ◦ βn.

Corollaire 2.5. Soit M un L-espace de Fréchet compact et α : M → M un endomor-
phisme complètement continu. Alors pour tout rationnel h il existe une décomposition en
pente ≤ h pour (M,α) et en plus on a M≤h ∼= M≤hn où à droite on considère la décompo-
sition en pente ≤ h pour (Mn, αn).
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Preuve : voir [Urb11], 2.3.13.

On énonce un lemme qui sera ultérieurement utilisé :

Lemme 2.6. 1) Soit M• un complexe de L-espaces de Fréchet compact et α• : M• →M•

un morphisme de complexes tel que l’opérateur αi : M i → M i est complètement continu
alors pour tout h ∈ Q le L-espace vectoriel H i(M•) possède une décomposition en pente
≤ h par rapport au morphisme αi : H i(M•)→ H i(M•) obtenu de α•.
2) Soient M• et N• deux complexes et α• : M• → M•, β• : N• → N• deux morphismes
comme dans 1). Soit γ• : M• → N• un morphisme de complexes tel que β• ◦ γ• = γ• ◦α•
et induit des isomorphismes (M i)≤h → (N i)≤h. Alors on a des isomorphismes au niveau
de la cohomologie : (H i(M•))≤h → (H i(N•))≤h.

Preuve : Pour la partie 1) voir les discussions aux paragraphes 2.3.10 et 2.3.12 de
[Urb11].
Soient d•M et d•N les différentiels de M• et N•. Remarquer que pour chaque i ker(diM ) et
ker(diM ) sont des espaces de Fréchet compacts, et donc d’après la preuve de la partie 1)
pour démontrer la partie 2) il suffit de démontrer que γi induit un isomorphisme entre
(ker(diM ))≤h et (ker(diN ))≤h. Mais d’après la remarque iv) on a (ker(diM ))≤h = ker(diM )∩
M≤h et (ker(diN ))≤h = ker(diN )∩N≤h et alors γi |(ker(diM ))≤h : (ker(diM ))≤h → (ker(diN ))≤h
est un isomorphisme.

2.2 Décomposition en pente pour la cohomologie à support
compact

2.2.1 Complexes

Cohomologie sans support.

Soit Γ un sous-groupe arithmétique de Gad(Q)+ qui n’a pas de torsion. On décrit la
construction de complexes avec de bonnes propriétés dont la cohomologie est celle de Γ
(voir 4.2 dans [Urb11] ou §11 dans [BS74]).
Étant donné que la variété Γ\HF est compacte et possède une structure de variété à coins
C∞ à bord lisse, alors d’après théorème 10.6 dans [Mun] on sait que Γ \HF possède une
triangulation finie qui induit une triangulation sur son bord. L’image réciproque de cette
triangulation par l’homéomorphisme local HF → Γ \ HF nous fournit une triangulation
sur HF qui définit bien une triangulation sur son bord. On fixe une telle triangulation.
Pour chaque i ∈ {0, ..., 2d} on note 4i l’ensemble des simplexes de dimension i. Comme la
triangulation est finie alors l’action de Γ sur 4i possède un nombre fini d’orbites. De plus
puisque l’action de Γ sur HF est libre alors chacune de ces orbites est en bijection avec Γ.
Soit Ci(Γ) le Z-module libre sur 4i alors Ci(Γ) est un Z[Γ]-module à gauche libre de rang
fini et en considérant les opérateurs de bord standard Ci(Γ)→ Ci−1(Γ) on a la suite exacte
suivante :

0→ C2d(Γ)→ ...→ C1(Γ)→ C0(Γ)→ Z→ 0.
Cela veut dire que C•(Γ) est une résolution du Z[Γ]-module trivial Z et donc on peut

calculer la cohomologie de Γ avec ce complexe. Pour M un Γ-module à gauche on définit
le complexe : C•(Γ,M) := HomΓ(C•(Γ),M), alors :

– la cohomologie de C•(Γ,M) est la cohomologie de Γ à coefficients dansM ,H•(Γ,M) ;

– Ci(Γ,M) est isomorphe à M ri avec ri le nombre d’orbites de l’action de Γ sur 4i.
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Cohomologie du bord.

Après avoir fixé une triangulation de Γ \HF on a obtenu une triangulation de HF . On
considère la triangulation du bord ∂HF obtenue de cette triangulation. Comme précéde-
ment, en considérant les Z-modules libres sur les simplexes de cette triangulation du bord
on obtient un complexe :

C∂• (Γ)

qui calcule l’homologie de ∂HF .
Soit B l’ensemble des groupes de Borel de Gad et on note Z[B] le Z-module libre sur B.
Alors on a :

Proposition 2.7. C∂• (Γ) est un complexe de Z[Γ]-modules à gauche libres et de rang fini.
De plus c’est une résolution du Z[Γ]-module trivial Z[B] ; cela veut dire qu’on a une suite
exacte de Z[Γ]-modules :

0→ C∂2d−1(Γ)→ ...→ C∂1 (Γ)→ C∂0 (Γ)→ Z[B]→ 0. (2.1)

Preuve : La première affirmation est une conséquence du fait que l’action de Γ sur
∂HF est libre et la triangulation de Γ \HF fixée dans 2.2.1 est finie.
Par construction le complexe C∂• (Γ) calcule l’homologie de ∂HF . D’autre part, on sait que
∂HF =

⊔
P∈B e(P ) et chaque e(P ) est contractile alors on a Hi(∂HF ) = 0 si i > 0 et

H0(∂HF ) = Z[B]. Donc on obtient la suite exacte dans (2.1).

Soit M un Γ-module à gauche. Pour chaque i ∈ {0, .., 2d− 1} on définit

Ci∂(Γ,M) := HomΓ(C∂i (Γ),M)

Une composante du bord

Soit P un Borel de Gad fixé, en considérant l’espace contractile e(P ) on est dans une
situation analogue au paragraphe 2.2.1 mais par rapport au groupe ΓP = Γ ∩ P (Q). La
triangulation de HF obtenue dans 2.2.1 nous fournit une triangulation finie de e(P ) et
pour chaque i ∈ {0, ..., 2d− 1} on note 4P

i l’ensemble de ces simplexes de dimension i, en
fait on a 4P

i = {s ∈ 4i|s ⊂ e(P )}. On définit Ci(ΓP ) comme le Z-module libre sur 4P
i

alors on a :

Lemme 2.8. Le Z-module Ci(ΓP ) est en réalité un Z[ΓP ]-module à gauche et est libre de
rang fini. De plus la suite suivante est exacte :

0→ C2d−1(ΓP )→ ...→ C1(ΓP )→ C0(ΓP )→ Z→ 0. (2.2)

Preuve : Comme P (Q)∩Gad(Q)+ agit sur e(P ) et Γ agit sur HF alors ΓP agit à gauche
sur e(P ) et laisse invariant la triangulation, donc Ci(ΓP ) est un Z[ΓP ]-module. L’action de
ΓP sur e(P ) est libre alors Ci(ΓP ) est en fait un Z[ΓP ]-module libre. De plus il est de rang
fini parce que l’image dans ΓP \e(P ) de la triangulation de e(P ) est finie. En considérant les
opérateurs de bord standards di : Ci(ΓP )→ Ci−1(ΓP ) on obtient un complexe (C•(ΓP ), d•)
calculant l’homologie de e(P ). Finalement comme e(P ) est contractile alors on obtient la
suite exacte dans (2.2).

Proposition 2.9. 1) On a un isomorphisme de complexes qui est fonctoriel par rapport
à M :

C•∂(Γ,M) v−−−−→ ⊕P∈BΓC
•(ΓP ,M),
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où BΓ est un ensemble de représentants des Γ-classes de conjugaison des groupes Borel de
Gad et C•(ΓP ,M) := HomΓP (C•(ΓP ),M).
2) Cq∂(Γ,M) est isomorphe à un nombre fini de copies de M . De plus la cohomologie du
bord H•(Γ\∂HF ,L(M)) est calculée en prenant la cohomologie du complexe C•∂(Γ,M) (ici
L(M) est le faisceau défini dans 1.5.3).

Preuve : Soit BΓ est un ensemble de représentants des Γ-classes de conjugaison des
groupes de Borel de Gad. On a la suivante décomposition de C∂• (Γ) par des Z[Γ]-modules :

C∂• (Γ) =
⊕
P∈BΓ

⊕
Q∼P

C•(ΓQ),

alors il suffit de définir pour chaque P ∈ BΓ un isomorphisme

HomΓ(
⊕
Q∼P C•(ΓQ),M) v−−−−→ C•(ΓP ,M).

Soit P ∈ BΓ fixé. On définit HomΓ(
⊕

Q∼P C•(ΓQ),M) −→ C•(ΓP ,M) par ϕ→ ϕ |C•(ΓP ).
On vérifie que cette fonction est un isomorphisme. Soit ϕ tel que ϕ |C•(ΓP )= 0. Pour
s ∈ C•(ΓQ) avec Q ∼ P soit γ ∈ Γ tel que γs ∈ C•(ΓP ) alors ϕ(s) = γ−1ϕ(γs) = 0, alors
ϕ = 0 et donc le morphisme est injectif. Concernant la surjectivité, soit ϕ ∈ C•(ΓP ,M)
et on définit ϕ :

⊕
Q∼P C•(ΓQ) → M comme suit : soit s ∈ C•(ΓQ) avec Q ∼ P et on

choisit γ ∈ Γ tel que γs ∈ C•(ΓP ), alors on pose ϕ(s) := γ−1ϕ(γs). ϕ est bien défini : soit
γ′ ∈ Γ tel que γ′s ∈ C•(ΓP ) alors si δ := γ′γ−1 on a δe(P )∩ e(P ) 6= ∅, d’où on obtient que
e(δPδ−1) = δe(P ) = e(P ) et donc δPδ−1 = P . Il n’est pas compliqué de vérifier qu’on a
forcément δ ∈ P , et alors δ ∈ ΓP , et finalement γ′−1ϕ(γ′s) = γ′−1ϕ(δγs) = γ−1ϕ(γs) =
ϕ(x). Le fait que ϕ est Γ-équivariante est démontré de la même façon.
La première affirmation de 2) est une conséquence du fait que C∂• (Γ) est un Z[Γ]-module
libre de rang fini. Finalement d’après la partie 1) et la décomposition (1.9) on déduit que
la cohomologie du complexe C•∂(Γ,M) est la cohomologie du bord H•(Γ \ ∂HF ,L(M)).

Cohomologie à support compact

D’abord on va rappeler la notion de cône d’un morphisme de complexes dans une
catégorie abélienne. Soit A une catégorie abélienne. Si C = (Ci)i∈Z est un complexe
d’objets de A alors on note par C[1] la suspension de C définie par C[1]i = Ci+1 et le
différentiel évident. De façon analogue, on définit C[−1]. Soient C = (Ci)i∈Z et D =
(Di)i∈Z deux complexes d’objets de A et π : C → D un morphisme de complexes alors
le cône de π est un complexe d’objets de A, C(π) défini par : C(π) := C ⊕ D[−1] avec

le différentiel donné par dC(π) =
(
−dC 0
−π dD[−1]

)
. Observer que le cône est bien défini

dans la catégorie homotopie sur A et fournit cette catégorie d’une structure de catégorie
triangulée.
Pour un groupe arithmétique sans torsion Γ ⊂ Gad(Q) et M un Γ-module à gauche soit
π : C•(Γ,M) → C•∂(Γ,M) le morphisme induit de l’inclusion C∂• (Γ) ⊂ C•(Γ). Alors on
définit le complexe :

C•c (Γ,M) := C(π)

Alors les groupes de cohomologie H•c (Γ \HF ,L(M)) peuvent être calculés en prenant
la cohomologie du complexe C•c (Γ,M).



30 Chapitre 2. Décomposition en pente ≤ h

2.2.2 Opérateurs

Dans [Urb11] on définit l’action des opérateurs de Hecke sur les complexes définis dans
2.2.1 en utilisant le fait que pour chaque sous-groupe arithmétique Γ ⊂ Gad(Q)+ qui n’a
pas de torsion, le complexe C•(Γ) est une résolution par des Z[Γ]-modules libres de rang
fini (en particulier projectifs) du Z[Γ]-module trivial Z. De la même manière, en utilisant
le fait que le complexe C∂• (Γ) est une résolution par des Z[Γ]-modules libres de rang fini
du Z[Γ]-module trivial Z[B] (voir proposition 2.7) on fait agir les opérateurs de Hecke sur
les complexes dont la cohomologie est la cohomologie du bord. Remarquer qu’on a choisi
d’utiliser les Γ-modules à gauche M et non à droite comme dans [Urb11].

Paires compatibles

Tout d’abord on expose une situation générale. Soient Γ et Γ′ deux sous-groupes arith-
métiques sans torsion de Gad(Q)+, de plus on prend N un Γ-module à gauche et M un
Γ′-module. Une paire (φ, α) est dite compatible si φ : Γ→ Γ′ est un morphisme de groupes
et α : M → N est un morphisme de Z[Γ]-modules où M est vu comme Γ-module à travers
φ. Pour une paire compatible (φ, α) on peut associer (voir 4.2.5 dans [Urb11]) un mor-
phisme α• : C•(Γ′,M)→ C•(Γ, N) dans la catégorie homotopie surZ. On peut obtenir un
morphisme analogue pour le bord.
À travers φ le complexe C∂• (Γ′) est une résolution du Z[Γ]-module trivial Z[B], comme
C∂• (Γ) est une résolution projective alors il existe un morphisme φ• : C∂• (Γ)→ C∂• (Γ′) de
complexes de Z[Γ]-modules à gauche et est unique à homotopie près (c’est à dire un mor-
phisme unique dans la catégorie homotopie sur Z[Γ]). Alors on peut définir un morphisme
de complexes de Z-modules α• : C•∂(Γ′,M)→ C•∂(Γ, N) par ϕ→ α ◦ ϕ ◦ φ•. Observer que
ce morphisme est bien défini dans la catégorie homotopie sur Z. On a les deux diagrammes
commutatifs suivants :

C•(Γ) −−−−→ C•(Γ′)x x
C∂• (Γ) −−−−→ C∂• (Γ′)

C•(Γ, N) ←−−−− C•(Γ′,M)y y
C•∂(Γ, N) ←−−−− C•∂(Γ′,M)

Le premier diagramme est dans la catégorie homotopie sur Z[Γ] où les flèches verticales
sont les inclusions naturelles. Le deuxième diagramme est dans la catégorie homotopie sur
Z.

Cela nous permet d’associer à chaque paire compatible (φ, α) un morphisme dans la
catégorie homotopique sur Z noté

α• : C•c (Γ′, N)→ C•c (Γ,M)

Maintenant on considère deux cas particulièrs :
– On prend Γ ⊂ Γ′ et M = N , φ l’inclusion et α l’identité sur M . Alors on obtient le
morphisme de restriction : resΓ′,Γ : C•∂(Γ′,M)→ C•∂(Γ,M).

– Soit Λ ⊂ Gad(Q)+ un semi-groupe contenant un sous-groupe arithmétique Γ qui n’a
pas de torsion et on fixe λ ∈ Λ tel que λΓλ−1 ⊂ Λ. Soit M un Z-module avec une
action à gauche de Λ . On considère la paire compatible donnée par φ : λΓλ−1 → Γ
γ → λ−1γλ et M → M défini par m → λm. Le morphisme obtenu est noté par
[λ] : C•∂(Γ,M)→ C•∂(λΓλ−1,M).

– Les morphismes correspondants aux complexes calculant la cohomologie à support
compact sont notés de la même façon :

resΓ′,Γ : C•c (Γ′,M)→ C•c (Γ,M)



2.2. Décomposition en pente pour la cohomologie à support compact 31

[λ] : C•c (Γ,M)→ C•c (λΓλ−1,M).

Opérateurs de Hecke

D’abord on définit le morphisme de transfert sur les complexes. Si Γ est un sous-
groupe d’indice fini de Γ′ alors C∂• (Γ′) est aussi une résolution projective du Z[Γ]-module
trivial Z[B] et alors il existe un unique morphisme τ : C∂• (Γ′) → C∂• (Γ) dans la catégorie
homotopie sur Z[Γ]. Si M est un Γ′-module à gauche on définit le morphisme de transfert
trΓ,Γ′ : C•∂(Γ,M) → C•∂(Γ′,M) comme suit : On décompose Γ′ en classes Γ′ = tqγqΓ et
pour ϕ ∈ C•∂(Γ,M) on définit

trΓ,Γ′(ϕ)(s) =
∑
q

γqϕ(τ(γ−1
q s)).

On constat que ce morphisme ne dépend pas du choix des γq et qu’il est bien défini dans la
catégorie homotopie sur Z. On a aussi des diagrammes commutatifs comme précédement.

Maintenant soit Λ ⊂ Gad(Q)+ un semi-groupe contenant Γ et Γ′ deux groupes arith-
métiques sans torsion, et soit λ ∈ Λ tel que le groupe Γ′ ∩ λΓλ−1 est d’indice fini dans Γ′.
Alors pour chaque Λ-module à droite M on définit l’opérateur double classe :

[ΓλΓ′] : C•∂(Γ,M)→ C•∂(Γ′,M) par [ΓλΓ′] = trΓ′∩λΓλ−1,Γ′ ◦ [λ] ◦ resΓ,Γ∩λ−1Γ′λ.

L’opérateur [ΓλΓ′] est bien défini dans la catégorie homotopie sur Z et dans cette catégorie
on a le diagramme commutatif suivant :

C•(Γ,M)
[ΓλΓ′] //

��

C•(Γ′,M)

��
C•∂(Γ,M) [ΓλΓ′] // C•∂(Γ′,M)

ici, le morphisme [ΓλΓ′] : C•(Γ,M) → C•(Γ′,M) est défini dans 4.2.6 de [Urb11] et les
flèches verticales sont les morphismes canoniques.
Le cône d’un morphisme de complexes est bien défini dans la catégorie homotopie, alors
le dernier diagramme commutatif nous fournit le morphisme suivant dans la catégorie
homotopie sur Z :

[ΓλΓ′] : C•c (Γ,M)→ C•c (Γ′,M). (2.3)

2.2.3 Remarques

Soit Γ ⊂ Gad(Q)+ un groupe arithmétique sans torsion et M un Γ-module à gauche.
Au § 2.2.1 on a défini les complexes de Z-modules C•(Γ,M), C•∂(Γ,M) et C•c (Γ,M), et
par construction chaque terme de ces complexes est isomorphe comme un Z-module à une
somme finie de copies de M . Soit A un anneau et M est un A-module à gauche alors ces
complexes sont en fait complexes de A-modules et les isomorphismes entre les termes des
complexes et les copies de M sont compatibles avec la structure de A-module. Si A = L
est une extension finie de Qp et en plus M est un L-espace de Banach alors les termes des
complexes sont L-espaces de Banach. On arrive à la même conclusion si M est un Fréchet
compact.
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D’autre part si (φ, α) est une paire compatible et α : M → N est un morphisme de A-
modules alors le morphisme C•? (Γ′,M) → C•? (Γ, N) pour ? = ∅, ∂, c défini dans [Urb11]
et au § 2.2.2 est bien défini dans la catégorie homotopie sur A. Si M et N sont des L-
espaces de Banach, α est continu et les actions de Γ et Γ′ sont continues, alors il n’est
pas compliqué de voir que ce morphisme de complexes est bien défini dans la catégorie
homotopie de la catégorie des L-espaces de Banach. On peut aussi vérifier que si en autre
on suppose que α est un morphisme complètement continu alors le morphisme dans chaque
terme Ci?(Γ′,M)→ Ci?(Γ, N) est complètement continu. Tout comme précédement on a la
même conclusion si M et N sont des espaces de Fréchet compacts.
Soit maintenant Λ ⊂ Gad(Q)+ un semi-groupe et Γ,Γ′ deux groupes arithmétiques sans
torsion dans Λ. Soit λ ∈ Λ tel que Γ′∩λΓλ−1 est d’indice fini dans Γ′. Soit L une extension
finie de Qp etM un L-espace de Banach (ou L-espace de Fréchet compact) avec une action
continue à gauche de Λ et tel que le morphisme induit par λ est complètement continu.
Soit ? ∈ {∅, ∂, c} alors la discussion ci-dessus implique que [ΓλΓ′] : Ci?(Γ,M)→ Ci?(Γ′,M)
est complètement continu pour chaque i.

2.2.4 Preuve du théorème 2.1

On utilise les notations données au début de cette section.

Preuve du théorème 2.1 On choisit l’ensemble {gy|y ∈ C+
K} comme dans 1.3.1 tel que

l’image dans G(Qp) de chaque gy est 1. Alors l’image de Γy dans G(Qp) est contenue dans
l’image de K et alors Γy agit aussi sur M . De plus comme par hypothèse K ∩ Z(Q) agit
trivialement sur M on en déduit que Γy agit sur M à gauche. Par hypothèse, chaque Γy
est sans torsion, on peut donc considérer les complexes de L-espaces de Fréchet compacts
C•c (Γy,M) et on définit :

C•c (K,M) :=
⊕

y∈C+
K

C•c (Γy,M).

C•c (Γy,M) est un complexe de L-espaces de Fréchet compact. D’autre part d’après la
décomposition (1.5) et le fait que C•c (Γy,M) calcule la cohomologie à support compact
pour Yy alors la cohomologie de C•c (Γy,M) nous donne la cohomologie à support compact
de la variété de Hilbert Yk par rapport au faisceau LK(M).
Soit Λ ⊂ Gad(Q)+ l’image dans Gad(Q) du semi-groupe des éléments de G(Q)+ tels que
son image dans G(Qp) est dans l’image de R. Soit σ la permutation de C+

K tel que pour
chaque y ∈ C+

K on a gyx = λygσ(y)kc avec λy ∈ G(Q), k ∈ K et c ∈ G+
∞. Alors pour chaque

y on a Γy ⊂ Λ, λy ∈ Λ et l’opérateur sur M obtenu de l’action de λy est complètement
continu. Alors le morphisme [ΓyλyΓσ(y)] est complètement continu. On définit :

[KxK] :=
⊕

y∈C+
K

[ΓyλyΓσ(y)] : C•c (K,M)→ C•c (K,M).

Alors ce morphisme est bien défini dans la catégorie homotopie des L-espaces de Fréchet
compacts, sur chaque terme l’opérateur est complètement continu et induit l’opérateur
de Hecke correspondant au niveau de la cohomologie : [KxK] : H•c (YK ,LK(M)) →
H•c (YK ,LK(M)). Finalement, le théorème est une conséquence du lemme 2.6.

Corollaire 2.10. Soit M un OL-sous-module de M tel que LM = M et si m ∈ M − 0
alors il existe a ∈ L tel que am /∈ M. Si M est invariant par l’action de R sur M alors
H i
c(YK ,L(M))≤h = 0 pour tout h < 0.
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Preuve : Soit y ∈ C+
K . Cic(Γy,M) est isomorphe à M r avec r ∈ N , on note My ⊂

Cic(Γy,M) le OL-sous-module qui correspond à Mr à travers ce isomorphisme. MK :=
⊕yMy est un OL-sous-module de Cic(K,M) et LMK = Cic(K,M) et pour chaque ϕ ∈
Cic(K,M)−{0} il existe a ∈ L tel que aϕ /∈MK . Pour chaque y le morphisme [ΓyλyΓσ(y)] :
Cic(Γy,M)→ Cic(Γσ(y),M) défini dans la preuve du théorème 2.1 envoie My dans Mσ(y)
et donc MK est stable par rapport à l’opérateur [KxK] de Cic(K,M). Alors d’après la
remarque v) dans 2.1 si h < 0 alors Cic(K,M)≤h = {0}. Finalement le lemme 2.6 implique
H i
c(YK ,L(M))≤h = 0.





Chapitre 3

Distributions

On introduit les distributions sur OF ⊗ Zp, qui donnent lieu aux coefficients dans la
cohomologie qu’on utilise : les coefficients surconvergentes. D’autre part on discute sur les
distributions sur groupes de Galois.

3.1 Généralités

3.1.1 Définitions

On renvoie vers [Urb11] pour les détails. Soit X ⊂ Qr
p un ouvert et compact. Pour une

extension finie L/Qp on note A(X,L) le L-espace vectoriel des fonctions f : X → L qui
sont localement L-analytiques. En plus soit An(X,L) le L-espace vectoriel des fonctions
f ∈ A(X,L) qui sont analytiques sur les boules de rayon p−n d’une couverture de X. On
considère la norme sur An(X,L) définie comme suit : soit f ∈ An(X,L) et a = (a1, .., ar) ∈
X un centre d’une boule de rayon p−n où on a :

f(x1, .., xr) =
∑

m∈Nr
cm(a)(x1 − a1)m1 ..(xr − ar)mr ,

alors on définit ‖ f ‖n= sup{|cm(a)|pp−n
∑

i
mi |m ∈ Nr , a}. Avec cette norme An(X,L)

est un L-espace vectoriel de Banach et l’inclusion An(X,L) ↪→ An+1(X,L) est complète-
ment continue. Son dual Dn(X,L) est un espace de Banach par rapport à la norme
‖µ‖n = sup{ |µ(f)|p

‖f‖n | f ∈ An(X,L)} . On considère sur A(X,L) la topologie limite in-
ductive et soit D(X,L) son dual topologique, alors D(X,L) est la limite projective des
Dn(X,L), et les morphismes Dn+1(X,L)→ Dn(X,L) sont complètement continus. Alors
D(X,L) est un espace de Fréchet compact. Si µ ∈ D(X,L) et n ∈ N on note par abus de
notation ‖µ‖n à la place de ‖µ |An(X,L) ‖n.

3.1.2 Admissibilité

On commence avec une définition générale. Soit L/Qp une extension finie. On prend
M un L-espace vectoriel tel que on a une décompositionM = ∪n∈NMn avecMn un espace
vectoriel de Banach, si n ≤ m alors Mn ⊆ Mm et cette inclusion est un morphisme com-
plètement continu. Alors son dual topologique M∨ est un espace de Fréchet compact, la
limite projective des espaces de Banach M∨n où on considère la norme sup. Soit T ∈ M∨
alors T |Mn∈M∨n pour chaque n ∈ N et on note |T |n sa norme. Soit h ≥ 0 rationnel alors
on dit qu’une transformation linéaire T ∈ M∨ est h-admissible s’il existe une constante
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C > 0 tel que pour tout n ∈ N on a ‖T‖n ≤ Cpnh.

Si par exemple on prend M = An(X,L) avec X compact alors µ ∈ Dn(X,L) est h-
admissible s’il existe C > 0 tel que pour chaque n ∈ N et pour toute f ∈ An(X,L) on a
|µ(f)|p ≤ Cpnh‖f‖n.
Dans cet exemple considèrer le cas de X = Zp. D’abord observer que si a ∈ Zp, j ∈ N et
n ∈ N alors f(z) = 1a+pnZp(z−a)j ∈ An(Zp, L) et ‖f‖n = p−nj . Donc si µ : A(Zp, L)→ L
est une transformation linéaire continue h-admissible alors il existe C > 0 tel que quels
que soient a ∈ Zp, j ∈ N et n ∈ N on a :

|µ(1a+pnZp(z − a)j)|p ≤ Cpn(h−j).

Comparer avec les définitions dans [AV75] et [Vis76].

3.2 Notations

3.2.1

On définit quelques groupes et semi groupes dans G(Qp).
– T− = {( a 0

0 b ) ∈ T (Qp)| ab−1 ∈ OF ⊗ Zp}
– T= = {( a 0

0 b ) ∈ T (Qp)| ab−1 ∈ pOF ⊗ Zp}.
– Im = {( a bc d ) ∈ G(Zp)|c ∈ pmOF ⊗ Zp}
– Λp,m = ImT

−Im. On a Λp := Λp,1 =

G(Qp) ∩ {x( a b
pc d ) | d ∈ (OF ⊗ Zp)∗, b, c, a ∈ OF ⊗ Zp, x ∈ (F ⊗Qp)∗}

3.2.2 Poids

On considère sur T (Zp) =
{
( a 0

0 b ) | a, b ∈ (OF ⊗ Zp)∗
}
' (OF ⊗ Zp)∗ × (OF ⊗ Zp)∗, la

topologie p-adique. Un Poids est un homomorphisme continu de groupes λ : T (Zp)→ Qp
∗.

Soit λ un poids alors il existent des homomorphismes continues λ1, λ2 : (OF ⊗Zp)∗ → Qp
∗

tels que : λ(( a 0
0 b )) = λ1(a)λ2(b). Un poids λ est dit localement algébrique si il existe une

extension L/Qp contenant l’image à travers incp de la clôture normale de F et il existe
λalg ∈ X∗(TL) et ε un caractère de T (Zp) avec image finie tel que λ = λalgε (par abus
de notation λalg note la composition T (Zp) ↪→ T (L) → L× ↪→ Qp

×). En plus λ est dit
arithmetique s’il est localement algébrique et λalg est dominant. Finalemen soit λ = λalgε
un poids arithmétique avec (a,b) ∈ ZΣ

F × ZΣ
F correspondant à λalg. On dit que λ est

critique si :
– il existe c ∈ Z tel que a + b = ct où t = (1)σ∈ΣF ;
– a ≥ 0 et b ≤ 0.
– ε ( e 0

0 1 ) = 1 pour chaque unité e totalement positive de O∗F .

3.3 Distributions sur OF ⊗ Zp
3.3.1 L’induction localement analytique

Soit L une extension finie de Qp et λ : T (Zp) → L∗ un homomorphisme continu de
groupes. On étend λ à B−(Qp) ∩ I à travers le morphisme canonique B−(Qp) ∩ I →
T (Zp). On identifie I avec un ouvert de Q4d

p et on définit l’induction localement analytique
Aλ(L) comme l’ensemble des fonctions localement L-analytiques f : I → L tels que
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f(bg) = λ(b)f(g) pour tout b ∈ B−(Qp) ∩ I et g ∈ I. Aλ(L) est une union dénombrable
de L-espaces de Banach Aλ(L) = ∪n∈NAλ,n(L) où Aλ,n(L) est le L-espace de Banach des
f ∈ Aλ(L) pour lesquelles il existe une couverture de I par des boules de rayon p−n tel que
f est analytique sur chacune d’elles. L’inclusion Aλ,n(L) ↪→ Aλ,n+1(L) est un morphisme
completèment continu. Alors l’induction localement analytique est équipée de la topologie
limite inductive et donc son L-dual topologique noté par Dλ(L) est un L-espace de Fréchet
compact.
On donne une autre description de Aλ(L). D’abord on identifie OF ⊗ Zp avec un ouvert
et compact de Qd

p compatible avec l’identification de I avec un ouvert et compact de Q4d
p .

D’après la discussion 3.1 l’espace A(OF ⊗Zp, L) est une union dénombrable de L-espaces
de Banach et donc munie de la topologie limite inductive par rapport à la laquelle son dual
D(OF ⊗ Zp, L), est un L-espace de Fréchet compact. On a un isomorphisme de L-espaces
topologiques :

Aλ(L)→ A(OF ⊗ Zp, L) f → f0 (3.1)

où f0(z) = f

(
1 z
0 1

)
.

3.3.2 La ∗-action sur les distributions

D’après [Urb11] on peut définir une action continue à gauche de Λp sur Dλ(L) et
alors on déduit une action sur D(OF ⊗ Zp, L). On explicite l’action à droite obtenue sur
A(OF ⊗ Zp, L). Soit f ∈ A(OF ⊗ Zp, L), γ ∈ Λp et z ∈ OF ⊗ Zp alors :

– Si γ = ( a bc d ) ∈ I on pose :

(f ∗ γ)(z) = λ(( det(γ)−1(d−cz) 0
0 (d−cz)−1 ))f

(−b+ az

d− cz

)
.

– Si γ = ( a 0
0 d ) ∈ T− on pose :

(f ∗ γ)(z) = λ(( u(a)−1 0
0 u(d)−1 ))f(ad−1z), (3.2)

voir dans notations pour la définition de la fonction u.
Remarquer que la ∗-action à droite de I sur Aλ(L) est bien connue, en effet on a :

(f ∗ γ)(x) = f(xγ−1) pour x, γ ∈ I. Le résultat suivant est très important :

Lemme 3.1. Soit γ ∈ IT=I ⊂ Λp alors le L-endomorphisme de D(OF ⊗Zp, L) défini par
l’action de γ est un opérateur compact.

Preuve : Voir [Urb11], Lemme 3.2.8.

Remarque : 1) Observer que d’après 2.5 ce lemme nous permet de déduire l’existence
de décomposition en pente pour (Dλ(L), γ) si γ ∈ IT=I ⊂ Λp.
2) Selon le contexte on utilisera la description de Aλ(L) comme l’induite localement ana-
lytique ou comme l’espace des fonctions localement analytiques sur OF⊗Zp, et on utilisera
la même notation pour ces deux descriptions. Remarquer que la description en termes de
fonctions sur OF ⊗ Zp ne dépend pas de λ au contraire de sa ∗-action.
3) Selon le cas on utilisera l’action a droite de Λ−1

p sur Dλ qu’on obtient de l’action a
gauche de Λp.
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3.3.3 OL-sous-modules

Soit Aλ(OL) le OL-module des f ∈ Aλ(L) à valeurs dans OL. On fournit à Aλ(OL) de
la topologie induite de celle de Aλ(L) et on note Dλ(OL) son dual continu. Alors il n’est pas
compliqué voir que Aλ(L) = LAλ(OL), on considère Dλ(OL) comme un sous module de
Dλ(L) de la façon naturelle. Le OL-sous-module de A(OF⊗Zp, L) correspondant à Aλ(OL)
est défini de la même manière et noté A(OF ⊗ Zp,OL), et on note D(OF ⊗ Zp,OL) son
dual topologique qui correspond à Dλ(OL).
Dans le cas où λ a ses valeurs dans O∗L il est important de remarquer que la ∗-action
sur Dλ(L) laisse invariant le module Dλ(OL). En fait on peut vérifier cette affirmation en
regardant les formules explicites données ci-dessus.

3.4 Distributions sur des groupes de Galois
Conjecturalement les fonctions L p-adiques associées aux motives définies sur F de-

vraient être la transformée de Mellin de distributions admissibles sur certain groupes de
Galois. Ici on décrit ces objets.

3.4.1 Le groupe Galp.
Soit F p,ab l’extension abélienne maximale non ramifiée en tout idéal premier, q, de F

tel que q - p. On note
Galp = Gal(F p,ab/F ).

Pour m un idéal entier de F on note Fm le corps de classes de rayon m de F . Alors
F p,ab =

⋃
m F

m où l’union est sur tous les idéaux entiers m =
∏

q q
nq avec nq = 0 si q - p.

Donc on a :
Galp = lim←−

m

Gal(Fm/F ),

avec m comme avant. Donc Galp est un groupe pro-fini et la famille {Galm}m, où Galm =
Gal(F p,ab/Fm), est une base de voisinages de l’ identité.
Soit E(1) le groupe des unités positives de F (voir 5.2.1 pour la justification de la notation)
considéré comme un sous-groupe de (OF ⊗ Zp)∗ à travers le morphisme : O∗F → (OF ⊗
Zp)∗ =

∏
p|p F

∗
p , e→ (e, .., e). On note E(1) la clôture de E(1) dans (OF ⊗Zp)∗. La théorie

des corps des classes nous fournit un isomorphisme :

r : (OF ⊗ Zp)∗/E(1)→ Gal(F p,alg/F 1), (3.3)

ici F 1 est le corps de classes de rayon OF .
D’après la théorie des corps des classes on a un isomorphisme de groupes : Cl+F '
Gal(F 1/F ), où Cl+F est le groupe de classes de rayon A∗F /F+

∞ÔFF ∗. Donc on obtient
la décomposition canonique suivante :

Galp =
∐

x∈Cl+F

Galp,x, (3.4)

où Galp,x est le groupe des ρ ∈ Galp tel que ρ |F 1 correspond à x à travers l’isomorphisme
Cl+F ' Gal(F 1/F ) (remarquer que Galp,1 = Gal(F p,alg/F 1)). Pour chaque x on fixe ax ∈
Galp,x, alors (3.3) nous fournit un homéomorphisme (dépendant du choix des ax) :

rx : (OF ⊗ Zp)∗/E(1)→ Galp,x (3.5)
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3.4.2 Distributions sur Galp
Ici on va définir certains espaces de fonctions sur Galp qui nous seront utiles.

Soit L une extension finie de Qp. On considère l’identification de OF⊗Zp comme un ouvert
et compact de Qd

p et on note :
A+((OF ⊗ Zp)∗, L)

le sous espace vectoriel fermé des fonctions f ∈ A((OF ⊗ Zp)∗, L) tels que f(ez) = f(z)
pour tout z ∈ (OF ⊗Zp)∗ et e ∈ E(1). Alors A+((OF ⊗Zp)∗, L) = ∪n∈NA+

n ((OF ⊗Zp)∗, L)
où A+

n ((OF ⊗ Zp)∗, L) := A+((OF ⊗ Zp)∗, L) ∩ An((OF ⊗ Zp)∗, L) est un L-espace de
Banach. On note :

D+((OF ⊗ Zp)∗, L)

le dual topologique de A+((OF ⊗ Zp)∗, L), un espace de Fréchet compact. Comme avant
pour µ ∈ D+((OF ⊗ Zp)∗, L) et n ∈ N on note ‖µ‖n à la place de ‖µ |A+

n ((OF⊗Zp)∗,L) ‖n.
Comme dans 3.1 on peut définir la notion de distribution h-admissible dans D+((OF ⊗
Zp)∗, L).

Soit π : (OF ⊗ Zp)∗ → (OF ⊗ Zp)∗/E(1) la projection canonique, on définit :

A(Galp, L) =
{
f : Galp → L | fy ∈ A+((OF ⊗ Zp)∗, L) ∀y ∈ Cl+F

}
(3.6)

où fy = f ◦ ry ◦ π. Remarquer que cette définition ne dépend pas du choix des ay,
qui sont utilisées pour la définition des ry. A partir de la définition on a un isomor-
phisme A(Galp, L) ∼= A+((OF ⊗ Zp)∗, L)Cl+F défini par f → (fy)y∈Cl+F

avec inverse noté

E, définie comme suit. Pour y ∈ Cl+F soit Ey : A+((OF ⊗ Zp)∗, L)Cl+F → A(Galp, L) tel
que Ey(f)(a) = 0 si a /∈ Galp,y et Ey(f)(a) = f(z) si a = ry([z]) ∈ Galp,y. Alors on pose
E :=

∑
y∈Cl+F

Ey. On obtient une structure d’espace de Fréchet sur A(Galp, L) en fait est

la limite inductive des espaces de Banach An(Galp, L) (l’image de A+
n ((OF ⊗Zp)∗, L)Cl+F ).

Le dual topologique de A(Galp, L), noté D(Galp, L), est un espace de Fréchet compact et
on a un isomorphisme :

D(Galp, L) ∼= D+((OF ⊗ Zp)∗, L)Cl+F µ→ (µy).

Remarque : Comme D(Galp, L) et D+((OF ⊗ Zp)∗, L) sont L espaces de Fréchet on
peut parler de distributions h-admissibles comme dans 3.1. Alors on peut voir que µ ∈
D(Galp, L) est h-admissible si et seulement si µy est h-admissible pour chaque y ∈ Cl+F .

3.4.3

Maintenant on va expliquer que A(Galp, L) contient assez des fonctions pour nos pro-
pos.
D’abord remarquer que les fonctions L p-adiques sont définies sur le groupe de Lie sur Cp
défini par :

Xp = Homcont(Galp,C∗p).

( voir 4 dans [Pan94] pour sa structure). Il n’est pas compliqué de voir que :

Proposition 3.2. Soit L une extension finie de Qp. Alors on a :
i) Xp(L) ⊂ A(Galp, L).

ii) Soit U ⊂ Galp un sous-ensemble ouvert et compact et soit 1U sa fonction
caractéristique. On a 1U ∈ A(Galp, L).
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Remarque : Soit X tors
p ⊂ Xp le sous-groupe discret des éléments d’ordre fini. Pour un

corps L ⊂ Cp soit Xp(L) le sous groupe de Xp des homomorphismes avec image dans L∗.
Analoguement on définit X tors

p (L). Observer que chaque χ ∈ X tors
p (L) peut être vu comme

un caractère de Hecke d’ordre fini et conducteur divisant une puissance de pOF à travers :

A∗F /F ∗
TCC // Galp

χ // L∗
inc−1

p // Q∗.



Chapitre 4

Classicité pour GL2/F

Pour obtenir la classicité dans le contexte de la cohomologie à support compact (voir
théorème 4.1) on suit [Urb11]. La difficulté principale pour étendre au cas de support
compact l’argument de [Urb11] est l’existence de la décomposition en pente obtenue dans la
section 2. Pour conclure, comme dans le cas sans support, on utilise une version localement
analytique de la résolution BGG obtenue dans [Urb11].

4.1 Enoncé
Soit L une extension finie de Qp contenant l’image à travers incp de la clôture galoisi-

enne de F . Soit λ = λalgε : T (Zp)→ L∗ un poids arithmétique, alors λalg est un caractère
algébrique dominant et ε est d’ordre fini.
Soit (a,b) ∈ ZΣF × ZΣF la liste associée à λalg à travers la correspondance (1.1) , et on
suppose qu’il existe r ∈ Z tel que a + b = −rt. On note k = a − b + 2t ≥ 2t.
D’autre part soit m0 ∈ N tel que ε peut être factorisé à travers T (Zp) → T (Zp/pm0Zp),
alors on peut étendre ε à un homomorphisme de Im0 en considérant Im0 → B(Zp/pm0Zp)→
T (Zp/pm0Zp). L’espace Vλalg(L) défini dans 1.2 possède une action à gauche par G(L)
donnée par (g · f)(h) = f(hg) ; et Aλ(L) défini dans 3.3 est un Λ−1

p -module à gauche. Le
Im0-module à gauche Vλalg(ε, L) consiste en l’espace vectoriel Vλalg(L) avec l’action de Im0

tordue par ε.
Pour chaque f ∈ Vλalg(ε, L) on définit une fonction

∼
f : Zp ⊗ OF → L par

∼
f (z) = f( 1 z

0 1 ),
alors on obtient un morphisme de L-espaces vectoriels Vλalg(ε, L)→ Aλ(L). On peut véri-
fier que ce morphisme est Im0-équivariant. Alors on a un morphisme de L-espaces vectoriels
qui est Im0-équivariant :

Dλ(L)→ Vλalg(ε, L)∨ (4.1)

L’image de Vλalg(ε, L) dans Aλ(L) est Λ−1
p,m0-invariant et l’action obtenue sur Vλalg(ε, L)

est appelé la ∗-action. Alors on obtient la ∗-action à droite sur Vλalg(ε, L)∨. Comme on a
vu la ∗-action coïncide avec l’action standard (obtenue à travers Λ−1

p ⊂ G(Qp) ⊂ G(L))
pour les éléments appartenant à l’Iwahori Im0 ⊂ Λ−1

p,m0 mais sont différentes en général,
par exemple pour tout µ ∈ Vλ(L)∨ on a :

µ ∗ ( 1 0
0 p ) = p

k−2t+rt
2 µ · ( 1 0

0 p ). (4.2)

SoitK ⊂ G(Af ) un sous groupe ouvert compact tel que son image dans G(Qp) est contenue
dans Im0 . On suppose que K ∩ Z(Q) ⊂ {eId| e ∈ O∗F } et en plus si eId ∈ K ∩ Z(Q)
alors ε(eId) = 1. D’autre part on suppose que pour tout y ∈ C+

K le groupe Γy est sans
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torsion (voir 1.3.1 pour les notations). On peut considérer Dλ(L) et Vλalg(ε, L)∨ comme
K-modules à droite, et d’après les hypothèses on vérifie que K ∩ Z(Q) agit trivialement.
On peut construire les faisceaux L(Vλalg(ε, L)∨) et L(Dλ(L)) sur la variété de Hilbert YK
(voir 1.4.1) et on voit que le morphisme Dλ(L)→ Vλalg(ε, L)∨ est K-équivariant et induit :

H•c (YK ,L(Dλ(L)))→ H•c (YK ,L(Vλalg(ε, L)∨)). (4.3)

Soit x = (x`) ∈ G(Af ) défini par x` = 1 ∈ G(Q`) si ` 6= p et xp =
(

1 0
0 p
)
∈ G(Qp). On

considère n’importe quel semi-groupe de G(Af ) contenant K et avec image dans G(Qp)
contenue dans Λ−1

p,m0 , et on définit U sur
p comme l’opérateur [KxK] sur H•c (YK ,L(Dλ(L)))

comme dans cas 1 de 1.5.2. En considérant la ∗-action maintenant sur Vλalg(ε, L)∨ on
obtient un opérateur sur H•c (YK ,L(Vλalg(ε, L)∨)) noté U0

p . Si à la place de la ∗-action on
considère l’action standard sur Vλalg(ε, L)∨ alors on obtient un autre opérateur, noté Up.
D’après 4.2 on a U0

p = p
k−2t+rt

2 Up.
Clairement H•c (YK ,L(Vλalg(ε, L)∨)) possède une décomposition en pente ≤ h par rapport
à U0

p . D’autre part d’après le lemme 3.1 et le théorème 2.1, H•c (YK ,L(Dλ(L))) possède
une décomposition en pente ≤ h pour tout rationnel h.
En plus on a le diagramme commutatif suivant :

H•c (YK ,L(Dλ(L))) −−−−→ H•c (YK ,L(Vλalg(ε, L)∨))yUsur
p

yU0
p

H•c (YK ,L(Dλ(L))) −−−−→ H•c (YK ,L(Vλalg(ε, L)∨))

alors le morphisme (4.3) induit (voir remarque ii) dans 2.1) :

H•c (YK ,L(Dλ(L)))≤h → H•c (YK ,L(Vλalg(ε, L)∨))≤h, (4.4)

pour tout rationnel h.

Théorème 4.1. Soit k0 = min{kσ | σ ∈ ΣF }. Si h < k0 − 1 alors le morphisme dans
(4.4) est un isomorphisme.

4.2 Outils

On introduit un sous espace de Aλ(L) contenant Vλalg(ε, L), l’induction localement
algébrique. Le dual de cet espace possède une résolution analogue au complexe BGG, les
dernières trois termes de cette résolution sont dans la base de la preuve du théorème 4.1.

4.2.1 L’induction localement algébrique

On définit l’induction localement algébrique de λ comme le sous espace vectoriel de
Aλ(L) des fonctions localement L-algébriques, on note cet espace par Vλ(L). On a Vλ(L) =
∪n∈NVλ,n(L) avec Vλ,n(L) = Vλ(L) ∩ Aλ,n(L). Pour chaque n l’espace Vλ,n(L) est un L-
espace vectoriel de dimension finie, sur cet espace on considère la norme obtenue de celle de
Aλ,n(L). On considère la topologie limite inductive sur Vλ(L) qui correspond à la topologie
obtenue de l’inclusion Vλ(L) ⊂ Aλ(L). Son dual par rapport à cette topologie,Vλ(L)∨, est
un L-espace de Fréchet compact, en fait est la limite projective des Vλ,n(L)∨.
Soit U : Vλ(L)∨ → Vλ(L)∨ un opérateur complétement continu alors d’après le lemme
2.6 et le fait que Vλ,0(L) = Vλalg(ε, L) on déduit que Vλ(L)∨ possède une décomposition
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en pente ≤ h pour tout rationnel h et on a un isomorphisme de L-espaces vectoriels
(Vλ(L)∨)≤h ' (Vλalg(ε, L)∨)≤h.
En plus on voit que la ∗-action de Λ−1

p laisse invariant Vλ(L), donc on obtient une action à
gauche de Λ−1

p sur Vλ(L). Le morphisme Vλalg(ε, L)→ Aλ(L) défini dans 4.1 nous fournit
une suite de Λ−1

p,m0-modules à gauche Vλalg(ε, L) → Vλ(L) → Aλ(L) où la dernière flèche
est l’inclusion, et alors on obtient la suivante suite de Λ−1

p,m0-modules à gauche :

Dλ(L)→ Vλ(L)∨ → Vλalg(ε, L)∨, (4.5)

ici on considère la ∗-action sur Vλalg(ε, L)∨. Soit L(Vλ(L)∨) le système local sur YK associé
à Vλ(L)∨, ce dernier vu comme un K-module à travers K → Im0 , alors la dernière flèche
dans (4.5) nous fournit un morphisme :

H•c (YK ,L(Vλ(L)∨))→ H•c (YK ,L(Vλalg(ε, L)∨)). (4.6)

On peut définir un opérateur sur H•c (YK ,L(Vλ(L)∨)) qu’on note par U l.c
p , de la même

manière que l’opérateur U sur
p sur H•c (YK ,L(Dλ(L))) a était défini (voir 4.1). On a :

Proposition 4.2. H•c (YK ,L(Vλ(L)∨)) possède une décomposition en pente ≤ h par rap-
port à U l.c

p , pour tout rationnel h. Le morphisme H•c (YK ,L(Vλ(L)∨))≤h → H•c (YK ,L(Vλalg(ε, L)∨))≤h
obtenu du morphisme (4.6) est un isomorphisme. Ici H•c (Y0(c),L(Vλ(L)∨))≤h est la dé-
composition en pente par rapport à U0

p .

Preuve : D’abord remarquer que l’opérateur sur Vλ(L)∨ obtenu de la ∗-action de(
1 0
0 p

)
est complétement continu alors on déduit l’existence de la décomposition en pente

≤ h pour (H•c (YK ,L(Vλ(L)∨)), U l.c
p ) du théorème 2.1.

Considérer les complexes C•c (K,Vλ(L)∨)) et C•c (K,Vλalg(ε, L)∨)), et les morphismes U l.c
p

et U0
p définis dans 2.2.4. Comme (Vλ(L)∨)≤h ' (Vλalg(ε, L))≤h par rapport aux opéra-

teurs induits de la ∗-action de
(

1 0
0 p

)
alors pour chaque i on a Cic(K,Vλ(L)∨))≤h '

Cic(K,Vλalg(ε, L)∨))≤h. Donc la deuxième affirmation est une conséquence du lemme 2.6.

4.2.2 BGG

Ici on décrit les dernièrs termes d’une suite exacte, une suite analogue du complexe
BGG, mais pour Vλ(L)∨. Ces termes joueront un rôle important dans la preuve du
théorème 4.1.

Pour σ ∈ ΣF on définit le poids λσ : T (Zp)→ L∗ par λσ = λalg
σ ε où λalg

σ est le caractère
algébrique de TL correspondant à (aσ′ , bσ′)σ′∈ΣF où (aσ′ , bσ′) = (aσ′ , bσ′) si σ′ 6= σ et
(aσ, bσ) = (bσ − 1, aσ + 1). On peut définir un morphisme Θσ : Aλ(L) → Aλσ(L) et alors
un morphisme

Θ∨σ : Dλσ(L)→ Dλ(L), (4.7)

ce morphisme est équivariant par rapport à l’action de I mais non pour l’action de tout
le semi-groupe Λ−1

p , par exemple pour tout µ ∈ Dλσ(L) on a :

Θ∨σ (µ ∗ ( 1 0
0 p )) = p−(kσ−1)Θ∨σ (µ) ∗ ( 1 0

0 p ). (4.8)



44 Chapitre 4. Classicité pour GL2/F

Si on note par Σ :
⊕

σ∈ΣF Dλσ(L)→ Dλ(L) la somme des Θ∨σ alors la suite de I-modules
à droite est exacte :

⊕
σ∈ΣF Dλσ(L) Σ−−−−→ Dλ(L) −−−−→ Vλ(L)∨ −−−−→ 0,

voir proposition 3.2.12 dans [Urb11] pour une démonstration.

4.3 Preuve du théorème 4.1

Le morphisme canoniqueDλ(L))→ Vλ(L)∨ est Λ−1
p -équivariant et donc nous fournit un

homomorphisme H•c (YK ,L(Dλ(L))) → H•c (YK ,L(Vλ(L)∨)). D’après la proposition 4.2 il
suffit de démontrer que le morphisme obtenuH•c (YK ,L(Dλ(L)))≤h → H•c (YK ,L(Vλ(L)∨))≤h
est un isomorphisme, ici les espaces de pente ≤ h sont par rapport aux morphismes U sur

p

et U l.c
p respectivement.

On pose ΣF = {σ1, ..., σd}. Soit Θ∨0 = 0 et pour chaque s ∈ {1, .., d} :

Θ∨s :=
s∑
j=1

Θ∨σj :
s⊕
j=1
Dλσj (L))→ Dλ(L).

Pour chaque s ∈ {1, .., d} coker(Θ∨s ) possède une action à droite de Λ−1
p et soit Qs le sous

quotient de Dλ(L) tel que la suivante suite est exacte :

0→ Qs → coker(Θ∨s−1)→ coker(Θ∨s )→ 0,

Λ−1
p agit sur Qs et cette suite est I-équivariant.

Pour toute s le diagramme de L-espaces de Fréchet compact suivant est commutatif :

0 // Qs //

∗
(

1 0
0 p
)
pkσs−1

��

coker(Θ∨s−1) //

∗
(

1 0
0 p
)

��

coker(Θ∨s ) //

∗
(

1 0
0 p
)

��

0

0 // Qs // coker(Θ∨s−1) // coker(Θ∨s ) // 0

Si M ∈ {Qs, coker(Θ∨s )} alors le théorème 2.1 implique que le groupe de cohomologie
H i
c(YK ,L(M)) possède une décomposition en pente ≤ h par rapport à [KxK] pour tout

rationnel h, avec x défini dans 4.1. Alors la suite exacte longue du dernier diagramme
commutatif et la remarque ii) dans 2.1 impliquent que la suite suivante est exacte :

H i
c(YK ,L(Qs))≤h−(kσs−1) → H i

c(YK ,L(coker(Θ∨s−1)))≤h →

H i
c(YK ,L(coker(Θ∨s )))≤h → H i+1

c (YK ,L(Qs))≤h−(kσs−1).

Maintenant on va voir que pour chaque s on a H i
c(YK ,L(Qs))≤h−(kσs−1) = 0. D’après

3.3.3 on peut trouver un espace de Banach M et un réseau M dans M , tel que Λ−1
p agit

sur M en laissant invariante M, en plus les morphismes sur M associées aux t ∈ T= sont
complétement continus, de plus on peut obtenir un morphisme Λ−1

p -équivariant Qs →M
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qu’induit un isomorphisme : H i
c(YK ,L(Qs))≤h−(kσs−1) → H i

c(YK ,L(M))≤h−(kσs−1). L’af-
firmation est alors une conséquence de 2.10 car h− (kσs − 1) < 0.

Donc on a :

H i
c(YK ,L(coker(Θ∨s−1)))≤h ' H i

c(YK ,L(coker(Θ∨s )))≤h

pour chaque s ∈ {1, .., d}. Finalement il suffit de remarquer que l’on a coker(Θ∨0 ) = Dλ(L)
et coker(Θ∨d ) = Vλ(L)∨.





Chapitre 5

Construction de la distribution et
admissibilité

Une difficulté qu’on a rencontré pour construire la fonction L p-adique “à la Stevens”
dans le contexte de G = ResOF /ZGL2, est le manque d’une description simple de la
cohomologie à support compact de la variété de Hilbert comme dans le cas de GL2/Q (en
termes des symboles modulaires). Une autre difficulté est posée par les unités globales.
Dans ce chapitre, pour une classe Φ dans la cohomologie à coefficients surconvergents,
à l’aide des cycles automorphes introduits dans [Dim] on définit une distribution et on
démontre l’admissibilité de cette distribution quand Φ est un vecteur propre de l’opérateur
U sur
p avec une valeur propre non nulle.

5.1 L’espace de distributions D+
λ (OF ⊗ Zp, L)

D’abord on définit un nouveaux type de distributions. Soient L/Qp une extension finie
et λ : T (Zp)→ L× un poids. On note A+

λ (OF ⊗Zp, L) l’espace vectoriel des f ∈ Aλ(L) tels
que f(ez) = λ( e 0

0 1 )f(z) pour e ∈ E(1) et z ∈ OF ⊗ Zp, de façon équivalente f ∗ ( e 0
0 1 ) = f

pour tout e ∈ E(1). A+
λ (OF ⊗Zp, L) est fermé dans Aλ(L) et alors est une union d’espaces

de Banach, à savoir :

A+
λ (OF ⊗ Zp, L) =

⋃
∈N
A+
λ,n(OF ⊗ Zp, L),

avec A+
λ,n(OF ⊗ Zp, L) := A+

λ (OF ⊗ Zp, L) ∩ Aλ,n(L). On note :

D+
λ (OF ⊗ Zp, L) = A+

λ (OF ⊗ Zp, L)∗

le dual topologique, et on voit qu’il s’agit d’un L-espace de Fréchet compact. A+
λ (OF ⊗

Zp, L) n’est pas I-stable par rapport à la ∗-action sur Aλ(L), par contre est stable par
T− comme on peut le vérifier directement. Alors on obtient une action à gauche du semi-
groupe T− sur D+

λ (OF ⊗ Zp, L). Observer que par définition l’image dans T− du groupe
{( e 0

0 1 ) | e ∈ E(1)} agit trivialement.

Maintenant on suppose que λ est arithmétique et critique. Rappeler que dans 3.4.2
on a défini l’espace A+((OF ⊗ Zp)∗, L), cet espace est un L-espace de Fréchet et on note
D+((OF ⊗ Zp)∗, L) son dual topologique, un Fréchet compact. On a la décomposition
A+((OF ⊗ Zp)∗, L) =

⋃
n∈NA+

n ((OF ⊗ Zp)∗, L) où A+
n ((OF ⊗ Zp)∗, L) est l’espace des
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fonctions que sont L-analytiques sur boules de rayon p−n.
Soit A+((OF ⊗ Zp)∗, L)→ A+

λ (OF ⊗ Zp, L), f → f défini par :

f(z) =


0 si z /∈ (OF ⊗ Zp)∗

Aλalg( z 0
0 1 )f(z) si z ∈ (OF ⊗ Zp)∗,

(5.1)

ici A =
(a−b
−b
)
∈ Z et observer que λalg ( z 0

0 1 ) = za est bien défini pour tout z ∈ OF ⊗ Zp
parce que a ≥ 0. D’autre part d’après les hypothèses sur λ on a λ( e 0

0 1 ) = λalg( e 0
0 1 ) pour

tout e ∈ E(1) et alors on déduit que f ∈ A+
λ (OF ⊗ Zp, L).

Cette transformation linéaire est en fait continue et nous fournit un morphisme :

D+
λ (OF ⊗ Zp, L)→ D+((OF ⊗ Zp)∗, L), µ→ µ∗.

Lemme 5.1. On a :
1. Il existe C > 0 dépendant seulement de λ tel que pour tout n ≥ 1 et pour chaque

f ∈ A+
n ((OF ⊗ Zp)∗, L) on a f ∈ A+

λ,n(OF ⊗ Zp, L) et en plus on a ‖f‖n ≤ C‖f‖n.

2. Soit h ∈ Q. Si µ ∈ D+
λ (OF ⊗ Zp, L) est une distribution h-admissible alors µ∗ ∈

D+((OF ⊗ Zp)∗, L) est h-admissible aussi.

Preuve : D’abord si f ∈ A+
n ((OF ⊗ Zp)∗, L) alors évidemment f ∈ A+

λ,n(OF ⊗ Zp, L)
pour n ≥ 1. Maintenant soit gλ : OF ⊗ Zp → L défini par gλ(z) = Aλalg( z 0

0 1 ). Alors
gλ ∈ A+

λ,0(OF ⊗ Zp, L). Si on appelle C = ‖gλ‖0 alors on a ‖f‖n ≤ C‖f‖n.
La partie (2) est un conséquence directe de (1).

5.2 Cycles et évaluations

On considère les cycles automorphes introduits dans [Dim] et les versions classiques de
ces cycles pour construire un morphisme évaluation :

Hd
c (YK ,L(Dλ(L)))→ D(Galp, L),

et obtenir des propriétés intéressantes de ce morphisme.

5.2.1 Cycles automorphes

Soit L une extension finie de Qp. On fixe n ∈ N. On note U(pn) le groupe des unités
u dans ÔF tels que u − 1 ∈ pnÔF , alors U(pn) est un sous groupe ouvert et compact
de A∗F,f . Soit E(pn) le groupe des unités totalement positives e ∈ O∗F tels que e − 1 ∈
pnOF . Observer que pour n = 0 on obtient les unités totalement positives. Aussi soit
CL+

F (pn) := F ∗ \ A∗F /U(pn)F+
∞ alors si on note (pn) l’idéal pnOF on a un isomorphisme

canonique de groupes CL+
F (pn) ' Gal(F (pn)/F ), ici F (pn) est le corps considéré dans 3.4.1.

Xn := F ∗ \ A∗F /U(pn) est une variété réel analytique de dimension d et si pour chaque
y ∈ CL+

F (pn) on prend ay ∈ A∗F,f tel que {ay | y} est un ensemble de représentants de
CL+

F (pn) alors on a une décomposition de Xn en composantes connexes :

Xn =
⊔

y∈CL+
F (pn)

Xn,y, (5.2)
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où Xn,y := F ∗ \ F ∗ayU(pn)F+
∞/U(pn). Observer que le morphisme E(pn) \ F+

∞ → Xn,y
défini par [z] → [ayz] est un isomorphisme analytique. D’autre part d’après le théorème
des unités de Dirichlet E(pn) \ F+

∞ est isomorphe à (S1)d−1 × R.

Soit K un sous-groupe ouvert et compact de G(Af ) qui contient le groupe {( u v0 1 )|u ∈
Ô∗F , v ∈ ÔF }. Pour x ∈ AF on note xp son image dans F ⊗Qp. Le morphisme A∗F → G(A)
défini par x→ ( x xpp−n0 1 ) induit un morphisme de variétés analytiques que dans [Dim] est
appelé un cycle automorphe :

CK,n : Xn → YK .

5.2.2 Évaluations

Ici L est un corps p-adique et λ est un poids quelconque. Pour avoir une notation
plus légère on écrit : Aλ,A+

λ ,Dλ et D+
λ à la place de Aλ(L),A+

λ (OF ⊗ Zp, L),Dλ(L) et
D+
λ (OF ⊗ Zp, L).

On fixe n ∈ N et soit K un sous-groupe compact et ouvert de G(Af ) qui est net, tel
que son image dans G(Qp) est contenue dans Λp et on suppose en plus que {( u v0 1 )|u ∈
Ô∗F , v ∈ ÔF } ⊂ K. Maintenant on définit des morphismes d’évaluation des groupes de
cohomologie de Hd

c (YK ,LK(Dλ)), ces évaluations nous seront très utiles pour la construc-
tion d’une distribution sur le groupe de Galois pour chaque classe dans la cohomologie
surconvergente et pour obtenir quelques propriétés. On décrit cet évaluation en 4 étapes :

ÉTAPE 1. Soit Fn = Fn,L := C∗K,n(LK(Dλ)) le faisceau sur Xn obtenu par pull-back
du faisceau sur YK obtenu des distributions. Alors on a un morphisme au niveau de la
cohomologie :

Hd
c (YK ,LK(Dλ))→ Hd

c (Xn,Fn). (5.3)

On peut vérifier que Fn est le faisceau sur Xn des sections localement constantes du fibré :

Fn := F ∗ \ (A∗F ×Dλ)/U(pn)→ Xn,

où l’action sur A∗F ×Dλ est f(x, µ)v = (fxv, µ ∗ ( v (vp−1)p−n
0 1 )), f ∈ F ∗, x ∈ A∗F , µ ∈ Dλ et

v ∈ U(pn).

ÉTAPE 2. Dans cette étape notre but est de tordre le faisceaux Fn pour obtenir un
faisceau défini de façon plus simple afin d’obtenir un faisceau constant sur Xn.
Soit Ln(D(F ⊗Qp, L)) le faisceau sur Xn des sections localement constantes du fibré :

Ln(D(F ⊗Qp, L)) := F ∗ \ (A∗F ×D(F ⊗Qp, L))/U(pn)→ Xn,

où l’action considérée à gauche est f(x, µ)v = (fxv, µ ∗ ( vp 0
0 1 )), f ∈ F ∗, x ∈ A∗F , µ ∈

D(F ⊗ Qp, L) et v ∈ U(pn). Remarquer que la matrice
(

1 −1
0 pn

)
∈ Λ−1

p et alors agit à
droite sur Dλ. Alors on peut considérer le morphisme A∗F × Dλ → A∗F × Dλ défini par
(x, µ) → (x, µ ∗

(
1 −1
0 pn

)
). L’identité

(
v (vp−1)p−n
0 1

) (
1 −1
0 pn

)
=
(

1 −1
0 pn

)
( v 0

0 1 ) implique que le
dernier morphisme induit un morphisme de systèmes locaux Fn → Ln(Dλ) et donc un
morphisme de faisceaux sur Xn : Fn → Ln(D(F ⊗ Qp, L)). On obtient de cette manière
un morphisme au niveau de la cohomologie :

Hd
c (Xn,Fn)→ Hd

c (Xn,Ln(Dλ)). (5.4)
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ÉTAPE 3. On choisit l’ensemble des ay ∈ A∗F,f comme dans la décomposition de
(5.2). Soit h : E(pn)\F+

∞ → Xn,y l’homéomorphisme induit par ay. Soit L(Dλ) le faisceau
sur E(pn) \ F+

∞ des sections localement constantes du fibré :

E(pn) \ (F+
∞ ×Dλ)→ E(pn) \ F+

∞,

où l’action sur F+
∞×Dλ est donnée par e(c, µ) = (ce, µ∗( e 0

0 1 )). Alors on a h∗(Ln(Dλ)|Xn,y) =
L(Dλ) et donc un isomorphisme :

Hd
c (Xn,y,Ln(Dλ)|Xn,y) ' Hd

c (E(pn) \ F+
∞,L(Dλ)). (5.5)

Le morphisme Dλ → D+
λ défini par µ → µ |A+

λ
induit un morphisme de faisceaux sur

la variété E(pn) \ F+
∞ : L(Dλ)) → D+

λ , le faisceau à droite est le faisceau constant avec
fibre D+

λ . Cela donne lieu à un morphisme :

Hd
c (E(pn) \ F+

∞,L(Dλ))→ Hd
c (E(pn) \ F+

∞,D+
λ ). (5.6)

De plus comme E(pn) \F+
∞ est connexe, orientable et de dimension d alors il existe un

isomorphisme Hd
c (E(pn)\F+

∞,D+
λ ) ' D+

λ . Alors d’après (5.5) et (5.6) on a un morphisme :

Hd
c (Xn,Ln(Dλ))→ D+

λ
Cl+F (pn). (5.7)

ÉTAPE 4 : Tout ensemble. On appelle

evK,n : Hd
c (YK ,LK(Dλ))→ (D+

λ )CL+
F (pn)

le morphisme obtenu de la composition des morphismes (5.3), (5.4) et (5.7).

5.2.3 Compatibilité

On a une compatibilité entre les différentes évaluations qu’on vient de définir.

Lemme 5.2. Pour chaque n ≥ 1 on a le diagramme commutatif suivant :

Hd
c (YK ,LK(Dλ))

Usur
p //

evK,n+1

��

Hd
c (YK ,LK(Dλ))

evK,n

��

(D+
λ )CL+

F (pn+1) trn // (D+
λ )CL+

F (pn)

ici trn : (D+
λ )CL+

F (pn+1) → (D+
λ )CL+

F (pn) est le morphisme trn((µx)x∈Cl+F (pn+1)) = (νy)y∈Cl+F (pn)
avec νy =

∑
x→y µx.

Preuve : Pour la preuve de ce diagramme dans chaque étape de la construction des
évaluations on obtient des diagrammes commutatifs. On utilise les notations de la dernière
partie.
D’abord on va définir un morphisme Hd

c (Xn+1,Fn+1) → Hd
c (Xn,Fn). Soit prn : Xn+1 →

Xn le morphisme canonique, F := (prn)∗(Fn+1) et G = Gal(Xn+1/Xn) ' OF /pOF . On
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doit définir un morphisme de faisceaux : F → Fn. Pour cela observer que le morphisme
α : Fn+1 → Fn donné par (y, µ)→ (y, µ ∗ ( 1 0

0 p )) est bien défini dû à la suivante identité :

( v (vp−1)p−n−1

0 1 )( 1 0
0 p ) = ( 1 0

0 p )( v (vp−1)p−n
0 1 ).

Soit U ⊂ Xn un ouvert assez petit tel que pr−1
n (U) = tg∈GUg ⊂ Xn+1 et prn in-

duit un homéomorphisme ig : U → Ug, alors on a Γ(U,F) = Γ(pr−1(U),Fn+1) =
⊕g∈GΓ(Ug,Fn+1). Donc on peut définir :

Γ(U,F)→ Γ(U,Fn), s = (sg)g∈G →
∑
g∈G

α ◦ sg ◦ ig.

Cela s’étend à un morphisme de faisceaux F → Fn. Finalement observer queHd
c (Xn+1,Fn+1) =

Hd
c (Xn,F) et alors le morphisme de faisceaux qu’on vient de construire nous fournit une

flèche Hd
c (Xn+1,Fn+1)

∗( 1 0
0 p )

// Hd
c (Xn,Fn) . On a le diagramme commutatif suivant :

Hd
c (YK ,LK(Dλ))

Usur
p //

��

Hd
c (YK ,LK(Dλ))

��
Hd
c (Xn+1,Fn+1)

∗( 1 0
0 p )

// Hd
c (Xn,Fn)

Maintenant soit F ′ = pr∗(Ln+1(Dλ)), on peut répéter la construction en utilisant à la
place de α le morphisme α′ : Ln+1(Dλ)→ Ln(Dλ) défini par (y, µ)→ (y, µ), et obtenir un
morphisme de faisceaux sur Xn : F ′ → Ln(Dλ) et donc le morphisme trace au niveau de la
cohomologie Hd

c (Xn+1,Ln+1(Dλ)) → Hd
c (Xn,Ln(Dλ)). Alors de l’identité ( 1 0

0 p )( 1 −1
0 pn ) =

( 1 −1
0 pn+1 ) on déduit qu’on a le diagramme commutatif suivant :

Hd
c (Xn+1,Fn+1)

��

∗( 1 0
0 p )

// Hd
c (Xn,Fn)

��
Hd
c (Xn+1,Ln+1(Dλ)) trace // Hd

c (Xn,Ln(Dλ))

Finalement en considérant des morphismes traces comme avant entre la cohomologie des
composantes connexes de Xn et Xn+1 on obtient un carré commutatif :

Hd
c (Xn+1,Ln+1(Dλ))

��

trace // Hd
c (Xn,Ln(Dλ))

��

(D+
λ )CL+

F (pn+1) trn // (D+
λ )CL+

F (pn)
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Remarque : On espère avoir une compatibilité dans le cas n = 0, mais ne sera pas
utilise dans ce texte, donc on ne la démontrera pas. Plus précisément on devrait obtenir
le diagramme commutatif suivant :

Hd
c (YK ,LK(Dλ))

evK,0 // (D+
λ )CL+

F

()∗ // D+((OF ⊗ Zp)∗, L)Cl+F

Hd
c (YK ,LK(Dλ))

Usur
p

OO

evK,1 // (D+
λ )CL+

F (p)

pr0

88ppppppppppppppppppppppp

ici pr0 : (D+
λ )CL+

F (p) → D+((OF ⊗ Zp)∗, L)Cl+F est défini par pr0((µx)x∈Cl+F (p)) = (νy)y∈Cl+F
avec νy =

∑
x→y(µx)∗.

5.3 Construction d’une distribution à partir d’une classe de
cohomologie.

Dans cette section pour chaque classe de cohomologie Φ ∈ Hd
c (YK , ˜Dλ(L)) on associe

une forme linéaire µΦ : A(Galp, L)→ L et on vérifie quelques propriétés.
Soient L/Qp une extension finie et λ : T (Zp)→ L∗ un poids arithmétique et critique. Soit
K un sous-groupe compact et ouvert de G(Af ) net, tel que son image dans G(Qp) est
contenue dans le groupe Iwahori I et en plus que {( u v0 1 )|u ∈ Ô∗F , v ∈ ÔF } ⊂ K.

5.3.1 Construction

Comme avant on écrit : Aλ,A+
λ ,Dλ et D+

λ à la place de Aλ(L),A+
λ (OF ⊗Zp, L),Dλ(L)

et D+
λ (OF ⊗ Zp, L).

Pour une classe de cohomologie Φ ∈ Hd
c (YK ,LK(Dλ)) on considère son image (νΦ,y)y∈CL+

F (p)

dans D+
λ

CL+
F (p) à travers l’évaluation de niveau 1 : evK,1 : Hd

c (YK ,LK(Dλ)) → D+
λ

CL+
F .

Pour chaque x ∈ Cl+F on définit

µx =
∑
y→x

(νy)∗ ∈ D+((OF ⊗ Zp)∗, L),

ici {y → x} est l’ensemble des y ∈ Cl+F (p) tels que leur image dans Cl+F est x, et (νy)∗
est l’image de νy à travers le morphisme canonique D+

λ → D+((OF ⊗Zp)∗, L). Finalement
soit µΦ ∈ D(Galp, L) la distribution correspondante à (µx)x∈CL+

F
∈ D+((OF ⊗Zp)∗, L)CL+

F

à travers l’isomorphisme à la fin de 3.4.2. Alors :

µΦ : A(Galp, L)→ L , f →
∑

y∈Cl+F

µ∗Φ,y(fy) (5.8)

où fy ∈ A+((OF ⊗ Zp)∗, L) est définie dans (3.6).
On peut résumer notre construction par :

Hd
c (YK ,LK(Dλ))

evK,1 // D+
λ

CL+
F (p) pr0 // D+((OF ⊗ Zp)∗, L)CL+

F

∼ // D(Galp, L).
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5.3.2 Propriétés de µΦ

Soient L/Qp et L′/L extensions finies. Soient λ : T (Zp) → L∗ un poids arithmétique
et critique et K ⊂ G(Af ) un sous groupe ouvert compact comme dans 5.3.
La restriction naturelle Dλ(L′) → Dλ(L) nous fournit un morphisme au niveau de la
cohomologie :

Hd
c (YK ,LK(Dλ(L′)))→ Hd

c (YK ,LK(Dλ(L))).
Soit Φ ∈ Hd

c (YK ,LK(Dλ(L′))) et on note par ΦL ∈ Hd
c (YK ,LK(Dλ(L))) son image. Soient

µΦ et µΦL les distributions construites dans 5.3.1, alors on a :

Proposition 5.3. µΦ |A(Galp,L)= µΦL .

Preuve : Il suffit de démontrer que l’image de evK,1(Φ) à travers le morphisme de
restriction D+

λ (OF ⊗ Zp, L′)CL+
F → D+

λ (OF ⊗ Zp, L)CL+
F est evK,1(ΦL). Cela est une con-

séquence du diagramme commutatif suivant où les colonnes sont par définition evK,1 :

Hd
c (YK ,LK(Dλ(L′))) //

��

Hd
c (YK ,LK(Dλ(L)))

��
Hd
c (X1,Fn,L′) //

��

Hd
c (X1,Fn,L)

��
Hd
c (X1,L1(Dλ(L′))) //

��

Hd
c (X1,L1(Dλ(L)))

��

Hd
c (F+

∞/E(1),D+
λ (OF ⊗ Zp, L′))CL+

F (p) //

��

Hd
c (F+

∞/E(1),D+
λ (OF ⊗ Zp, L))CL+

F (p)

��

D+
λ (L′)CL+

F (p) // D+
λ (L)CL+

F (p)

5.4 Admissibilité
Soit L/Qp une extension finie et λ : T (Zp)→ O∗L un morphisme continu. On fixe K un

sous-groupe compact et ouvert net de G(Af ) tel que son image dans G(Qp) est contenue
dans I et {( u v0 1 )|u ∈ Ô∗F , v ∈ ÔF } ⊂ K.

Lemme 5.4. On suppose que Cl+F = {1}. Soit Φ ∈ Hd
c (YK ,L(Dλ(L))) et pour chaque n ≥

1 on écrit evK,n(Φ) = (νy)y∈Cl+F (pn). Alors il existe C = C(Φ) > 0 dépendant seulement
de Φ tel que pour chaque n ∈ N et y ∈ Cl+F (pn) on a ‖νy‖n ≤ C.
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Preuve : La preuve de ce lemme est donnée dans 5.5.4

Maintenant on suppose que λ est un poids arithmétique et critique. Sous la condition
Cl+F = {1} on démontre que la distribution construite a partir d’une classe qui est un
vecteur propre (avec valeur propre non zero) de l’opérateur U sur

p , est admissible. La con-
dition Cl+F = {1} est nécessaire dans le lemme, mais on pense qu’on pourrait enlever cette
condition.

Proposition 5.5. On suppose que Cl+F = {1}. Soit Φ ∈ Hd
c (YK ,LK(Dλ(L))) tel que

U sur
p (Φ) = αΦ avec α ∈ L∗ et soit h = vp(α) alors µΦ est une distribution h-admissible

(avec la définition d’admissibilité dans 3.1.2).

Preuve : Soit n ∈ N et on écrit evK,n(Φ) = (νy)y∈Cl+F (pn) où evK,n est l’évaluation
définie dans 5.2.2. Alors si on utilise le lemme 5.2 n-fois on obtient la formule :

µΦ = α−n
∑

y∈Cl+F (pn)

(νy)∗.

Soit C(λ) > 0 la constante dépendant seulement de λ obtenue par le lemme 5.1, alors on
a :

‖ µΦ ‖n≤ phnmax{‖(νy)∗‖n | y ∈ Cl+F (pn)} ≤ phnC(λ)max{‖νy‖n | y ∈ Cl+F (pn).}

Soit C(Φ) > 0 la constante, dépendant seulement de la classe Φ, obtenue d’après le lemme
5.4 alors on déduit que pour chaque n ≥ 1 on a ‖ µΦ ‖n≤ C(λ)C(Φ)pnh et donc µΦ est
h-admissible.

5.5 Cycles et évaluations II
Dans cette section on donne la preuve du lemme 5.4 voir specifiquement la fin de la

sous section 5.5.3.

5.5.1 Cycles classiques.

Soient f ∈ F et E un sous groupe d’indice fini des unités totalement positifs. Soit
Γ ⊂ GL2(F ) un sous groupe arithmétique tel que

(
e (1−e)f
0 1

)
∈ Γ pour tout e ∈ E. Par

hypothèse le morphisme y → f + iy induit :

cf : E\F+
∞ → Γ\HF .

Remarque 1) cf est une généralisation de l’image dans la courbe modulaire de la
droite qui joint f et ∞. C’est pour cela qu’on les appelle cycles classiques.
2) Si f, f ′ ∈ F sont tels que

(
1 (f−f ′)
0 1

)
∈ Γ alors cf = cf ′ .

Lemme 5.6. i) On suppose que Cl+F = 1. Alors l’association OF → ÔF donné par
b→ ub avec ub égale à 1 en tous les nombres premiers différents de p et b en p, induit un
isomorphisme : (

OF
pnOF

)∗
E(1)

∼ // Ô∗F
U(pn)E(1)

∼ // Cl+F (pn)
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ii) On fixe un ensemble, Sn ⊂ OF , de représentants de

(
OF
pnOF

)∗
E(1) . Soit K un sous-groupe

compact et ouvert de G(Af ) tel que {( u v0 1 )|u ∈ Ô∗F , v ∈ ÔF } ⊂ K. On note ΓK = G(Q) ∩
G+
∞K. Alors on a le suivant diagramme commutatif :

⊔
b∈Sn E(pn) \ F+

∞

∼

��

tbc−b\pn // ΓK \HF

∼

��
Xn

CK,n // YK

preuve : La partie i) est claire. Pour ii) remarquer que l’image de [r] ∈ E(pn)\F+
∞ dans

la composante connexe de Xn associé a b est [rub] et on a Cn([rub]) = [( rub bp−n1p
0 1 )] =

[( r −bp−n0 1 )], la dernière égalité provient de l’identité :(
rub bp

−n1p
0 1

)
=
(

1 bp−n
0 1

) (
r −bp−n
0 1

) (
ub bp

−n(1p−1)
0 1

)
D’autre part c−b\pn([r]) = [− b

pn + ir] = [( r −bp−n0 1 )i] et finalement son image dans YK est
donc Cn([rub])

5.5.2 Évaluations II

On définit les évaluations analogues à celles définies dans 5.2.2 en utilisant les cycles
classiques à la place des cycles automorphes.
Comme avant soient f ∈ F , E un sous groupe d’indice fini des unités totalement positifs
et Γ ⊂ GL2(F ) un sous groupe arithmétique tel que

(
e (1−e)f
0 1

)
∈ Γ pour tout e ∈ E. On

fixe une décomposition f = ab−1 avec a, b ∈ OF −{0}. On suppose de plus que l’image de
Γ dans G(Qp) est contenue dans Λ−1

p , alors on peut considérer l’espace des distributions
Dλ comme un Γ-module à droite. En suivant les étapes de 5.2.2 on définit une évaluation
sur Hd

c (Γ \HF ,L(Dλ)) :
– D’abord on considère le morphisme :

Hd
c (Γ \HF ,L(Dλ))

c∗f // Hd
c (E \ F+

∞, c
∗
fL(Dλ)) .

On peut vérifier que c∗fL(Dλ) est le faisceau associé au système local défini par
E \ (F+

∞ ×Dλ) avec action e(y, µ) = (ey, µ ∗ ( e−1 f(1−e−1)
0 1 )).

– Observer que :

( 1 a
0 b ) = ( 1 0

0 b )( 1 a
0 1 ) et ( e f(1−e)

0 1 )( 1 a
0 b ) = ( 1 a

0 b )( e 0
0 1 ),

pour tout e ∈ E. Alors on déduit que ( 1 a
0 b ) ∈ Λ−1

p et le morphisme F+
∞ ×Dλ(L) →

F+
∞ × Dλ(L) donné par (y, µ) → (y, µ ∗ ( 1 a

0 b )) définit un morphisme de faisceaux
c∗fL(Dλ)→ L(Dλ) et donc sur la cohomologie :

Hd
c (E \ F+

∞, c
∗
fL(Dλ))

∗( 1 a
0 b

)
//// Hd

c (E \ F+
∞,L(Dλ)).

Ici naturellement L(Dλ) est le faisceau sur E \ F+
∞ défini par l’action de E sur

F+
∞ ×Dλ(L) à travers e(y, µ) = (ey, µ ∗ ( e−1 0

0 1 )).



56 Chapitre 5. Construction de la distribution et admissibilité

– Finalement en composant avec Hd
c (E \ F+

∞,L(Dλ) → Hd
c (E \ F+

∞,D+
λ ) ' D+

λ on
obtient un morphisme :

evΓ,f : Hc(Γ \HF ,L(Dλ))→ D+
λ .

On note Afλ(L) = Afλ le sous espace de Aλ(L) des fonctions g tels que ( e−1 f(1−e−1)
0 1 ) ∗

g = g pour tout e ∈ E. Cet espace est un Fréchet et on note Dfλ(L) = Dfλ son dual
topologique de Afλ. Observer que le morphisme A+

λ → A
f
λ : g → ( 1 a

0 b ) ∗ g, est bien défini
et continu et donc induit un morphisme Dfλ → D

+
λ .

Remarque : Soient a′, a ∈ OF avec la même image dans

(
OF
pnOF

)∗
E(1) alors il n’est pas

compliqué de vérifier qu’on a un isomorphisme d’espaces topologiques entre Dap
−n

λ (L) et
Da
′p−n

λ (L) et en plus un triangle commutatif :

Dap
−n

λ (L)

∼

��

// D+
λ (L)

Da
′p−n

λ (L)

;;wwwwwwwwwwwwwwwwwww

En particulier l’image de Dap
−n

λ (L) → D+
λ (L) dépend seulement de la classe de a dans(

OF
pnOF

)∗
E(1) .

Par définition le morphisme de restriction Dλ → Dfλ induit un morphisme sur la
cohomologie

Hd
c (E \ F+

∞, c
∗
fL(Dλ))→ Hd

c (E \ F+
∞,D

f
λ) ' Dfλ.

Alors presque par définition on a :

Lemme 5.7. Le suivant diagramme est commutatif :

evΓ,f : Hd
c (Γ \HF ,L(Dλ))

c∗f // Hd
c (E \ F+

∞, c
∗
fL(Dλ)) //

��

D+
λ

Dfλ

∗( 1 a
0 b

)

99ssssssssssssssssssssssss

5.5.3 OL-modules

On se concentre dans la première étape de l’évaluation définie dans 5.5.2 et on démontre
le suivant résultat qui sera très utile pour démontrer le lemme 5.4 :

Lemme 5.8. Soit λ un poids avec valeurs dans OL et on fixe Γ ⊂ G(Q) un sous groupe
arithmétique tel que son image dans G(Qp) est contenue dans Λ−1

p . On fixe une classe
Φ ∈ Hd

c (Γ \HF ,L(Dλ(L))) alors il existe C(Φ) > 0 dépendant seulement de Φ tel que :
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– si (f,E) est une paire qui satisfait les conditions de 5.5.2 et si on note νfΦ est l’image
de Φ par le morphisme Hd

c (Γ \ HF ,L(Dλ(L))) → Dfλ(L) (défini à la fin de 5.5.2)
alors on a :

‖ νfΦ ‖0≤ C(Φ).

Pour démontrer ce lemme on considère certains espaces de distributions qui sont en
fait des espaces de Banach et ensuite OL-réseaux dans ces espaces.
Soit m0 ∈ N comme dans le lemme 3.2.5 de [Urb11] et considérer le L-espace de Banach
Dλ,m0(L), le dual topologique de Aλ,m0(L), ce dernier espace sont les fonctions qui sont
analytiques sur les boules de rayon p−m0 de OF ⊗ Zp (voir 3.1). D’après le choix de m0
alors le semi-groupe Λ−1

p laisse invariant Aλ,m0(L) et on obtient une action à droite sur
Dλ,m0(L). Le morphisme canonique Dλ(L) → Dλ,m0(L) induit un morphisme pour la
cohomologie :

Hd
c (Γ \HF ,L(Dλ(L)))→ Hc(Γ \HF ,L(Dλ,m0(L))).

Soient E et f comme dans 5.5.2 par rapport à Γ. On note :

Afλ,m0
(L) = Af (L) ∩ Aλ,m0(L) , Dfλ,m0

(L) = Afλ,m0
(L)∗.

Maintenant on introduit OL-réseaux dans Dλ,m0(L) et Dfλ,m0
(L). D’abord soit Aλ,m0(OL)

le OL-module des fonctions f ∈ Aλ,m0(L) à valeurs dans OL, on munit Aλ,m0(OL) de la
topologie induite et on note Dλ,m0(OL) son OL-dual topologique. Finalement on définit :

Afλ,m0
(OL) = Af (L) ∩ Aλ,m0(OL) , Dfλ,m0

(OL) = Afλ,m0
(OL)∗.

Observer que comme λ est à valeurs dans O∗L alors l’action de Λ−1
p sur Dλ,m0(L) laisse

invariant le réseau Dλ,m0(OL) et donc on a une inclusion :

Hc(Γ \HF ,L(Dλ,m0(OL))) inc // Hc(Γ \HF ,L(Dλ,m0(L))).

On peut résumer ces constructions dans le diagramme commutatif suivant :

Hc(Γ \HF ,L(Dλ(L)))
c∗f //

��

Hd
c (E \ F+

∞, c
∗
fL(Dλ(L))) //

��

Dfλ(L)

��
Hc(Γ \HF ,L(Dλ,m0(L)))

c∗f // Hd
c (E \ F+

∞, c
∗
fL(Dλ,m0(L))) // Dfλ,m0

(L)

Hc(Γ \HF ,L(Dλ,m0(OL)))
c∗f //

inc

OO

Hd
c (E \ F+

∞, c
∗
fL(Dλ,m0(OL))) //

inc

OO

Dfλ,m0
(OL)

inc

OO

Preuve du lemme 5.8 : Comme Dλ,m0(L) est un espace de Banach alors il existe
β ∈ L∗ tel que l’image de βΦ à travers le morphisme Hd

c (Γ \ HF ,L(Dλ(L))) → Hc(Γ \
HF ,L(Dλ,m0(L))) est contenue en fait dansHc(Γ\HF ,L(Dλ,m0(OL))). On appelle C(Φ) =|
β |−1

p , observer que cette constante dépend seulement de Φ.
Maintenant soient E et f comme dans 5.5.2 par rapport à Γ. Soit νfΦ l’image de Φ par
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le morphisme Hd
c (Γ \ HF ,L(Dλ(L))) → Dfλ(L). Observer que le choix de β et le dernier

diagramme commutatif qu’on a énoncé impliquent que l’image de νfβΦ à travers le mor-
phisme Dfλ(L)→ Dfλ,m0

(L) est en fait contenue dans Dfλ,m0
(OL) alors ‖ νfβΦ ‖m0≤ 1. Alors

on déduit que :
‖νfΦ‖0 ≤ ‖ν

f
Φ‖m0 = C(Φ)‖νfβΦ‖m0 ≤ C(Φ).

5.5.4 Comparaison.

On compare les évaluations définies en termes adéliques avec les évaluations définies
en termes classiques et on démontre le lemme 5.4. Par simplicité on suppose Cl+F = 1 dans
cette comparaison mais on croit que le cas général peut être traité de la même manière.
Conséquemment nos résultats sont valables seulement dans le cas Cl+F = 1.
Soit K un sous-groupe compact et ouvert de G(Af ) qui est net, tel que son image dans
G(Qp) est contenue dans Λp et on suppose en plus que {( u v0 1 )|u ∈ Ô∗F , v ∈ ÔF } ⊂ K.
On note ΓK = G(Q) ∩ G+

∞K alors d’après la condition sur le nombre de classes on a
un isomorphisme de variétés : YK ≈ ΓK \ HF . Soit L un corps p-adique et λ un poids
arithmétique et critique.

Lemme 5.9. Soit Φ ∈ Hd
c (YK ,L(Dλ(L))) une classe fixée. Pour n ≥ 1 on écrit evK,n(Φ) =

(νy,Φ)y∈Cl+F (pn). D’autre part on fixe un ensemble Sn ⊂ OF qui représente Cl+F (pn) ≈(
OF
pnOF

)∗
E(1) (avec l’isomorphisme de 5.6), et pour chaque a ∈ Sn soit ν−ap

−n

Φ l’image de Φ
à travers Hd

c (YK ,L(Dλ(L))) → D−ap
−n

λ (L) (morphisme considéré dans 5.5.2). Si a ∈ Sn
correspond à x ∈ Cl+F (pn) alors on a :

νy,Φ = ν−ap
−n

Φ ∗ ( 1 −a
0 pn ).

Preuve : D’abord observer que d’après le lemme 5.6 on a Cn = ta∈Snc−ap−n alors on
a le diagramme commutatif suivant où la première colonne est par définition evK,n et la
deuxième est ⊕a∈SnevΓK ,−ap−n :

Hd
c (YK ,L(Dλ))

C∗n

��

∼ // Hd
c (ΓK \HF ,L(Dλ))

⊕a∈Snc∗−ap−n

��

Hd
c (Xn, C

∗
nL(Dλ))

∗( 1 −1
0 pn )

��

∼ // ⊕a∈SnHd
c (E(pn) \ F+

∞, c
∗
−ap−nL(Dλ))

∗( 1 −a
0 pn )

��

Hd
c (Xn,Ln(Dλ))

��

∼ // Hd
c (E(pn) \ F+

∞,Ln(Dλ))Cl+F (pn)

uulllllllllllllllllllllllllllllll

DCl+F (pn)
λ
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Finalement le lemme 5.7 nous permet de déduire le résultat.

Maintenant on peut donner la :

Preuve du lemme 5.4 : Est une conséquence des lemmes 5.8 et 5.9. En fait soit Φ ∈
Hd
c (YK ,L(Dλ)) et soit C(Φ) > 0 la constante obtenue du lemme 5.8. Soit n ≥ 1 et on

note evK,n(Φ) = (νx)x∈Cl+F (pn) ∈ D
+
λ (L)Cl+F (pn). Soit Sn comme dans le lemme 5.9. Si

x ∈ Cl+F (pn) alors soit a ∈ Sn le représentant correspondant à x, alors on a :

‖ νx ‖n=‖ ν−ap
−n

Φ ∗ ( 1 −a
0 pn ) ‖n≤‖ ν−ap

−n

Φ ‖0≤ C(Φ),

observer que l’égalité est due au lemme 5.8 et la première inégalité au lemme 5.9.





Chapitre 6

Formes modulaires de Hilbert,
cohomologie et représentations
automorphes

6.1 Formes modulaires de Hilbert

6.1.1 Définitions

D’abord quelques notations : soit t = (1)σ∈ΣF ∈ ZΣF et si n = (nσ)σ∈ΣF ∈ ZΣF et
x = (xσ)σ∈ΣF ∈ F∞ on note xn =

∏
σ∈ΣF x

nσ
σ .

Soit c =
∏

p p
n(p) un idéal entier de F et on considère les sous groupes ouverts et compacts

de G(Af ) :
K0(c) := {( a bc d ) ∈ G(Ẑ)|cp ∈ pn(p)OFp , ∀p | c},

K1(c) := {( a bc d ) ∈ K0(c)|dp − 1 ∈ pn(p)OFp , ∀p | c}.

Pour θ = (θσ)σ∈ΣF on note :

u(θ) =
(

cos(2πθσ) sen(2πθσ)
−sen(2πθσ) cos(2πθσ)

)
σ∈ΣF

alors tous les éléments de K+
∞ = SO2(F∞) peuvent être écrits de cette façon.

On fixe k = (kσ)σ∈ΣF ∈ ZΣF et r ∈ Z tels que kσ > 2 et kσ ≡ r mod 2 pour tout σ ∈ ΣF ,
et soit J ⊂ ΣF alors :

Définition 6.1. Une forme de Hilbert cuspidale de poids (k, r), niveau K1(c) et type J
est une fonction f : G(A)→ C tel que :

– f(γgk) = f(g) pour γ ∈ G(Q), g ∈ G(A) et k ∈ K1(c) ;
– f(gy∞u(θ)) = y−rt∞ exp(2πi(

∑
σ∈J kσθσ−

∑
σ∈ΣF−J kσθσ))f(g), pour y∞u(θ) ∈ F ∗∞K+

∞
et g ∈ G(A) ;

– On fixe g ∈ G(Af ). Alors la dernière condition nous permet de définir la fonction
fg : HF → C par fg(z) = det(u∞)

rt−k
2 jJ(u∞, z0)kf(gu∞) où u∞ ∈ G+

∞ est tel que
u∞(z0) = z avec z0 = (i)σ∈ΣF . On demande que fg soit holomorphe en la variable
zσ pour σ ∈ ΣF et antiholomorphe si σ ∈ ΣF − J ;

– Pour g ∈ G(A) on a
∫
AF /F f(( 1 x

0 1 )g)dx = 0, pour chaque mesure de Haar additive.

Notation : On note S(k,r),J(K1(c)) l’espace des formes de Hilbert comme dans la déf-
inition. Dans la notation de [Hid88] correspond à l’espace S(k,w),J(K1(c),C) avec (k,w) =
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(k, k−rt
2 ). Pour J = ΣF on écrit simplement S(k,r)(K1(c)).

On peut décrire l’espace de formes de Hilbert en termes plus classiques. On définit
l’analogue des formes modulaires classiques dans notre contexte :

Définition 6.2. Soit Γ ⊂ G(Q) un sous groupe arithmétique et discret. Une forme cusp-
idale par rapport à Γ de poids (k,w) et type J est une fonction f : HF → C tel que :

– f(γ(z)) = det(γ)
rt−k

2 jJ(γ, z)kf(z) ;
– f est holomorphe en la variable zσ pour σ ∈ ΣF et antiholomorphe si σ ∈ ΣF − J ;
– f est nulle dans les cuspides.

On note S(k,r),J(Γ) l’espace de ces formes. Maintenant on compare ces formes avec
les formes adéliques. On choisit un ensemble {ax} de représentantes de Cl+F dans A∗F,f .
Pour chaque x on note gx = ( ax 0

0 1 ) et Γx
1 (n) = G(Q) ∩ G+

∞gxK1(n)g−1
x . Alors on a un

isomorphisme de C-espaces vectoriels :

S(k,r),J(K1(n))→
⊕

x∈Cl+F

S(k,r),J(Γx
1 (n)), f → (fgx)x∈Cl+F

.

Soit ψ un caractère de Hecke de F tel que ψ∞(x) = x−rt pour tout x ∈ F ∗∞ et de
conducteur divisant l’idéal c. Alors on définit :

S(k,r),J(c, ψ) = {f ∈ S(k,r),J(K1(c))|f(gz) = ψ(z)f(g), g ∈ G(A), z ∈ A∗F .}

Remarque : 1)On étend le caractère de Hecke ψ à K0(c) par ψ
(
a b
c d

)
= ψ(dc), où dc

est l’image dans
∏

p|cO∗Fp
de d, et

∏
pO∗Fp

est vu dans Ô∗F de la façon canonique. On peut
voir que si f ∈ S(k,r),J(c, ψ) alors f(gk) = ψ(k)f(g) pour tout k ∈ K0(c). Alors on voit
que dans la notation de [Hid94] S(k,r),J(c, ψ) est l’espace S(n,v),J(c, ψ) avec n = k− 2t et
v = ( r−(kσ−2)

2 )σ∈ΣF .
2) On a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

S(k,r),J(K1(n)) =
⊕
ψ

S(k,r),J(c, ψ),

ici ψ parcourt les caractères de Hecke de F tels que ψ∞(x) = x−rt pour tout x ∈ F ∗∞ et
de conducteur divisant l’idéal c. Observer qu’il existe un nombre fini de tels caractères et
donc la somme directe à droite est finie.

6.1.2 Coefficients de Fourier

Maintenant on décrit le développement de Fourier d’une forme de Hilbert, voir section
6 dans [Hid94].
Soit eF := eQ ◦ TrF/Q : AF /F → C∗ où TrF/Q est la trace et le caractère additif eQ est
complètement défini par les conditions eQ(x) = exp(2πix) pour x ∈ R, ker(eQ |Ql) = Zl
pour chaque premier l et eQ(q) = 1 pour chaque q ∈ Q. Si on note d la différente de F
alors on vérifie que pour chaque place finie p de F on a ker(eF |Fp) = pdpOFp où dp est la
puissance de p dans la factorisation de d.
On définit la fonction de Whittaker W(k,r) : F ∗∞ → R par W(k,r)(x) =| x |

k−2t−rt
2

exp(−2π
∑
σ∈ΣF | xσ |) , où | x |= (| xσ |)σ∈ΣF ∈ F+

∞. Alors pour chaque f ∈ S(k,r),J(c, ψ)
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il existe une fonction a(•, f) définie sur le groupe des idéaux fractionnaires de F vers C
tel que s’annule en dehors des idéaux entiers et pour chaque y ∈ A∗F et x ∈ AF on a :

f ( y x0 1 ) =| y |
∑

b∈F ∗,[b]=J
a(byd, f)W(k,r)(by∞)eF (bx),

ici [b] = {σ ∈ ΣF | σ(b) > 0}.

6.1.3 Opérateurs de Hecke

Les symboles c,k, r et ψ sont comme au-dessus. On écrit c =
∏

p p
n(p) et on définit un

semi groupe dans G(Af ) par :

R1(c) = G(Af ) ∩ {( a bc d ) ∈M2(ÔF ) | dp − 1, cp ∈ pn(p)OFp , ∀p | c}

On définit les opérateurs de Hecke sur S(k,r),J(K1(c)). Soit x ∈ R1(c) et on considère
une décompositionK1(c)xK1(c) = tqxqK1(c) et on définit [K1(c)xK1(c)] : S(k,r),J(K1(c))→
S(k,r),J(K1(c)) par

f | [K1(c)xK1(c)](g) =
∑
q

f(gxq),

observer que cette définition ne dépend pas de la décomposition fixée. Alors on obtient
une action sur S(k,r),J(K1(c)) de l’anneau de Hecke abstrait du couple (R1(c),K1(c)), en
particulier pour chaque idéal entier de F , n, on a l’opérateur de Hecke Tn sur S(k,r),J(K1(c))
(voir page 309 dans [Hid88]). Comme d’habitude pour chaque idéal premier q qui divise
c on écrit Uq à la place de Tq. Pour chaque anneau A l’algèbre de Hecke h(k,r)(c;A) est
définie comme la sous A-algèbre de EndC(S(k,r),J(K1(c))) engendrée par les opérateurs de
Hecke Tn et Uq. Observer que d’après le théorème 2.2 dans [Hid88] cette algèbre ne dépend
pas de J ce qui justifie la notation.
On peut définir aussi une action des signes {±1}ΣF sur les formes de Hilbert. Soit ε =
(εσ)σ∈ΣF ∈ {±1}ΣF et on note uε = (( εσ 0

0 1 ))σ∈ΣF , et pour J ⊂ ΣF on note Jε = {σ ∈
ΣF | σ ∈ J et εσ = 1, σ ∈ ΣF − J et εσ = −1}. Alors on a un opérateur :

ε : S(k,r),J(K1(c))→ S(k,r),Jε(K1(c)), f → (g → ε
k−rt

2 f(guε)).

Il est évident que ces opérateurs nous donnent les opérateurs ε : S(k,r),J(c, ψ)→ S(k,r),Jε(c, ψ).

Soit ψ un caractère de Hecke de F comme avant ; c’est a dire de conducteur divisant c
et ψ(z∞) = z−rt∞ pour z∞ ∈ F ∗∞. Alors on peut vérifier que l’algèbre de Hecke h(k,r)(c;C)
laisse invariant l’espace de formes de Hilbert S(k,r),J(c, ψ).
On remarque la profonde relation entre les opérateurs de Hecke et les coefficients de
Fourier : soit f ∈ S(k,r),J(c, ψ) un vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke Tn, Uq

et en plus a(OF , f) = 1 (on dit que f est une forme propre normalisée) alors les valeurs
propres de f par rapport aux opérateurs de Hecke sont les coefficients de Fourier : cela
veut dire qu’on a f | Tn = a(n, f)f et f | Uq = a(q, f)f .(Voir proposition 6.2 dans [Hid94])
Supposons p | c et on note U0

p := p
k−2t+rt

2 Up (ici Up veut dire UpOF ). Soit f ∈ S(k,r),J(K1(c))
une forme propre normalisée alors on sait que ses valeurs propres sont dans Q. Alors :

Définition 6.3. On dit que f est ordinaire en p si l’image dans Qp (à travers incp) de la
valeur propre de f par rapport à U0

p est une unité p-adique.
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6.2 Formes de Hilbert et cohomologie
Dans cette section on décrit le passage entre les formes de Hilbert et la cohomologie

des variétés de Hilbert. On suit [Hid94].

6.2.1 Opérateurs de Hecke sur la cohomologie encore une fois

Soient k, r ∈ Z et c comme dans la définition des formes de Hilbert (6.1.1). On note
Y1(c) la variété de Hilbert de Niveau K1(c) (voir 1.3.1). Maintenant on décrit les faisceaux
qu’on utilise, ces faisceaux proviennent des représentations algébriques de G. Soit k ⊂ C
un corps contenant la clôture normale de F alors on note Pk,r(k) le G(k) ∼= GL2(k)ΣF -
module à droite Symk−2t(k) ⊗ det−

k−2t+rt
2 avec les notations de 1.2. Alors on considère

le faisceau L(Pk,r(k)) sur Y1(c) défini dans 1.4.1.
Remarque : Si on note λ = λ(k,r) le caractère algébrique correspondant à

(k− 2t− rt
2 ,−k− 2t + rt

2 )

(voir (1.1)) alors d’après les considérations dans 1.2 on a un isomorphisme de k-espaces
vectoriels équivariant par rapport à l’action à droite de G(k) : Vλ(k)∨ ∼= Pk,r(k).

Soit x ∈ R1(c) alors d’après 1.5.2 on peut définir l’opérateur :

[K1(c)xK1(c)] : H•? (Y1(c),L(Pk,r(k)))→ H•? (Y1(c),L(Pk,r(k))),

pour ? = ∅, c, !. Alors on obtient une action de l’anneau de Hecke abstrait du couple
(R1(c),K1(c)), en particulièr on a les opérateurs Tn et Uq sur la cohomologie. D’autre part
on peut aussi définir une action des signes {±1}ΣF sur la cohomologie.

Maintenant soit ψ un caractère de Hecke comme dans 6.1.1, on note ψ0 := ψ |Ô∗F et
Y0(c) la variété de Hilbert de Niveau K0(c) (voir 1.3.1). Dans ce cas on considère le faisceau
L(Pk,r(k), ψ0) sur Y0(c) défini dans le cas 3 de 1.4.1. Encore une fois on obtient une action
des opérateurs T (n) et Uq sur les groupes de cohomologie H•? (Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)) pour
? = ∅, c, ! (voir cas d) dans 1.5.2).

Observer qu’on a une décomposition équivariant par rapport à l’action des opérateurs
de Hecke et de {±1}ΣF :

H•? (Y1(c),L(Pk,r(k))) =
⊕
ψ0

H•? (Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)),

ici ψ0 : Ô∗F → C∗ parcourt les caractères de conducteur divisant c.

6.2.2 Cohomologie cuspidal

Les groupes de cohomologieH•? (Y1(c),L(Pk,r(C))) pour ? = ∅, c, ! sont définis en termes
topologiques. Il existe un sous groupe de H•(Y1(c),L(Pk,r(C))) défini en termes purement
analytiques, cet espace est la cohomologie cuspidale H•cusp(Y1(c),L(Pk,r(C))). Cet espace
nous permet d’étudier la cohomologie parabolique parce qu’on aH•cusp(Y1(c),L(Pk,r(C))) ⊂
H•! (Y1(c),L(Pk,r(C))) et en fait cette inclusion est une égalité si k > 2t (voir 3.2 dans
[Har87]). D’autre part les opérateurs de Hecke et {±1}ΣF laissent stable la cohomologie
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cuspidale.
Le théorème suivant est une conséquence des travaux de Harder et Matsushima-Shimura
et est explicité par Hida, voir par exemple [Hid94] :

Proposition 6.4. Il existe un isomorphisme de C-espaces vectoriels équivariant par rap-
port aux actions des opérateurs de Hecke et de {±1}ΣF :

δ :
⊕
J

S(k,r),J(K1(c))→ Hd
cusp(Y1(c),L(Pk,r(C))),

ici J parcourt les sous ensembles de ΣF .

Preuve : On va donner un aperçu de la construction en suivant [Hid94]. La construction
est décrite en passant à la cohomologie cuspidale des composantes connexes. Pour cela on
commence avec une définition :

Définition 6.5. Soit Γ ⊂ Sl2(F∞) un sous-groupe arithmétique, k ∈ ZΣF et J ⊂ ΣF . On
note Sk,J(Γ) l’espace des fonctions f : Sl2(F∞)→ C tels que :

– f(γg) = f(g) pour γ ∈ Γ et g ∈ Sl2(F∞) ;
– Dσf = (( (kσ−2)2

2 ) + kσ − 2)f ;
– f(gu(θ)) = exp(2πi(

∑
σ∈J kσθσ −

∑
σ∈ΣF−J kσθσ))f(g) pour tout θ et g ;

–
∫
δ−1Γδ∩M\M f(δmg)dm = 0 pour tout g ∈ Sl2(F∞) et δ ∈ Sl2(F ). IciM = {( 1 0

x 1 ), x ∈
F∞} et dm la mesure de Lebesgue de F∞ considéré sur M .

Lemme 6.6. On a un isomorphisme :

δ :
⊕
J⊂ΣF

Sk,J(Γ)→ Hd
cusp(Γ, Pk,r(C)).

Preuve : On se borne a donner la formule. Soit f ∈ Sk,J(Γ) alors on définit une d-forme
différentielle sur HF avec valeurs dans Pk,r(C) comme suit. Pour chaque z ∈ HF on choisit
g = ( a bc d ) ∈ Sl2(F∞) tel que g(z0) = z avec z0 = (i)σ∈ΣF et on définit :

δ(f)(z) = jJ(g, z0)2tf(g)ΨJ,k(dX − bY,−cX + aY )dzJ

= jJ(g, z0)kf(g)
∏

σ∈ΣF−J
(Xσ − zσYσ)kσ−2 ∏

σ∈J
(−Xσ + zσYσ)kσ−2,

ici dzJ =
∧
σ∈J dzσ ∧

∧
σ∈ΣF−J dzσ, ΨJ,k(X,Y ) =

∏
σ∈J(−Xσ + iYσ)kσ−2∏

σ∈ΣF−J(Xσ +
iYσ)kσ−2 et jJ(g, z0) = ((cσ + idσ)σ∈J , (cσ− idσ)σ∈ΣF−J). On peut vérifier que cette défini-
tion ne dépend pas du choix de g et qu’en fait δ(f) est une d-forme différentielle harmonique
et cuspidale sur Γ \HF . Voir détails dans [Hid94]
Maintenant soit f ∈ S(k,r),J(c, ψ) alors pour chaque x ∈ Cl+F soit fx : Sl2(F∞)→ C définie
par fx(g) = f(gxg). Alors fx ∈ Sk,J(Γx) où Γx est le noyau de ψ sur Sl2(F ) ∩ gxK0(c)g−1

x .
Alors on considère la classe de cohomologie

∑
x∈Cl+F

δ(fx) ∈ Hd
cusp(Y0(c),L(Pk,r(C), ψ0)).

On déduit le résultat d’après la décomposition des espaces de cohomologie et de formes
de Hilbert (voir 6.2.1 et 6.1.1).

Soit k ⊂ C contenant la clôture normale de F alors on définit :

Hd
cusp(Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)) := Hd

cusp(Y0(c),L(Pk,r(C), ψ0)) ∩Hd(Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)).

Comme les opérateurs de Hecke et {±1}ΣF laissent invariant Hd
cusp(Y0(c),L(Vλ(C)∨, ψ0))

alors on obtient une action aussi sur Hd
cusp(Y0(c),L(Vλ(k)∨, ψ0)).
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Soit ψ un caractère de Hecke comme dans 6.1.1. Si f ∈ S(k,r),J(c, ψ) est une forme propre
normalisée et ε ∈ {±1}ΣF un signe alors on note pour k assez grand :

Hd
cusp(Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0))[ε, f ],

l’ensemble des classes φ ∈ Hd
cusp(Y0(c),L(Pk,r(C), ψ0)) qui sont est un vecteur propre pour

les opérateurs de Hecke avec les mêmes valeurs propres que f et c | φ = ε(c)φ pour tout
c ∈ {±1}ΣF . Observer qu’ici on voit naturellement ε comme un caractère de {±1}ΣF .
Alors on sait que Hd

cusp(Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0))[ε, f ] est un k-espace vectoriel de dimension
1 (voir section 8 de [Hid94]).
Soit ιk : Hd

c (Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)) → Hd(Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)) le morphisme canonique
alors comme on a déjà remarqué on a Hd

cusp(Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)) ⊂ image(ιk) et d’autre
part on peut voir qu’il existe une section pour ιk ; ça veut dire une fonction

ξk : image(ιk)→ Hd
c (Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)),

tel que ιk ◦ ξk = id (voir section 5 dans [Hid94]). Alors on peut considérer la cohomologie
cuspidale contenue dans la cohomologie à support compact.

6.2.3 Périodes

Le but dans cette partie est de définir les périodes des formes de Hilbert. En plus on
associe à une forme de Hilbert et un signe une classe dans la cohomologie de la variété
Hilbert à support compact avec des coefficients p-adiques.

Soit f ∈ S(k,r)(c, ψ) une forme propre et normalisée. On fixe un corps de nombres
k ⊂ C contenant la clôture normale de F , les valeurs de ψ0 et les coefficients de Fourier de
f . Soit ε ∈ {±1}ΣF alors comme on a remarqué dans la dernière sous section les espaces
vectoriels

Hd
cusp(Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)))[ε, f ] et Hd

cusp(Y0(c),L(Pk,r(C), ψ0))[ε, f ]

sont de dimension 1 (sur k et C respectivement). Soit :

δε(f) =
∑

c∈{±1}ΣF
ε(c)(c|δ(f)), (6.1)

où δ est l’isomorphisme de la proposition 6.4. Alors δε(f) est une base du C-espace vectoriel
Hd

cusp(Y0(c),L(Pk,r(C), ψ0))[ε, f ]. Pour chaque classe non zéro φεf dans le k-espace vectoriel
Hd

cusp(Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0))[ε, f ] il existe Ωε
f ∈ C∗ tel que :

φεf = δε(f)
Ωε

f
. (6.2)

Ωε
f est la période associée à f et ε, et est bien définie à multiplication par un élément de

E∗ près, çela veut dire bien définie dans C∗/k∗.

Soit L/Qp une extension finie contenant incp(k) où incp : Q → Cp est le plongement
fixé dans “notations”. On a les suivantes inclusions :

Hd
cusp(Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)) ↪→ Hd

c (Y0(c),L(Pk,r(k), ψ0)) ⊂ Hd
c (Y0(c),L(Pk,r(L), ψ0)),

où le premier morphisme est ξk (voir 6.2.2) et l’autre provient de l’inclusion Pk,r(k) ⊂
Pk,r(L) obtenue de incp. Observer qu’ici L(Pk,r(L), ψ0) cela veut dire le faisceau L(Pk,r(L),Θ)
avec Θ := incp◦ψ0, voir le cas 3 dans 1.4.1. Donc à travers ces inclusions on peut considérer
φεf comme un élément de Hd

c (Y0(c),L(Pk,r(L), ψ0)).
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6.3 Représentations automorphes

Soit (π, V ) où V est un C-espace vectoriel avec une action de G(Af ) et une structure
de (g∞, O2(F∞))-module qui commutent, ici π note les actions obtenues sur V . On obtient
une action de K = G(Ẑ)O2(F∞). Alors on dit que que (π, V ) une représentation admissible
de G(A) si :

– Les élément de V sont K-finis ;
– Si ρ est une représentation irréductible et de dimension finie deK alors la composante
ρ-isotypique de V est de dimension finie.

Parmi les représentations admissibles de G(A) il y a un type assez spécial qui est appelé
les représentations automorphes et que l’on va définir.
D’abord on note A0(G(Q) \ G(A)) l’espace des formes automorphes et cuspidales, alors
A0(G(Q) \G(A)) est presque par définition une représentation admissible de G(A). Alors
une représentation automorphe cuspidale est une représentation admissible irréductible de
G(A) tel que peut être réalisé comme un sous quotient de A0(G(Q) \G(A)).
On s’est intéressé aux représentations automorphes et cuspidales qui “contribuent à la
cohomologie” cuspidale de la variété de Hilbert. D’abord observer qu’une représentation
automorphe cuspidale (en fait n’importe quelle représentation admissible irréductible de
G(A) ) peut être écrite de façon unique π = ⊗′vπv où le produit est sur toutes les places
de F et si v est une place finie (respe. infinie) alors πv est une GLv(Fv)-représentation
((M2(R), O2(R))-module) admissible et irréductible.
Soit (k, r) ∈ ZΣF × Z tel que kσ > 2 et kσ ≡ r mod 2 pour tout σ ∈ ΣF .

Définition 6.7. On dit que π est de type (k, r) à l’infini si elle est engendrée par une
forme automorphe f tel que f(gy∞u(θ)) = y−rt∞ exp(2πi(

∑
σ∈ΣF kσθσ))f(g) , pour y∞u(θ) ∈

F ∗∞K
+
∞ et g ∈ G(A).

Il existe un dictionaire entre représentations automorphes cuspidales de type (k, r) et
formes de Hilbert qui sont nouvelles de poids (k, r), voir [RT11] pour une jolie présentation.

Soit p une place de F sur p et on note ΣF,p l’ensemble des σ ∈ ΣF tels que incp ◦ σ
correspond à p. Soit π une représentation automorphe cuspidale de type (k, r) alors :

Définition 6.8. On dit que π est ordinaire en p si :
– soit πp est ramifiée et si ap est la valeur propre de son vecteur nouveau par rapport

à l’opérateur Up alors incp(p
∑

σ∈ΣF,p
kσ−2+r

2 ap) est une unité p-adique.
– soit πp est non-ramifié et l’un des deux paramètres de Satake, disons ap, satisfait la
même condition que dans le premier cas.

On définit la fonction L d’une représentation automorphe en suivant [Bum97]. Soit
π = π∞

⊗
⊗pπp une représentation automorphe cuspidale de type (k, r) à l’infini. D’abord

on définit les facteurs locaux pour les places finies.
Soit p un idéal premier de F . Si χ : F ∗p → C∗ est un caractère continu alors on note
L(χ, s) = (1−χ($p)NF/Q(p)−s)−1 si χ est non ramifiée, et L(χ, s) = 1 si non. Maintenant
on définit le facteur local par :

– Si πp est supercuspidale alors on définit : Lp(π, s) = 1 ;
– Si πp est une série principale disons πp ' π(χ1, χ2). Alors on définit :

Lp(π, s) = L(χ1, s)L(χ2, s);
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– Si πp = σ(χ1, χ2) est la représentation spéciale avec χ1 · χ−1
2 (x) =| x | alors on

définit :
Lp(π, s) = L(χ1, s);

Dans l’infini on définit :

L∞(π, s) =
∏
σ∈ΣF

ΓC(s+ r + kσ − 2
2 ),

où ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s). Alors on pose :

L(π, s) = L∞(π, s)
∏
p

Lp(π, s).



Chapitre 7

Fonctions L p-adiques

Finalement dans ce chapitre on met ensemble les différentes parties de notre travail.
Pour une représentation automorphe cuspidale cohomologique de G(A) et que satisfait la
condition pente non critique (voir 7.1.1) on associe une distribution sur le groupe de Galois
Galp d’un ordre de croissance adéquat, à l’aide du théorème de classicité et la construction
dans la section 5. On vérifie la propriété d’interpolation en utilisant les calculs donnés dans
[Dim].

7.1 Distributions associées aux représentations automorphes

7.1.1 Construction

Soit π = π∞ ⊗ πf une représentation automorphe cohomologique de G(A) de type
(k, r) avec (k, r) ∈ ZΣF × Z tels que kσ > 2, kσ ≡ r mod 2 et | r |≤ kσ − 2 pour tout
σ ∈ ΣF .
Soit kπ le corps de nombres engendré par la clôture normale de F et le corps de définition
de πf . Soit L un corps p-adique contenant kπ. On note λ : T (Zp) → L le poids arith-
métique et critique associé au caractère algébrique correspondant à (k−2t−rt

2 ,−k−2t+rt
2 ).

Soient Dλ(L) l’espace de distributions avec l’action associée à λ et P(k,r)(L) comme dans
6.2.1.

Soit f ∈ S(k,r)(K1(c)) la forme nouvelle propre associée à π. Alors on considère la
condition suivante sur la représentation automorphe :

Pente non critique : Il existe une p-stabilisation de f , qu’on note fπ, tel que si pour
chaque p | p on note ap ∈ Q la valeur propre de fπ par rapport à l’opérateur Up alors on
a :

vp(incp(p
k−2t+rt

2
∏
p|p
ap)) < k0 − 1,

ici k0 = min{kσ | σ ∈ ΣF }.

On suppose que π satisfait cette condition et on fixe une de ces p-stabilisations fπ ∈
S(k,r)(K1(c)∩K0(p)) ⊂ S(k,r)(K1(cp)). On note α = incp(p

k−2t+rt
2

∏
p|p ap) et αp = incp(ap)

pour chaque p | p. En plus on suppose que K1(cp) est net.
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Avec la notation de (6.1) on considère la classe δ1(fπ) ∈ Hd
cusp(Y1(cp),L(P(k,r)(C)))[fπ,1].

On fixe desormais une période Ωπ ∈ C∗ (observer que la période est unique à multiplication
par un élément de k∗π près) et soit

φπ,1 ∈ Hd
c (Y1(cp),L(P(k,r)(L)))

la classe associée à δ1(fπ) et le choix de la période ; dans les notations de 6.2.3 sont Ω1
fπ

et φ1
fπ respectivement. Observer que d’après théorème 8.1 de [Hid94] on sait que si n est

un entier tel que −(kσ−2)+r
2 ≤ n ≤ (kσ−2)+r

2 pour tout σ ∈ ΣF et si χ est un caractère de
Hecke d’ordre fini de F alors :

L(π⊗ | · |nAF ⊗χ, 1)
Ωπ

∈ Q.

Maintenant remarquer que U0
pφπ,1 = αφπ,1 et par hypothèse on a vp(α) < k0 − 1 alors

d’après le théorème 4.1 il existe une unique

Φπ,1 ∈ Hd
c (Y1(c),L(Dλ(L))

qui relève φπ,1 et U sur
p Φπ,1 = αΦπ,1. Finalement on utilise la construction de 5.3 pour

définir :
µπ,1 := µΦπ,1 ∈ D(Galp, L).

7.1.2 Propriétés

Sur les propriétés des distributions construites dans la dernière sous section on a le
théorème suivant :

Théorème 7.1. On suppose que Cl+F = 1. Soit π une représentation automorphe cuspidale
de type (k, r) tel que :

i) π satisfait la condition pente non critique (voir 7.1.1) ;
ii) si c est le conducteur de π alors K1(cp) est net.

Alors on a :
1) La distribution µπ,1 : A(Galp, L) → L est h-admissible avec h = vp(α) (voir 3.4.2
pour la définition d’admissibilité).

2) Soit χ : Galp → L∗ un caractère d’ordre fini, alors on peut voir χ comme un carac-
tère de Hecke d’ordre fini comme dans 3.4.3, et on suppose que 1 = (χσ(−1))σ∈ΣF .
Alors on a :

µπ,1(χ) = incp
(
Lp(π ⊗ χ, 1)τ(χ)

Ωπ

)∏
p|p
Zp,

ici Lp est la fonction L sans le facteur en p et avec le facteur en ∞ et on a :

Zp =


α
−cond(χp)
p si χp est ramifié

χp(p)−dp(1− α−1
p χp(p)−1NF/Q(p)−1)(1− αpχp(p))−1 si non.

dp la puissance de p dans la différente de F et τ(χ) est la somme de Gauss comme définie
dans [Dim] par rapport à eF (le caractère défini dans 6.1.2).
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Preuve : Comme on a U sur
p Φπ,1 = αΦπ,1 alors d’après la proposition 5.5 on déduit que

µπ,1 est h-admissible pour h = vp(α).
Finalement l’interpolation est essentiellement une conséquence du fait que nos évaluations
evK,n, avec lesquelles on a construit µπ,1, sont une version pour la cohomologie surconver-
gente des évaluations définies dans [Dim] pour la cohomologie avec coefficients classiques,
et ces dernières sont liées aux valeurs spéciales de la fonction L de π. Voir la section suiv-
ante pour les détails.

Remarque : 1) Comme on a démontré la proposition 5.5 seulement dans le cas Cl+F =
1 alors on voit pourquoi cette condition est nécessaire dans la partie 1). D’autre part,
comme on le verra, cette condition aussi sera nécessaire pour l’interpolation, en fait nous
permet de déduire quelques propriétés sur le support des distributions obtenues avec nos
évaluations evK,n.
2) La condition ii) sur le conducteur de π peut être éliminée en utilisant un niveau auxiliaire
comme dans [Dim09].

Corollaire 7.2. Si de plus la représentation automorphe π est ordinaire en p alors la
distribution µπ,1 : A(Galp, L)→ L est bornée ; cela veut dire que µπ,1 ∈ L⊗OL Dλ(OL) ⊂
Dλ(L).

7.2 L’interpolation.

7.2.1 Valeurs de fonctions L et cohomologie

Ici on reproduit un calcul donné dans [Dim] qui fait le lien entre les valeurs spéciales
de la fonction L de π et φπ,1 ∈ Hc(Y1(cp),L(P(k,r)(L))).

On fixe n ≥ 1 et on utilise les notations de 5.2.2. Soit L un corps p-adique contenant
la clôture séparable de F . D’abord on rappelle l’évaluation sur la cohomologie :

– Le cycle Cn nous fournit : Hd
c (Y1(cp),L(Pk,r(L)))→ Hd

c (Xn, C
∗
nL(Pk,r(L))) ;

– Soit Ln(Pk,r(L)) le faisceau sur Xn quand on considère l’action de u ∈ U(pn) à droite
sur Pk,r(L) par ( u 0

0 1 ). Alors on peut vérifier que l’automorphisme de Pk,r(L) obtenu
de l’action à droite par ( 1 −1

0 p−n ) nous fournit un morphisme au niveau des faisceaux :
C∗nL(Pk,r(L))→ Ln(Pk,r(L)) et alors dans la cohomologie on a un morphisme :

Hd
c (Xn, C

∗
nL(Pk,r(L)))→ Hd

c (Xn,Ln(Pk,r(L)));

– Le morphisme crit : Pk,r(L) → L que à P (X,Y ) associe le coefficient devant le
monôme X

k−2t+rt
2 Y

k−2t−rt
2 satisfait crit(P ( u 0

0 1 )) = crit(P ). Alors on obtient un mor-
phisme de groupes de cohomologie :

Hd
c (Xn,Ln(Pk,r(L))) crit // Hd

c (Xn, L) ∼ //
LCl+F (pn).

– Finalement en mettant ensemble ces trois étapes on obtient un morphisme :

evcl
K1(cp),n : Hd

c (Y1(cp),L(Pk,r(L)))→ LCl+F (pn).

Maintenant on utilise les notations de 7.1.1. Si on écrit evcl
K1(cp),n(φπ,1) = (ax,π)x∈Cl+F (pn)

alors on a :
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Lemme 7.3. Soit χ : Galp → L∗ un caractère d’ordre fini tel que 1 = (χσ(−1))σ∈ΣF (vu
comme un caractère de Hecke comme avant). Si n est assez grand alors on a :

pn
k−2t+rt

2 α−n
∑

x∈Cl+F (pn)

χ(x)ax,π = incp
(
Lp(π ⊗ χ, 1)τ(χ)

Ωπ

)∏
p|p
Zp.

Ici n est assez grand tel que le conducteur de χ divise pnOF et donc χ est défini sur
Cl+F (pn).

Preuve : Voir les calculs dans la preuve du théorème 2.5 dans [Dim].

Remarque :Observer que dans la notation de [Dim] notre module Pk,r(C) est Symw⊗
det

w0t−w
2 avec w = k− 2t et w0 = −r.

7.2.2 Comparaison

On va expliciter la relation entre les évaluations pour la cohomologie avec coefficients
en Pk,r(L) et Dλ(L).

Lemme 7.4. Soit cr : D+
λ (L) → L le morphisme défini par cr(µ) = Aµ(z

k−2t+rt
2 ) avec

A =
( k−2t

k−2t+rt
2

)
. Alors on a le diagramme commutatif suivant :

evK1(cp),n : Hd
c (Y1(cp),L(Dλ(L))) //

��

D+
λ (L)Cl+F (pn)

cr

��
pn

k−2t+rt
2 evcl

K1(cp),n : Hd
c (Y1(cp),L(Pk,r(L))) //

LCl+F (pn)

Preuve : Ce diagramme est une conséquence directe des deux observations suivantes.
D’abord rappeler que le morphisme qui nous donne la spécialisationHd

c (Y1(cp),L(Dλ(L)))→
Hd
c (Y1(cp),L(Pk,r(L))) est le morphisme Dλ(L)→ Pk,r(L) donné par µ→ P (µ)(X,Y ) =

µ((X + zY )k−2t) (voir 1.2). On voit directement que on a :

P (µ ∗ ( 1 −1
0 pn )) = pn

k−2t+rt
2 P (µ) · ( 1 −1

0 pn ).

D’autre part si comme avant on note crit : Pk,r(L) → L tel que à P (X,Y ) on associe le
coefficient devant le monôme X

k−2t+rt
2 Y

k−2t−rt
2 alors on a un carré commutatif (voir 1.2) :

Dλ(L) //

��

D+
λ (L)

cr

��
Pk,r(L) crit // L
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7.2.3 Preuve de partie 2) de proposition 7.1.

Ici on doit supposer que Cl+F = 1. Observer que dans ce cas on a Galp = (OF ⊗
Zp)∗/E(1) et on a D(Galp, L) = D+((OF ⊗ Zp)∗, L).
Soit χ : Galp → L∗ un caractère d’ordre fini et signe 1 ∈ {±1}ΣF . Soit n ≥ 1 tel que le
conducteur de χ divise pnOF . On écrit evK1(cp),n(Φπ,1) = (νx)x∈Cl+F (pn). Alors d’après la
définition dans 5.1 et le lemme 5.9 on a :

ν∗x(χ) =
(

k− 2t
k−2t+rt

2

)
χ(x)νx(z

k−2t+rt
2 ).

Comme avant on écrit evcl
K1(cp),n(φπ,1) = (ax,π)x∈Cl+F (pn). Alors on a µπ,1(χ)=

= µΦπ,1(χ)

= α−n
∑

x∈Cl+F (pn)

ν∗x(χ)

= α−n
∑

x∈Cl+F (pn)

(
k− 2t
k−2t+rt

2

)
χ(x)νx(z

k−2t+rt
2 )

= pn
k−2t+rt

2 α−n
∑

x∈Cl+F (pn)

χ(x)ax,π

= incp
(
Lp(π ⊗ χ, 1)τ(χ)

Ωπ

)∏
p|p
Zp

observer que la deuxième égalité est une conséquence du lemme 5.2 , la quatrième du
lemme 7.4 et la dernière de 7.3.
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