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Résumé

Résumé

Pour une forme de Hilbert qui satisfait la condition de pente non critique, ’on construit
une distribution p-adique sur le groupe de Galois de 'extension abélienne maximale du
corps totalement réel, non ramifiée en dehors de p et co. On démontre que la distribution
obtenue est admissible et interpole les valeurs critiques de la fonction L complexe de la
forme de Hilbert. Cette construction est basée sur I’étude de la cohomologie surconvergente
des variétés modulaires de Hilbert et de certains cycles sur ces variétés .

Mots-clefs

Variétés modulaires de Hilbert, compactification de Borel-Serre, Distributions p-adiques,
formes de Hilbert, représentations automorphes, fonction L.

Overconvergent cohomology of Hilbert modular varieties
and p-adic L-functions

Abstract

For each Hilbert modular form that satisfies the condition of mon critical slope we
construct a p-adic distribution on the Galois group of the maximal abelian extension
of the totally real field, unramified outside p and co. We prove that the distribution
is admissible and interpolates the critical values of the L-function of the form. This
construction is based on the study of the overconvergent cohomology of Hilbert modular
varieties and certain cycles on these varieties.

Keywords

Hilbert varieties, Borel-Serre compactification, p-adic distributions, Hilbert modular
forms, automorphic representations, L-function.
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Introduction

Depuis les années 1970 on sait construire la fonction L p-adique d’une forme modulaire
normalisée de pente non-critique (voir [AV75], [Vis76] et [MTTS86]). Dans les années 1990
Glenn Stevens a construit cette fonction L p-adique avec une nouvelle méthode basée sur
la théorie des symboles modulaires surconvergents (voir [Ste94],[PS11]). La construction
de Stevens s’est montré tres fructueuse, car elle lui a par exemple permis de construire
la fonction L p-adique sur la variété de Hecke et de démontrer la conjecture du zero
exceptionnel en poids quelconque(la construction se trouve dans [Ste], mais voir [Bell2],
et pour la preuve de la conjecture voir [Stel()]) ainsi que de traiter le cas ou la forme est
de pente critique (voir [PS] et [Bell2]).

Pour les formes de Hilbert la construction de fonctions L p-adiques a commencé avec
Manin (voir [Man76]) qui a traité le cas ordinaire en géneralisant la théorie des symboles
modulaires. Puis, Dabrowski (voir [Dab94]) a traité le cas de pente finie non-critique
en utilisant la convolution de Rankin-Selberg. Pour des familles p-adiques de formes de
Hilbert on trouve les travaux de Hida ( voir [Hid91]) et Dimitrov (voir [Dim]) dans le cas
quasi-ordinaire. Mok a également construit des fonctions L p-adiques pour familles dans le
cas ordinaire (voir [Mok09]) ce qui lui a permis de démontrer certains cas de la conjecture
du zéro exceptionnel.

Le but de ce texte est de généraliser la construction de Stevens dans le contexte des
formes de Hilbert. Soit F' un corps de nombres totalement réel de degré d et on note Op
son anneau d’entiers. On fixe p une nombre premier non ramifié dans F', un plongement
inc, de Q dans @p et L/Q, une extension finie contenant la cléture normale de F'. Soient
G = Resp,./zGLa, T le tore standard dans G et B le Borel standard (matrices triangu-
laires supérieures).

Soit (k,r) € Z*F x Z avec X := Hom(F,C), on suppose que ky > 2, k, = r (mod2)

et | r |< ks —2 pour chaque 0 € Xp, ici k = (ks )sexn,. On associe un caractére algébrique
ko—2—1r _ ko—24r1
2

du tore T sur L & ses données, A, défini par A($9) = [lhespa0 > do . Du coté
classique on considere la représentation algébrique irréductible de G sur L associée au
caractere dominant A {’induction algébrique noté Vy(L). Soit I C G(Z,) le sous groupe
d’Iwahori et on fixe une identification de I comme un sous espace de Q;‘,d. Alors du coté
surconvergent on considere [’induction localement analytique, noté Ay(L), des fonctions
localement L-analytiques f : I — L telles que f(bg) = A(b)f(g) pour tout b = (¢9) € I.
Son dual topologique noté Dy (L) est un espace de Fréchet compact et possede une action
continue d’un semi groupe A, Lc G(Qyp) (voir section . On a un morphisme canonique
Dy(L) — V(L)Y équivariant par rapport a 1’action de I, mais non par rapport a I’action
du semi-groupe A, L
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0.1 Classicité

Soit K C G(Ay) un sous groupe ouvert compact dont I'image dans G(Q)) est contenue
dans I, siald € KNG(Q) alors a € O% et {(4V)|u € O%,v € O} C K. Soit Yk la variété
de Hilbert de niveau K et L£(D)(L)), L(VA(L)Y) les faisceaux sur Y obtenus. Alors on a
un morphisme de spécialisation :

H (Yi, L(DA(L))) — HZ(Yi, L(VA(L)Y))-

On considere I'opérateur U, sur H2 (Yk, L(DA(L))) qu’on note U,". D’autre part comme
Dy(L) — V(L)Y n’est pas équivariant par rapport a toute 'action du semi-groupe A,, alors
on doit considérer I'opérateur de Hecke modifié UY (“a la Hida”) sur H2 (Y, L(VA(L)Y)) :

Théoréme 0.1. Soit k° = min{k, | 0 € Xp}. Si h < k® — 1 alors le dernier morphisme
induit un isomorphisme pour les espaces

~

H{ (Y, L(DA(L)))=" H{ (Y, L(VAL)Y)="

ict les décompositions en pente < h sont par rapport a U;™ et Ug respectivement.

Pour la cohomologie sans support ce théoréme est dii & Urban, voir [Urb11]. En suivant
l'argument dans [Urb11] et en travaillant sur le bord de la compactification de Borel-Serre
de la variété de Hilbert on obtient le résultat (voir 2| et chapitre [4)).

0.2 Construction

Soit Gal, le groupe de Galois de I'extension abélienne maximale de F' non ramifiée
en dehors de p et oo. Soit D(Gal,, L) I'espace de Fréchet compacte des distributions sur
Gal,, (voir section . Pour la construction de la distribution a partir d’une représentation
automorphe et la vérification des propriétés on utilise les cycles automorphes définis dans
[Dim]. A Taide du cycle Cx 1 : X, — Yg défini par [2] — [(§ xlﬂl’_l )] on construit une
transformation L-linéaire :

HY(Yx, L(DA(L))) = D(Galy, L) @ = pig.
Alors on démontre qu’avec une adéquate définition d’admissibilité on a. :

Proposition 0.2. On suppose que Clf = 1. Soit ® € HY(Yi,Lr(Dx(L))) tel que
Uy (@) = a® avec a € L* et soit h = vy(a) alors g est une distribution h-admissible.
En particulier si a est une unité dans O alors pg est bornée.

La preuve d’une proposition analogue dans le cas classique (voir lemme 6.2 dans [PS11])
a motivé notre preuve. Cependant dans notre cas les choses sont plus subtiles étant donné
la présence des unités totalement positives de Op.

0.3 Distributions et représentations automorphes

Finalement on applique nos résultats déja mentionnés a la construction de distributions
p-adiques pour certaines représentations automorphes. Soit 7 une représentation automor-
phe cohomologique de type (k,r) et soit f la forme nouvelle associée a m. Pour appliquer
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notre méthode on a besoin de la condition suivante sur la représentation automorphe :

Pente non critique : 1l existe une p-stabilisation de f, qu’on note f;, tel que si pour
chaque p | p on note a, € Q la valeur propre de f; par rapport a 'opérateur U, alors on
a:

vp(incp(pk722t+rt Hap)) <k —1,
plp

ici k* = min{k, | o0 € Br}.

Alors on suppose que 7 satisfait cette condition et on fixe une des p-stabilisation
dans la condition. On note o = inc/},(jt)k_szwTt [I;p ap)- Alors pour une extension L/Q,
assez grande on trouve a travers I'isomorphisme de Harder-Matsushima-Shimura une classe
b1 € HE (Y, (ep), LIVA(L)Y))[fr, 1] ot ¢ est le conducteur de 7. D’apres hypothese et
le théoreme de classicité il existe une unique classe ®r1 € H? (Y, (cp), L(DA(L))) tel que
son image a travers le morphisme spécialisation est ¢ 1 et U;“”I)Tr,l = a®; 1. Finalement

on définit :

,LLTr,]_ = M‘bﬂ,l °

Alors on démontre :

Théoréme 0.3. On suppose que Cl;; = 1. Soit ™ une représentation automorphe cuspidale
de type (k,r) telle que :
i) 7 satisfait la condition pente non critique (voir[7.1.1) ;
it) sic est le conducteur de 7 alors Ki(cp) est net.
Alors on a :
1) La distribution piry : A(Galy, L) — L est h-admissible avec h = vy(a) (voir[3.4.9
pour la définition d’admissibilité).
2) Soit x : Gal, — L* un caractére d’ordre fini, alors on peut voir x comme un carac-
tére de Hecke d’ordre fini comme dans et on suppose que 1 = (Xo(—1))sexp-
Alors on a :

jor(x) = imc, (L”(ﬂ ®S;<, 1)T(X)) T2
T plp

ici LP est la fonction L sans le facteur en p et avec le facteur en oo et on a :
ozp_cond(xp) si xp est ramifié
Zp -
Xp(p) % (1 — Oép_lXp(P)_lNF/Q(P)_l)(l —apxp(p))~" i non.

ap = incy(ay), dy la puissance de p dans la différente de F' et 7(x) est la somme de Gauss.






Notations

Dans ce texte on considére le corps des nombres algébriques Q comme un sous corps
de C. Pour chaque corps de nombres K on note par X r I'ensemble des plongements dans
Q. Soit p un nombre premier et soient Q, les nombres p-adiques, Q, sa cloture algébrique
et Cp le complété de @, (le corps de Tate). On fixe dans tout le texte un plongement :

inc,, : Q- Cp.

Soit | |p: C, — R la norme non archimédienne tel que | p |,= p~! et v, : C, — R définie

_ _ log(lzlp) : 4
par vy(z) = Tog(p) la valuation associce.

Dans cet texte F' est un corps de nombres totalement réel tel que p est non ramifié en
F'. On note par d le degré de F sur Q, Op son anneau d’entiers, 0 la différente de F' et Dp le
discriminant de F' (égal & Np/g(0)). On note A (resp. Ay) 'anneau des adeles (resp. adeles

finis ) de Q et 7 le produit des Z; pour tous les nombres premiers [. Soit Ap := A ®q F'
I'anneau des adeles de F', Ap p := Ay ®QF les adeles finis et Fi\o := FQR C Ap. Pour ¢ un
idéal entier de F' on définit ¢ par ¢® 7. On a les inclusions canoniques O i Aps, Foo CAR
et (’)F7 FFo CAR.

Comme p est non ramifié en F' on considere p comme uniformisante des corps F, pour
p | p, ici F}, est la complétion de F' dans la place p. On définit £ : (Q, ® F)* — (Q, ® F')*
comme suit : soit @ = (ap)yp, € (Qp ® F)* =[], Fy- On peut écrire a, = p™ py avec
ny € Z et iy une unité de 'anneau d’entiers de Fy, OF,. Alors on pose {(a) = (p™),,- En
plus on définit u : (Q, ® F)* — (Z, ® Op)* par u(a) = a/é(a).

Quelques notations sur groupes algébriques. G, est le groupe multiplicatif, T le tore de
GL; et By le Borel standard (matrices triangulaires supérieures) de GLo, et No = {(§ 1)}
Si H est un groupe algébrique défini sur un anneau k et A est un k-algebre alors H(A) est
le groupe de A-points de H. Soit k&’ une k-algebre, alors on note Hys le groupe obtenu par
extensions des scalaires et si H' est un groupe algébrique défini sur &’ on note Resy, wH !
le groupe algébrique défini sur k obtenu par restriction des scalaires.






Chapitre 1

RGSOF/ZGLQ

1.1 Racines

Soit G = Resp,/zG L2, alors G est un groupe algébrique linéaire réductif connexe
défini sur Z. On note Z le centre de GG, qu'on peut identifier avec Resp,, /7Gm, et on définit
G .= G/Z. En plus soit T = Resp,/zT2 le tore standard dans G, B = Resp,./zB2 le
Borel standard dans G et N = Resp,,/zN2 son radical unipotent. Finalement on note B~
le Borel opposé a B et N~ son radical unipotent.

Soit L un corps qui est aussi une ]::‘—algébre, ici ]?‘C Q est la cléture normale de F. Alors
G, est déployé avec 17, le tore maximal standard déployé et By son sous groupe de Borel
standard contenant T7,. En fait comme L est une f‘—algébre alors on a un isomorphisme
canonique L ®q F' = L¥F | ce qu'induit les identifications suivantes : G, = GL2E F Bp =
By et Tp = T57.

On notera X*(77) l'ensemble des caractéres de Tr,. On a un isomorphisme de groupes :

7Pr x 7FF —"— X*(T1), (1.1)

ot (a,b) = ((a)oexyp, (bo)oexy) € Z¥F x ZFF corresponde au caracteére algébrique de 77,
A : Ty, — Gy, défini comme suit : pour chaque L-algeébre A le morphisme Ay : T (A) — A*
est défini par
o) = TT weoul,
cEX R

pour (§9)=((% u?(, Noesy € Tr(A) = To(A)*F. Le systéme de racines associé a la paire

(GL,TL) est 'ensemble {ay, —ay|o € Ep} ol ay, correspond a (a,b) & travers l'isomor-
phisme (1.1)) ot a, = b, =0 si 0 # 0¢ et a,, = 1,b,, = —1 . Les racines simples associées

au Borel By, sont {a,|o € ¥}. Finalement les poids dominants pour (Gp, Br,T,) sont les
caractéres de Ty, qui correspondent & (a,b) € Z¥F x Z*F avec a, > b, pour tout o € X.

Le groupe de co-caracteéres de T7, est noté par X.(7p), comme dans le cas des car-
actéres on a aussi un isomorphisme Z*F x Z¥r —~— X, (T}), ici a chaque (a,b) =
((a0)oexps (bo)oexny) € 7Z>F x 7>F correspond le co-caractére x : G,,, — T, tel que pour
chaque L-algebre A x4 : A* — T (A) est défini par :

xa(v) = ((Uféa vg" ))aEEF .

\

L’ensemble de co-racines est {o), —a/|o € X}, avec oy, correspondant a (a,b) ol a; =

b, =0si0#o0petay, =1,by,, =—1
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1.2 Représentations algébriques irréductibles

Les représentations algébriques irréductibles d’'un groupe algébrique réductif déployé
sont paramétrées par les poids dominants (par rapport & un tore maximal déployé et un
sous-groupe de Borel contenant ce tore, fixés). Dans cette section on va expliciter ces
représentations dans notre contexte.

Soit L un corps qui est aussi une ]?‘—algébre, alors G, est un groupe algébrique déployé.
Soit A € X*(Tr) un caractére dominant pour (Gr,Br,Tr), donc d’apres des résultats
généraux (voir chapitre 2 dans Partie II de [Jan]) la représentation irréductible associée a
A est la représentation induite

V(L) = ind%-(N),

définie comme ’ensemble des morphismes des foncteurs f : G;, — G, tel que la fonction
fa: G(A) — A satisfait f(bg) = A(b)f(g) avec b € B~(A),g € G(A) pour toute L-algebre
A (ici G, est le groupe additif sur L et on voit A comme un caractére de By a travers
Br, — Tr). Le groupe Gy, agit a gauche sur V(L) par translations a droite. On appelle A
le plus haut poids de V(L) et V(L) la représentation irréductible de plus haut poids .

Remarque : La représentation algébrique duale de V(L) est isomorphe a V(L) ou
K est le caractere algébrique qui correspond a (—by, —Gs)sex, & travers la bijection dans
(1.1) (voir chapitre 2 dans Partie I de [Janl).

La description qu’on vient de donner est tres générale mais dans notre cas on peut décrire
encore plus explicitement ces représentations. D’abord pour n = (ng)sex, € N>F on note
par Sym" la représentation algébrique de G, définie comme suit. Le L-espace vectoriel
que l'on consideére est Sym™ (L) l'espace des polyndmes en les variables {X,,Y,|o € ¥p}
qui sont homogenes de degré n, dans X,, Y, pour chaque ¢ € X . Pour chaque L-algebre
A on définit :

P(X,Y)-g=P((X,Y)'g) = P(aX +bY,cX + dY), (1.2)

oug=(2Y%) € G(A), P(X,Y) € Sym*(A) := Sym"(L) ®1 A avec X = (X5)oex, et
Y = (Y,)oex,. Ici par exemple aX + 0Y = (4, X5 + 05 Y5 )oen, OU @ = (a5)pexy, b =
(ba)gegF €EARF X A>F,
On a considéré l'action a gauche de G, sur V,(L), maintenant on considére l’action &
droite obtenue : f-g(x) = f(xg~'). Alors on a un isomorphisme de représentations de G,
a droite :

I:Vy(L) — Sym® P @ det™2, (1.3)

ou det est la représentation algébrique de Gy, de dimension 1 donnée par le determinant.
Pour la preuve, d’abord on remarque que si V' est une représentation algébrique irré-
ductible de G, tel que vue comme une représentation de 77 (par restriction) son plus
grand poids (pour 'ordre induit par By, sur les caractéres de T1) qu’elle possede est A,
alors V' est isomorphe a Vy(L). Alors il suffit remarquer que la représentation de G, a
droite dans est irréductible et que son plus haut poids est A.

On va expliciter I'isomorphisme I sur les L-points. L’espace Symafb(L) posseéde une
base canonique : pour chaque j € Z>F tel que 0 < j < a — b on note XJYa—P-i .=
[lresy XJoYas—bo=io ¢ Sym?~P(L) alors I'ensemble des XJY2~P~J forme une base de
Sym?~P(L). Pour chaque j soit fi € V(L) 'unique fonction telle que I(fj) = X3Y2~P~J,
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Alors on peut vérifier que pour chaque x € L¥F on a f;(}¥) = (—=x)Ifo(1). On fixe
desormais un isomorphisme [ tel que fo(1) = 1, alors on a :

) = (=x).
D’autre part on peut expliciter aussi l'isomorphisme entre le dual de V(L) et une

représentation de la forme V,(L). Soient n € N>*F et m € Z*F alors on a un isomorphisme
P : (Sym™(L) ® det™)" — Sym™(L) ® det ™ ™ défini par :

P(p)(W,Z) = p((ZX — WY)™),

ici (ZX — WY)" est le polynéme dans les variables X et Y définit par [[, ey, (Zo Xs —
WoYy)".

Dans le reste de cette section on décrit en termes de V(L)Y une évaluation sur (Sym?® P ®
det @)V ~ Sym? P ® detP. Soit A un caractére dominant qui correspond a (a,b) €
Z¥F x 7>F . Soit j tel que 0 < j < a — b, en associant & chaque P(X,Y) € Syma_b(L)
le coefficient devant X3Y2~P=J on obtient un morphisme a; : Sym® P(L) ® det® — L.
D’autre part soit fa_p—j € V(L) tel que I(fa—b—j) = X2-b=iYJ et on définit la fonction
A VA(L)Y — L par A;(p) = (*7°) (= 1) u( fa_p_j). Alors on a le diagramme commutatif

J
suivant :

Aj

Il

V(L)Y (1.4)

v aj

(Sym® P @ det2)V — L - Sym*? (L) @ detP

1.3 Variétés

1.3.1 Variétés modulaires de Hilbert

Soit G, la composante connexe de I'identité dans G(R), Zo = Z(R) son centre ( qu’on
peut identifier avec F%), Koo = O2(Fix), Coo = Koo Zoo, K, = SO2(Fx) et CL = KE Z .
On note aussi G(Q)T := G(Q) N GL et G*(Q)* I'image de G(Q)T dans G*4(Q). Si K
est un sous-groupe compact et ouvert de G(Ay) alors on définit la variété modulaire de
Hilbert de niveau K par :

Yic = G(Q)\ G(A)/KC.

On peut décrire les composantes connexes de Y en termes classiques. Soit C’;g = F*\
A% /det(K)F ot Ff, C Fy est la composante connexe de 1 dans F%. Pour chaque y € Cj
soit gy € G(Ay) tel que {det(gy)|ly € C} est un ensemble de représentants de Cj:. Pour
chaque y € Cj on note I'y = G(Q) N 9yK gy 'GZL,. Le morphisme G, — G(A) défini par
v — gy induit une identification :

Iy \GL/CL =~ G\ G(Qgy KGL/KCL,.

Soit H le demi plan de Poincaré et Hp := H>F alors on a une identification canonique :
GL/CL ~ Hp définie par [v] = (vo(7))oexn, Pour v = (Yo)oex, € GL. Si on note
Yy :=Ty \ Hp alors on a :

Y = uyEC} Yy.
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Supposer en plus que pour chaque y € C;; le groupe fy =Ty /Ty NZ(Q) est sans torsion.
Alors I'action de I'y sur Hp est libre, Yy (et donc Y ) est une variété analytique complexe
lisse et le groupe fondamental de Yy est Ty.

1.3.2 Compactification de Borel-Serre

La variété de Hilbert Yx n’est pas compacte. Parmi les différentes compactifications
on s’est intéressé a la compactification de Borel-Serre a cause de ses bonnes propriétés
topologiques qui permettent d’obtenir des informations sur les groupes de cohomologie de
la variété de Hilbert. On décrit sa construction en suivant [Gha02] et [BST74].

D’abord on doit agrandir ’espace Hg. Soit S = REF x REF , et pour chaque t € R
soit Sy = {(w,y) € S| [lyex, Yo =t} alorson a S = | J;-05 ~ Ry x S; ot on a utilisé
I'isomorphisme S; — S; défini par (z,y) — (x,y/té). Alors S := (RU{o0}) x S; est une
variété a coins C'™ qui contient de fagon naturelle S comme son intérieur et son bord est
une copie de S7.

On sait que les sous-groupes de Borel de G®! sont en bijection avec les sous-groupes de
Borel de G. Pour un Borel P de G on note encore P son image dans G*. Soit B le sous-
groupe de Borel standard de G®4, c’est & dire I'image dans G®d des matrices triangulaires
supérieures, alors chaque Borel de G2 est conjugué & B par un élément de G4 (Q)*. Soient
P un Borel quelconque et o € G*(Q)7 tels que P = aBa~! et considérer I'isomorphisme
de variétés C'*° :

S — Hp, (z,y) — a(x +1iy),

ou x + 1y = (T + Wo)oesp- A travers cet isomorphisme on peut ajouter un bord a Hp,
qui est une copie de S; et que 1'on note e(P). Finalement on définit :

EF = Hpg U |_|€(P)
P

On peut étendre I’action continue & gauche de G2(Q)T sur Hr & une action continue sur
Hr et si P est un groupe de Borel quelconque et v € G*4(Q)T alors ye(P) = e(yPy~1).
En plus pour chaque Borel P le groupe P(Q)N G2 (Q)* laisse invariant la composante du
bord e(P).

Dans [BS74] est démontré que H est une variété a coins C* contractile a bord lisse et son
bord est | |p e(P), en plus si I' est un sous-groupe arithmétique de G24(Q)* alors il agit
proprement sur Hp et I'\ Hy est compacte. Donc si I n’a pas de torsion alors son action
sur Hp est libre, le morphisme Hr — T \ Hr est un homéomorphisme local et T \ Hp
hérite une structure de variété a coins C'*° contractile a bord lisse.

Maintenant soit K C G(Ay) un sous-groupe compact-ouvert alors la compactification de
Borel-Serre de la variété de Hilbert Y est définie par (voir les notations de :

1.4 Faisceaux

1.4.1 Construction

On décrit quelques constructions de faisceaux sur les variétés de Hilbert a partir de
différentes données :
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Cas 1 : Soit K C G(Ay) un groupe ouvert-compact et M un K-module & gauche. On
note par Ly (M) le faisceau sur Y des sections localement constantes du fibré :

GQN(G(A) x M)/KCT, — Yk,

oil I'action consideérée sur G(A) x M est donné par v(g, m)kc = (ygke, k~'m) pour chaque
7€ GQ),ge GA),me M,ke K et ce CL.

Cas 2 : Soit M un module avec une action de G(Q). Pour chaque groupe ouvert-
compact K C G(A) on définit le faisceau L (M) sur Yix comme le faisceau des sections
localement constantes du fibré :

GQ\(G(A) x M)/KCS, — Yk,

ou l'action considérée sur G(A) x M est donné par v(g, m)kc = (ygke,ym) pour chaque
7€ GQ),ge GA),me M,ke K et ce CL.

Remarque 1) : Observer que si M est un G(Q))-module alors en considérant ’action
de K sur M a travers son image dans G(Q,) on obtient d’apres le premier cas un fais-
ceau sur Yx que l'on notera £1(M). D’autre part I'inclusion G(Q) C G(Qp) et le cas 1)
nous fournissent un autre faisceau sur Yx qu’on notera Lo(M). Ces deux faisceaux sont
isomorphes : en fait I'isomorphisme provient de I’isomorphisme de systemes locaux obtenu
du morphisme G(A) x M — G(A) x M défini par (g,m) = (g, gp - m).

Remarque 2) : On peut affiner la construction du cas 2. Soit M un espace vectoriel
sur un corps k, avec une action de G(Q) et O : @}2 — k* un homomorphisme de groupes
d’ordre fini et soit ¢ son conducteur (défini de la fagon habituelle). Soit K C G(A) un sous
groupe ouvert-compact tel que son image dans Hp‘c GL2(Fy) est contenue dans [, Ipn,,
ot ny = valp(c) et Ipn, le groupe d’Iwahori associé. On choisit les gy, de de la

forme gy = (“g (1)) Alors pour chaque y € C}E on définit I’homomorphisme de groupes
Oy : Ty — k* par Oy (24) = O(d.), ici d. est Pimage dans [Ty Fy qui est en fait est
contenue dans [[,. OF C O%. On note M(Oy) le I'y-module M tordu par ©y. Finalement

soit L (M, O) le faisceau sur Y (K) tel que sa restriction sur Yy est L(M(©y)) le faisceau
des sections localement constantes du fibré :

Iy \ (Hp x M(By)) — Yy.

1.4.2

Soit M comme dans Cas 1 et en plus soit p un nombre premier tel que l'action
de K sur M est factorisée a travers I'image de K dans G(Q,). Pour chaque y € C?{ on
choisit gy, comme dans et on suppose que son image dans G(Q),) est 1. Cette derniere
condition permet au groupe I'y d’agir sur M & travers son image dans G(Q)). Alors le
faisceau L (M) |y, est isomorphe au faisceau Ly (M) des sections localement constantes
du fibré :

I'y\ (Hp x M) =Yy,

ici I'y agit a gauche sur Hp x M par v(z,m) = (y(z),ym).

Remarque : Soit M un k-espace vectoriel avec une action de G(Q)). Soit © : @*F — k¥
un homomorphisme de groupes d’ordre fini et de conducteur ¢ tel que si p | ¢ alors p est un
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idéal sur p. On prend K C G(A) un sous groupe ouvert-compact tel que son image dans
G(Qp) est contenue dans J[, Ip,n,- Dune part on peut construire le faisceau sur Yy de la
remarque 2) : Lg (M, ©). D’autre part on peut définir O : K — k* & travers O (24) =
©(d.), alors considérer le K-module M (O ) et construire le faisceau L (M (O )) comme
dans le cas 1. Observer que action de K sur M (Og) est factorisée a travers de I'image

de K dans G(Q,) et alors on déduit qu’en fait on a Lx(M(Ok)) = Lk (M, O).

1.5 Cohomologie

1.5.1

Si X est un espace topologique et F un faisceau sur X alors on note ses groupes de
cohomologie (resp. a support compacte) par H®(X,F) (resp. H3(X,F)); et I'image du
morphisme canonique H? (X, F) — H*(X,F) est noté par H?(X,F).

Dans les conditions de on obtient une décomposition :

H3 (Yic, Lxc(M)) = D H? (Yy, Ly(M)), (1.5)

pour ? = (), c. Supposer en plus que pour chaque y € C;g le groupe fy =Ty /TyNZ(Q) est
sans torsion et KNZ(Q) C K agit trivialement sur M. Alors Ty est le groupe fondamental
de Yy et agit sur M. Donc on a H*(Yy,Ly(M)) = H*(I'y, M) et alors la décomposition

dans (1.5) nous donne :
H*(Yg,Lx(M)) = P H*(Ty, M). (1.6)
y

1.5.2 Opérateurs sur la cohomologie

Dt a I'importance des opérateurs de Hecke sur la cohomologie dans ce texte on va ici
rappeler leur définition plus en détail.

a) Point de vue adélique Soit K C G(Ay) un groupe ouvert-compact, M comme dans
et © € G(Ay), alors on définit opérateur de Hecke sur H®*(Yx, Lk (M)) par :

[KxK] = trgnp a1 K © [T] 0TSk knz—1 Kz (1.7)

tr gz K1 Kk €st le morphisme de transfert et resy gn,—1x, est le morphisme de restriction.
Maintenant on décrit le morphisme

[.%'] : H.<YKﬁz*1K$7£Kﬁ:c*1K:v(M>) — H.(YKO$K$*17£KQ$Kw*1(M))

dans les deux cas considérées en [L.4.1] :

Cas 1 : Dans ce cas on doit supposer en plus qu’il existe un semi-groupe R C G(Ay)
contenant K et x, et M est un R-module & gauche. Soit U = K N2~ 'Kz alors 2Uz~! =

K NnzKz~!. Lassociation g € G(A) — gz € G(A) induit un homéomorphisme Y, ;7,1 —

Y qu’on note x. Maintenant Papplication G(A) x M — G(A) x M définie par (g, m) —
(gz~1, zm) induit un y-cohomomorphisme (dans la notation de [Bre97]) Ly(M) ~ Lypp—1(M),
alors on obtient les morphismes (voir II, 8 dans [Bre97]) :

[:B] : H.(YUaﬁU(M)) — H.(YmUmflaﬁmUmfl(M))'
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Cas 2 : Avec les mémes notations on obtient un x-cohomomorphisme Li7(M) ~ L 7,1 (M)
dans ce cas & travers I'application G(A) x M — G(A) x M défini par (g,m) — (gz~!,m).

b) Point de vue classique Soit A C G*(Q)" un semi-groupe, I' C A un groupe
arithmétique sans torsion et A € A tel que ATA™! C A. On note x : \TA"L\Hp — '\ Hp
le morphisme défini par z — A~!'z. Pour M un A-module & gauche on note Lp(M) ~
Lyrxa-1(M) le k-cohomomorphisme (dans la notation de [Bre97]) obtenu du morphisme
(z,m) — (A2, Am). On note [\] : H*(I' \ Hp, Lp(M)) — H*(ATA™' \ Hp, Lypp-1(M)) le
correspondant morphisme au niveau de la cohomologie.

Maintenant soient I''T/ C A comme avant et A € A tel que IV N ATA™! est un sous-
groupe d’indice fini de I”. Alors on définit 'opérateur [TAIY] : H*(T \ Hp, Lp(M)) —
H*(I'"\ Hp, L1/ (M)) associé a la double classe AT par :

[P)\F/] = trl-*/m)\r)\—lI/ e} [)\] @) I‘eSFIm)\—lF/)\.

c) Point de vue adélique versus classique : Soit R C G(Ay) un semi-groupe con-
tenant K qui est un sous-groupe compact et ouvert de G(Af). On prend M un R-module
a gauche tel que R agit a travers son image dans G(Q),) et RN Z(Q) agit trivialement sur
M. On définit le semi-groupe A € G*4(Q)* comme I'image dans G*4(Q) du semi-groupe
des éléments de G(Q)* tel que leur image dans G(Q,) est dans 'image de R, alors A agit
sur M. Observer que I'y C A pour tout y € C;}. Dans la décomposition en composantes
connexes de la variété de Hilbert dans on choisit les gy avec image triviale dans
G(Qp). Soit = € R tel que det(K) = det(K Nz ! Kz) et on note o : Cj: — Cj la bijection
telle que pour chaque y € C?{ on peut écrire gyT = Aygq(y)kc avec Ay € G(Q), k€ K et
c € GL. Alors I'image de Ay dans G*(Q) (qu’on note par Ay aussi) appartient & A et on
a:
[KzK] = P [TopAy Lyl

+
yeCi

d) Soit M un espace vectoriel sur un corps k avec un action a gauche de G(Q) et tel
que Z(Q) agit trivialement. En plus soit © : @} — k* un homomorphisme de groupes
d’ordre fini, conducteur ¢ et tel que © o, est trivial. Soit K C G(Ay) un sous-groupe
ouvert et compact tel que son image dans G(Q)) est contenue dans [Tpjc Loy Alors on

vérifie que pour chaque y € Cjz, M(©y) est en fait un I'y-module. Soit = € G(Ay) tel que
son image dans G(Qp) est contenue dans [Lp)c Zp,n, €t en plus on suppose que det(K) =
det(K Nx~'K=x). On choisit les gy de tels que (gy)c = 1 et on écrit gyx = A\ygy(y)kc
comme avant on note aussi par vy son image dans G*4(Q)*. Alors de la méme facon que
dans la partie b) on peut définir pour chaque y € C;Q I'opérateur :

[fo(y))‘yfy] : H.(Ya(y)7 'C(M(@U(y)>) - H.(vi 'C(M(@y)))
En sommant sur toutes les composantes on obtient ’opérateur :
[KI‘K] : H.(YK, ,CK(M, @)) — H.(YK, ,CK(M, @))

Remarque 1 : Soit M un espace vectoriel sur un corps k et avec une action & gauche
de G(Qp). Soit © : Op — k* d’ordre fini, trivial sur O% et conducteur ¢ tel que sip | ¢ alors
p|p. Soit K C G(Ay) un sous-groupe ouvert et compact tel que si h € K et si h, = (‘é 2)



24 CHAPITRE 1. ResOF/ZGL2

est son image dans G(Qy) alors d € (Op ® Z,,)*. On sait d’apres la remarque de que
Lix(M(©k)) = Lk (M,©). Maintenant soit € G(Ay) tel que si z, = (¢ 7) est son image
dans G(Q)) alors d € (O ® Zy)*, et on suppose que K N Z(Q) agit trivialement sur M.
Alors on peut vérifier que les opérateurs [Kx K| sur la cohomologie définis dans a) et d)
sont égaux.

Remarque 2 : On peut procéder de la méme maniére que dans a),..,d) et que dans la
remarque 1 en changeant la cohomologie sans support a celle avec support compact, alors
on obtient les opérateurs de Hecke sur les groupes de cohomologie a support compact, H?.
Les opérateurs obtenus sont compatibles avec le morphisme naturel H? — H*® et alors on
obtient une action des opérateurs de Hecke sur son image, ¢’est a dire sur les groupes de
cohomologie H".

1.5.3 Cohomologie du bord

Soit T' ¢ G*(Q)* un sous-groupe arithmétique sans torsion. On fixe Br un ensem-
ble (fini) de représentants de 1’ensemble des classes de conjugaison de l'action de I' sur
'ensemble des groupes Borel de G4, alors le bord de la compactification de Borel-Serre
de I' \ Hf est donné par :

O \Hp) =T\ 0Hp = | | Tp\e(P), (1.8)
PeBr
ou I'p :=T'N P(Q), voir [1.3.2 pour les notations.
Soit M un I'-module. On note Lr(M) le faisceau sur O(I' \ Hg) des sections localement

constantes du fibré :

ot I'action de T sur I'\ OHp est y(z,m) = (yz,ym), et si P est un sous-groupe de Borel
de G4 alors on note Lr, (M) le faisceau sur I'p \ e(P) défini de la fagon analogue. Alors
on a les suivants isomorphismes canoniques :

H*(0(\ Hy), Lo(M)) = @) H'(Tp\ e(P), Lrp(M)) =~ @) H'(Tp,M). (19
PeBr PeBr

D’autre part il est important d’observer que I' \ Hp et sa compactification de Borel-
Serre possedent les mémes groupes de cohomologie sans support et alors la suite exacte
longue de cohomologie associé a la paire (I'\ Hp, (" \ Hr)) nous fournit :

— HZ(D\ Hp), £(M)) — H*(T'\ Hp), L(M)) = H*(O(I' \ Hp), Lr(M)) —

on a la méme suite exacte longue en termes adéliques.



Chapitre 2

Décomposition en pente < h

Dans ce chapitre, nous démontrons un résultat qui aidera a démontrer la classicité pour
la cohomologie & support compact dans (4, Soit R C G(Af) un semi-groupe et K C G(Ay)
un sous-groupe ouvert et compact contenu dans R tel que I'y est sans torsion pour chaque
y € C;{ (pour les notations voir . Soit M un L-espace de Fréchet compact avec une
action continue a gauche de R, ou L est une extension finie de Q,. On suppose que R agit

sur M a travers son image dans G(Q)) et en plus K N Z(Q) agit trivialement.

Théoreme 2.1. Soit © € R tel que le morphisme induit par © sur M est compléte-
ment continu. Pour tout rationnel h et pour chaque i € {0,...,2d} le L-espace vectoriel
Hi(Yk, L(M)) posséde une décomposition en pente < h par rapport a l’endomorphisme

Ce théoreme a été démontré pour la cohomologie sans support dans [Urbll], dont
I’approche repose sur la définition des opérateurs de Hecke comme agissant sur un complexe
calculant la cohomologie sans support. Nous adaptons les arguments de [Urb11] pour la
cohomologie du bord de la compactification de Borel-Serre de la variété de Hilbert. Ensuite,
on utilise ces deux complexes pour obtenir un troisieme complexe calculant la cohomologie
a support compact et sur lequel les opérateurs de Hecke agissent.

Avant de démontrer ce théoréme, on rappelle la notion de décomposition en pente et
quelques résultats.

2.1 Theéorie spectrale p-adique

On rappelle la définition d’une décomposition en pente < h pour un espace vectoriel sur
un corps p-adique muni d’un endomorphisme et on énonce quelques propriétés. D’apres le
bel article de Serre,[Ser62], on déduit l'existence d’une telle décomposition pour un espace
de Banach avec un endomorphisme complétement continu, ou plus généralement pour un
espace de Fréchet compact.

Soit L/Q, une extension finie de corps. Un polynéme ¢(z) € L [z] de degré r est dit de
pente < h si ¢(0) est une unité de anneau des entiers de L et si a € Q, est une racine de
q*(z) := z"q(L) alors vy(a) < h.

Définition 2.2. Soit M un L-espace vectoriel et a un endomorphisme L-linéaire de M.
Une décomposition en pente < h de (M, «) est une décomposition de L-espaces vectoriels
invariants par o, M = M; @ My, tel que M; est de dimension finie sur L, det(1 — z« |
M) € L[z] est de pente < h et pour chaque polynéme ¢(x) € L[z] de pente < h le
morphisme ¢*(a) |ar,: M2 — Mj est inversible.
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Remarques : i) Pour un A fixé, la décomposition de pente de (M, «) (si elle existe!)
est unique et on note (M, )" := My et (M,a)>" := M. On écrit M=" .= M et M>"
s’'il n’y a pas de confusion.

ii) Soit (M, «) une paire pour laquelle il existe la décomposition en pente pour h et soit
a € L alors (M, ac) posséde décomposition en pente < h+wv,(a) et on a (M, ac)Sh+vr(e) =
(M, a)=h.

iii) Soient (M, ) et (N, 3) comme dans la définition avec décomposition en pente < h.
Soit v : M — N linéaire tel que yo o = 3o~ alors y(MS") ¢ NSh et v(M>") c N>,
(voir [Urb11], lemme 2.3.2).

iv) Soit h € Q, (M, ) comme dans la définition avec décomposition en pente < h et N C
M un sous espace vectoriel tel que a(N) C N. Alors (N, a |n) posseéde une décomposition
en pente < h si et seulement si (M /N, @) possede, et dans le cas affirmatif on a : NS =
MSPAN et (M/N)Sh = M="/N<h (de fagon analogue pour > h).

v) Soit M un L-espace vectoriel et M C M un Op-sous-module tel que LI = M et
pour tout m € M — {0} il existe a € L tel que am ¢ M. Soit o : M — M linéaire tel
que a(M) C M. Alors si h < 0 et (M, ) possede une décomposition en pente < h alors
M=k ={0}.

Théoréeme 2.3. Soit M un L-espace de Banach et o : M — M un endomorphisme
complétement continu. Alors (M, a) posséde une décomposition en pente < h pour tout

h e Q.

Preuve : Ce théoréme est essentiellement la prop 12 de [Ser62] plus la remarque 3).
Soit q(z) € L[z] de pente < h et ¢*(0) = 1. On écrit ¢*(a) = 1 — o et on applique prop
12 de [Ser62] pour M, o' et a = 1 pour obtenir une décomposition M = N(q) & F(q) en
sous-espaces fermés stables par ¢*(«) tel que N(q) est un L-espace vectoriel de dimension
finie, ¢*(«) est nilpotent sur N(q) et inversible sur F(q). Il n’est pas compliqué de voir
que la décomposition N (g) & F'(q) est en fait stable par a. Finalement soit My = >-, N(q)
et My =, F'(q) ot la somme et I'intersection sont sur tous les ¢(z) € L [z] de pente < h
et ¢*(0) = 1. On peut vérifier que ces espaces forment une décomposition en pente < h de
(M,a). m

L’existence de la décomposition en pente < h dans le contexte de L-espaces de Banach
implique l'existence dans le cas de L-espaces de Fréchet compacts.

Définition 2.4. i) Un L-espace vectoriel topologique M est appelé un L-espace de Fréchet
compact s’il est isomorphe a une limite projective ]gl M, ou M, est un L-espace de Banach
et les morphismes 3,, : M,, — M,,_1 en définissant cette limite sont complétement continus.
ii) Un endomorphisme continu « : M — M sur un L-espace de Fréchet compact est dit
complétement continu si pour chaque n > 1 il existe un morphisme continu ~,, : M,,—1 —
M, tel que 7, opr,,_; = pr, o« ou pr, : M — M, est la projection.

Noter qu'un endomorphisme continu « : M — M sur un L-espace de Fréchet compact
défini pour chaque n € N un endomorphisme complétement continu o, : M,, — M, sur
I’espace de Banach M,,, donné par «, = v, o Bp.

Corollaire 2.5. Soit M un L-espace de Fréchet compact et « : M — M un endomor-
phisme complétement continu. Alors pour tout rationnel h il existe une décomposition en
pente < h pour (M,a) et en plus on a M=" = M=P o4 4 droite on considére la décompo-
sition en pente < h pour (M, o).
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Preuve : voir [Urb11], 2.3.13. =

On énonce un lemme qui sera ultérieurement utilisé :

Lemme 2.6. 1) Soit M*® un complexe de L-espaces de Fréchet compact et o® : M® — M*®
un morphisme de complezes tel que Uopérateur of : M* — M est complétement continu
alors pour tout h € Q le L-espace vectoriel H'(M®) posséde une décomposition en pente
< h par rapport au morphisme o' : H'(M®) — H*(M®) obtenu de a®.

2) Soient M® et N® deux complexes et a® : M®* — M®, * : N®* — N°*® deux morphismes
comme dans 1). Soit v* : M®* — N*® un morphisme de complexes tel que B®o~® =~*oa®
et induit des isomorphismes (M?)<" — (N))=h. Alors on a des isomorphismes au niveau
de la cohomologie : (H'(M®))Sh — (H'(N*))<h.

Preuve : Pour la partie 1) voir les discussions aux paragraphes 2.3.10 et 2.3.12 de
[Urb1i].
Soient df, et dy les différentiels de M*® et N°®. Remarquer que pour chaque ¢ ker(d’]'\/‘,) et
ker(d%,) sont des espaces de Fréchet compacts, et donc d’apres la preuve de la partie 1)
pour démontrer la partie 2) il suffit de démontrer que 4% induit un isomorphisme entre
(ker(di,))=h et (ker(diy))=". Mais d’aprés la remarque iv) on a (ker'(dlM))Sh = ker(déw) N
M=h et (ker(diy))Sh = ker(di) N N<P et alors 7! ](ker(dh))gh: (ker(di;))=" — (ker(dy))="
est un isomorphisme. ®

2.2 Décomposition en pente pour la cohomologie a support
compact

2.2.1 Complexes
Cohomologie sans support.

Soit I' un sous-groupe arithmétique de G*(Q)* qui n’a pas de torsion. On décrit la
construction de complexes avec de bonnes propriétés dont la cohomologie est celle de I’
(voir 4.2 dans [UrbI11] ou §11 dans [BS74]).

Etant donné que la variété T \ Hf est compacte et posséde une structure de variété a coins
C* a bord lisse, alors d’aprés théoréme 10.6 dans [Mun] on sait que I' \ Hp posséde une
triangulation finie qui induit une triangulation sur son bord. L’image réciproque de cette
triangulation par ’homéomorphisme local Hr — T'\ Hp nous fournit une triangulation
sur Hp qui définit bien une triangulation sur son bord. On fixe une telle triangulation.
Pour chaque i € {0, ..., 2d} on note /\; 'ensemble des simplexes de dimension i. Comme la
triangulation est finie alors I'action de I" sur A\; posséde un nombre fini d’orbites. De plus
puisque l'action de I' sur H est libre alors chacune de ces orbites est en bijection avec T'.
Soit C;(T") le Z-module libre sur A; alors C;(I") est un Z[I']-module & gauche libre de rang
fini et en considérant les opérateurs de bord standard C;(I") — C;_1(T") on a la suite exacte
suivante :

0— Coq(l') —» ... > C1(I') = Co(T') - Z — 0.

Cela veut dire que Co(I") est une résolution du Z[I'J-module trivial Z et donc on peut
calculer la cohomologie de I' avec ce complexe. Pour M un I'-module a gauche on définit
le complexe : C*(I', M) := Homp(C,(I'), M), alors :

— la cohomologie de C*(T", M) est la cohomologie de I" & coefficients dans M, H*(T', M) ;

— Ci(I’, M) est isomorphe a M" avec r; le nombre d’orbites de I'action de I' sur A,;.
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Cohomologie du bord.

Apres avoir fixé une triangulation de I'\ Hz on a obtenu une triangulation de Hz. On
consideére la triangulation du bord OHfg obtenue de cette triangulation. Comme précéde-
ment, en considérant les Z-modules libres sur les simplexes de cette triangulation du bord
on obtient un complexe :

cd(r)

qui calcule I'homologie de OHp.
Soit B I’ensemble des groupes de Borel de G®! et on note Z[B] le Z-module libre sur 3.
Alors on a :

Proposition 2.7. C2(T') est un complexe de Z[T']-modules d gauche libres et de rang fini.
De plus c’est une résolution du Z[I'|-module trivial Z[B) ; cela veut dire qu’on a une suite
exacte de Z[I'|-modules :

0—CY% (T) = ... = C) — C() — Z[B] — 0. (2.1)

Preuve : La premiere affirmation est une conséquence du fait que I'action de I' sur
OHF est libre et la triangulation de I’ \ﬁp fixée dans est finie.
Par construction le complexe C? (T') calcule 'homologie de OH . D’autre part, on sait que
OHp = ||pege(P) et chaque e(P) est contractile alors on a H;(0Hp) = 0 si i > 0 et
Ho(0Hf) = Z[B]. Donc on obtient la suite exacte dans (2.1)). m

Soit M un I-module a gauche. Pour chaque i € {0,..,2d — 1} on définit

Ci(T, M) := Homp(C?(T), M)

Une composante du bord

Soit P un Borel de G fixé, en considérant ’espace contractile e(P) on est dans une
situation analogue au paragraphe mais par rapport au groupe I'p = I' N P(Q). La
triangulation de Hp obtenue dans nous fournit une triangulation finie de e(P) et
pour chaque i € {0, ...,2d — 1} on note AZP I’ensemble de ces simplexes de dimension ¢, en
fait on a AP = {s € A;ls C e(P)}. On définit C;(T'p) comme le Z-module libre sur AP
alors on a :

Lemme 2.8. Le Z-module C;(T'p) est en réalité un Z[I'p|-module a gauche et est libre de
rang fini. De plus la suite suivante est exvacte :

0—>ng_1(rp) — ... —>01(Fp) —>C(](Fp) — 7 — 0. (2.2)

Preuve : Comme P(Q)NG*(Q)* agit sur e(P) et T agit sur Hy alors I'p agit & gauche
sur e(P) et laisse invariant la triangulation, donc C;(I'p) est un Z[I' p]-module. L’action de
I'p sur e(P) est libre alors C;(I'p) est en fait un Z[I'p]-module libre. De plus il est de rang
fini parce que I'image dans I'p\ e(P) de la triangulation de e(P) est finie. En considérant les
opérateurs de bord standards d; : C;(T'p) — C;_1(I'p) on obtient un complexe (Co(I'p), ds)
calculant ’homologie de e(P). Finalement comme e(P) est contractile alors on obtient la

suite exacte dans (2.2)). =

Proposition 2.9. 1) On a un isomorphisme de complexes qui est fonctoriel par rapport
a M :
C3(T, M) —— @®pep.C*(Tp, M),
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ot Br est un ensemble de représentants des I'-classes de conjugaison des groupes Borel de
G* et C*(T'p, M) := Homr, (Ce(I'p), M).

2) Cg(I‘,M) est isomorphe d un nombre fini de copies de M. De plus la cohomologie du
bord H*(D'\OHp, L(M)) est calculée en prenant la cohomologie du complexe C3(I', M) (ici

L(M) est le faisceau défini dans[1.5.5).

Preuve : Soit Br est un ensemble de représentants des I'-classes de conjugaison des
groupes de Borel de G*1. On a la suivante décomposition de C2(T') par des Z[I']-modules :

cl) = D D C.(Tq),

PeBr Q~P

alors il suffit de définir pour chaque P € Br un isomorphisme
Homr (Dg.p Ce(l'q), M) —— C*(T'p, M).

Soit P € Br fixé. On définit Homp(@g.p Ce(I'q), M) — C*(T'p, M) par v — ¢ |, (rp)-
On vérifie que cette fonction est un isomorphisme. Soit ¢ tel que ¢ |¢, )= 0. Pour
s € Co(Tg) avec Q ~ P soit v € T tel que vs € Co(T'p) alors ¢(s) = v Lo(vs) = 0, alors
¢ = 0 et donc le morphisme est injectif. Concernant la surjectivité, soit ¢ € C*(I'p, M)
et on définit B : Pgp Ce(I'g) — M comme suit : soit s € Co(T'g) avec Q ~ P et on
choisit v € T tel que s € Co(I'p), alors on pose @(s) := v Lp(vs). @ est bien défini : soit
7 €T tel que v's € Co(I'p) alors si § := 'y~ on a de(P)Ne(P) # (), d’ott on obtient que
e(6P5~1) = de(P) = e(P) et donc §P§~! = P. 1l n’est pas compliqué de vérifier qu’on a
forcément § € P, et alors § € I'p, et finalement 7/~ 1p(7's) = v~ Lp(6vs) = v Lo(ys) =
@(x). Le fait que @ est I'-équivariante est démontré de la méme fagon.

La premicre affirmation de 2) est une conséquence du fait que C2(T") est un Z[I']-module
libre de rang fini. Finalement d’aprés la partie 1) et la décomposition on déduit que
la cohomologie du complexe C§(I', M) est la cohomologie du bord H*(I'\ 0Hp, L(M)).m

Cohomologie a support compact

D’abord on va rappeler la notion de cone d’un morphisme de complexes dans une
catégorie abélienne. Soit A une catégorie abélienne. Si C = (C%);cz est un complexe
d’objets de A alors on note par C[1] la suspension de C' définie par C[1]" = C**! et le
différentiel évident. De facon analogue, on définit C[—1]. Soient C = (C%);ez et D =
(D%);cz deux complexes d’objets de A et 7 : C' — D un morphisme de complexes alors
le cone de w est un complexe d’objets de A, C(w) défini par : C(7) := C @ D[—1] avec
—d¢ 0

. Observer que le céne est bien défini
—m dp)

le différentiel donné par do(r) = <

dans la catégorie homotopie sur A et fournit cette catégorie d’une structure de catégorie
triangulée.

Pour un groupe arithmétique sans torsion I' C Gad(Q) et M un I'-module a gauche soit
7 : C*(T, M) — C5(I', M) le morphisme induit de I'inclusion C¢(I') C C4(T). Alors on
définit le complexe :

C(T, M) :=C(m)

Alors les groupes de cohomologie H?(I' \ Hp, £L(M)) peuvent étre calculés en prenant
la cohomologie du complexe C2 (T, M).
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2.2.2 Opérateurs

Dans [Urb11] on définit I’action des opérateurs de Hecke sur les complexes définis dans
en utilisant le fait que pour chaque sous-groupe arithmétique I' C Gad((@)Jr qui n’a
pas de torsion, le complexe Co(I") est une résolution par des Z[I'l-modules libres de rang
fini (en particulier projectifs) du Z[I']-module trivial Z. De la méme maniére, en utilisant
le fait que le complexe C2(T) est une résolution par des Z[I']-modules libres de rang fini
du Z[I']-module trivial Z[B] (voir proposition on fait agir les opérateurs de Hecke sur
les complexes dont la cohomologie est la cohomologie du bord. Remarquer qu’on a choisi
d’utiliser les I'-modules & gauche M et non a droite comme dans [Urb11].

Paires compatibles

Tout d’abord on expose une situation générale. Soient I' et IV deux sous-groupes arith-

métiques sans torsion de G*4(Q)*, de plus on prend N un I'-module & gauche et M un
I-module. Une paire (¢, ) est dite compatible si ¢ : T' — T" est un morphisme de groupes
et @ : M — N est un morphisme de Z[I'|-modules ot M est vu comme I'-module & travers
¢. Pour une paire compatible (¢, @) on peut associer (voir 4.2.5 dans [Urb11]) un mor-
phisme o® : C*(I", M) — C*(I', N) dans la catégorie homotopie surZ. On peut obtenir un
morphisme analogue pour le bord.
A travers ¢ le complexe CZ(I") est une résolution du Z[I']-module trivial Z[B], comme
CI(T) est une résolution projective alors il existe un morphisme ¢, : CZ(T') — C2(T") de
complexes de Z[I'l-modules a gauche et est unique & homotopie pres (c’est a dire un mor-
phisme unique dans la catégorie homotopie sur Z[I']). Alors on peut définir un morphisme
de complexes de Z-modules a® : C§(I", M) — C§(T', N) par ¢ — a0 ¢ o ¢,. Observer que
ce morphisme est bien défini dans la catégorie homotopie sur Z. On a les deux diagrammes
commutatifs suivants :

Co(T) —— Co(I) C*(',N) +—— C*(I', M)
I I | |
cor) —— C2(1) C3(T,N) +—— C3(I’, M)

Le premier diagramme est dans la catégorie homotopie sur Z[I'] ou les fleches verticales
sont les inclusions naturelles. Le deuxieme diagramme est dans la catégorie homotopie sur
Z.

Cela nous permet d’associer a chaque paire compatible (¢, ) un morphisme dans la
catégorie homotopique sur Z noté

a®: C*(I',N) — C*(T, M)

Maintenant on considere deux cas particuliers :

~ Onprend I' C IV et M = N, ¢ l'inclusion et « I'identité sur M. Alors on obtient le
morphisme de restriction : respr p : C§(IY, M) — C5(T', M).

— Soit A ¢ G*(Q)* un semi-groupe contenant un sous-groupe arithmétique I qui n’a
pas de torsion et on fixe A € A tel que AA™! C A. Soit M un Z-module avec une
action a gauche de A . On considére la paire compatible donnée par ¢ : \LA™! — T
v = A 'yX et M — M défini par m — Am. Le morphisme obtenu est noté par
[A]: C5(T, M) — CH(ATAL, M).

— Les morphismes correspondants aux complexes calculant la cohomologie a support
compact sont notés de la méme facon :

resy/r - CC.(F,,M) — CE(F,M)
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] : C2(I, M) — CS(ATA™L, M).

Opérateurs de Hecke

D’abord on définit le morphisme de transfert sur les complexes. Si I' est un sous-
groupe d’indice fini de T” alors CJ(I") est aussi une résolution projective du Z[I']-module
trivial Z[B] et alors il existe un unique morphisme 7 : CZ(I") — C2(I") dans la catégorie
homotopie sur Z[T']. Si M est un I"-module & gauche on définit le morphisme de transfert
trp v 0 C5(T, M) — C3(IY, M) comme suit : On décompose I' en classes I = Ly I et
pour ¢ € C§(I", M) on définit

trrr (p)(s) = ZVq@(T(’Y;lS))-

On constat que ce morphisme ne dépend pas du choix des v, et qu’il est bien défini dans la
catégorie homotopie sur Z. On a aussi des diagrammes commutatifs comme précédement.

Maintenant soit A C G*(Q)T un semi-groupe contenant I' et IV deux groupes arith-
métiques sans torsion, et soit A € A tel que le groupe IV N ATA™! est d’indice fini dans I'.
Alors pour chaque A-module a droite M on définit I’opérateur double classe :

[CAT'] : C3(T, M) — C5(I', M) par [CAL'] = trpeara-11v © [A] o resp pry-1rvy-

L’opérateur [['AI"] est bien défini dans la catégorie homotopie sur Z et dans cette catégorie
on a le diagramme commutatif suivant :

[TALY]

C*(T', M) (I, M)

[CAT]

C3(r, M) O3 (1", M)
ici, le morphisme [[AI'] : C*(T', M) — C*(I", M) est défini dans 4.2.6 de [UrbI1] et les
fleches verticales sont les morphismes canoniques.
Le cone d’un morphisme de complexes est bien défini dans la catégorie homotopie, alors
le dernier diagramme commutatif nous fournit le morphisme suivant dans la catégorie
homotopie sur Z :

[CATY]: C2(T, M) — C2(T', M). (2.3)

2.2.3 Remarques

Soit I' ¢ G*4(Q)* un groupe arithmétique sans torsion et M un I'-module & gauche.
Au §[2.2.1] on a défini les complexes de Z-modules C*(T', M), C3(T', M) et C$(L, M), et
par construction chaque terme de ces complexes est isomorphe comme un Z-module & une
somme finie de copies de M. Soit A un anneau et M est un A-module & gauche alors ces
complexes sont en fait complexes de A-modules et les isomorphismes entre les termes des
complexes et les copies de M sont compatibles avec la structure de A-module. Si A = L
est une extension finie de @, et en plus M est un L-espace de Banach alors les termes des
complexes sont L-espaces de Banach. On arrive a la méme conclusion si M est un Fréchet
compact.
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D’autre part si (¢, ) est une paire compatible et o : M — N est un morphisme de A-
modules alors le morphisme C3(IV, M) — C3(I', N) pour ? = (),0, ¢ défini dans [Urb11]
et au § [2.:2.2] est bien défini dans la catégorie homotopie sur A. Si M et N sont des L-
espaces de Banach, o est continu et les actions de I' et I sont continues, alors il n’est
pas compliqué de voir que ce morphisme de complexes est bien défini dans la catégorie
homotopie de la catégorie des L-espaces de Banach. On peut aussi vérifier que si en autre
on suppose que « est un morphisme compleétement continu alors le morphisme dans chaque
terme C% (', M) — C’%(F, N) est complétement continu. Tout comme précédement on a la
méme conclusion si M et N sont des espaces de Fréchet compacts.

Soit maintenant A C G?(Q)* un semi-groupe et I',I” deux groupes arithmétiques sans
torsion dans A. Soit A € A tel que I'NATA~! est d’indice fini dans I". Soit L une extension
finie de Q, et M un L-espace de Banach (ou L-espace de Fréchet compact) avec une action
continue & gauche de A et tel que le morphisme induit par A est complétement continu.
Soit ? € {0, 9, ¢} alors la discussion ci-dessus implique que [[AL”] : C(T, M) — C4(I", M)
est completement continu pour chaque 1.

2.2.4 Preuve du théoréme 2.1]

On utilise les notations données au début de cette section.

Preuwve du théoréme On choisit I'ensemble {gy|ly € C;:} comme dans tel que
I'image dans G(Q,) de chaque gy est 1. Alors I'image de I'y dans G(Q,) est contenue dans
I'image de K et alors I'y agit aussi sur M. De plus comme par hypothese K N Z(Q) agit
trivialement sur M on en déduit que I'y agit sur M a gauche. Par hypothese, chaque T'y

est sans torsion, on peut donc considérer les complexes de L-espaces de Fréchet compacts
C2(I'y, M) et on définit :

CHK,M):= € C:(Ty, M).

+
yeCK

ce (fy,M ) est un complexe de L-espaces de Fréchet compact. D’autre part d’apres la
décomposition et le fait que C2(Ty, M) calcule la cohomologie & support compact
pour Yy alors la cohomologie de C? (fy, M) nous donne la cohomologie & support compact
de la variété de Hilbert Yj par rapport au faisceau Lx (M).

Soit A € G*(Q)* I'image dans G*4(Q) du semi-groupe des éléments de G(Q)* tels que
son image dans G(Q,) est dans I'image de R. Soit o la permutation de Ci tel que pour
chaquey € C}? on a gy = Aygs(y)kc avec Ay € G(Q), k € K et ¢ € GL,. Alors pour chaque
y on a fy C A, Ay € A et I'opérateur sur M obtenu de I'action de )y est complétement
continu. Alors le morphisme [fy)\yfg(y)} est completement continu. On définit :

[KzK] := @ [CyAyTop)] : C2(K, M) — C2 (K, M).
yeck

Alors ce morphisme est bien défini dans la catégorie homotopie des L-espaces de Fréchet
compacts, sur chaque terme 'opérateur est complétement continu et induit I'opérateur
de Hecke correspondant au niveau de la cohomologie : [KxK] : H2(Yx,Lx(M)) —
H?(Yk, Lk (M)). Finalement, le théoreme est une conséquence du lemme n

Corollaire 2.10. Soit MM un O -sous-module de M tel que LI = M et sim € M — 0
alors il existe a € L tel que am ¢ M. Si M est invariant par Uaction de R sur M alors
Hi(Yg, L(M))Sh = 0 pour tout h < 0.
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Preuve : Soit y € C. Ci(Ty, M) est isomorphe & M" avec r € N , on note 9, C
CY(Ty, M) le Of-sous-module qui correspond & 9" A travers ce isomorphisme. My =
®yMy est un Op-sous-module de CL(K, M) et LMy = CL(K, M) et pour chaque ¢ €
CL(K, M)—{0} il existe a € L tel que ap ¢ M. Pour chaque y le morphisme [Ty AyTy(y)
Ci(Ty, M) — CLT ,(y), M) défini dans la preuve du théoréme envoie My dans My,
et donc My est stable par rapport a l'opérateur [Kx K| de C%L(K, M). Alors d’apres la
remarque v) dans[2.1|si h < 0 alors CL(K, M)=" = {0}. Finalement le lemme [2.6{implique
H{(Yg, L(M))Sh=0. m






Chapitre 3

Distributions

On introduit les distributions sur Or ® Zjp, qui donnent lieu aux coefficients dans la
cohomologie qu’on utilise : les coefficients surconvergentes. D’autre part on discute sur les
distributions sur groupes de Galois.

3.1 Généralités

3.1.1 Définitions

On renvoie vers [Urb11] pour les détails. Soit X C Q) un ouvert et compact. Pour une
extension finie L/Q, on note A(X, L) le L-espace vectoriel des fonctions f : X — L qui
sont localement L-analytiques. En plus soit A, (X, L) le L-espace vectoriel des fonctions
f € A(X, L) qui sont analytiques sur les boules de rayon p~" d’une couverture de X. On
consideére la norme sur A, (X, L) définie comme suit : soit f € A,(X,L) et a = (ay,..,a,) €
X un centre d’une boule de rayon p~" ot on a :

f(z1,..,zp) = Z em(a)(zy —ay)™ . (z — ap)™,

meN”

alors on définit || f ||,= sup{|em(a)|pp™" 225m | m e N, , a}. Avec cette norme A, (X, L)
est un L-espace vectoriel de Banach et I'inclusion A, (X, L) — Ap4+1(X, L) est complete-
ment continue. Son dual D, (X, L) est un espace de Banach par rapport a la norme

el = sup{“ﬁ%ﬁlp | f € Au,(X,L)} . On considere sur A(X, L) la topologie limite in-
ductive et soit D(X, L) son dual topologique, alors D(X, L) est la limite projective des
Dn(X, L), et les morphismes D,,11(X, L) — D, (X, L) sont complétement continus. Alors
D(X, L) est un espace de Fréchet compact. Si u € D(X, L) et n € N on note par abus de

notation ||ull, & la place de [|u |4, (x,z) [In-

3.1.2 Admissibilité

On commence avec une définition générale. Soit L/Q, une extension finie. On prend
M un L-espace vectoriel tel que on a une décomposition M = U,enM,, avec M,, un espace
vectoriel de Banach, si n < m alors M,, C M,, et cette inclusion est un morphisme com-
plétement continu. Alors son dual topologique MY est un espace de Fréchet compact, la
limite projective des espaces de Banach M, ol on considére la norme sup. Soit 7' € M"Y
alors T |y, € M,/ pour chaque n € N et on note |T|,, sa norme. Soit h > 0 rationnel alors
on dit qu'une transformation linéaire T° € MY est h-admissible s’il existe une constante
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C > 0 tel que pour tout n € Non a [T, < Cp™.

Si par exemple on prend M = A, (X, L) avec X compact alors u € D, (X, L) est h-
admissible s’il existe C' > 0 tel que pour chaque n € N et pour toute f € A,(X,L) on a

1(Hlp < CP" [ fIn-
Dans cet exemple considerer le cas de X = Z,. D’abord observer que si a € Zj, j € N et

n € Nalors f(2) = layprz, (2 —a) € An(Zy, L) et || f|ln = p~". Donc si p : A(Zp, L) — L
est une transformation linéaire continue h-admissible alors il existe C' > 0 tel que quels
que soient a € Z,, j € Net nc€ Non a :

|M(1a+p"Zp(z - a)j)|p < Cpn(hij)'

Comparer avec les définitions dans [AVT5H] et [Vis76].

3.2 Notations

3.2.1
On définit quelques groupes et semi groupes dans G(Q)).
- T~ ={(89)eT(Qp)| ab™t € Op @ Zy}
- T=={(§p) € T(Q)| ab™! € pOFp © Ly}

©5) € G(Zy)lc € pP"OF @ Lp}
~ Ny =177 1,. Ona Ay :=Ap 1 =

G(Qp) N {:c(;cg) | d € (OF ®Zp)*,b,c,a € O @ Ly, x € (F®Qp)*}

3.2.2 Poids

On considére sur T(Z,) = {(39) | a,b € (Op @ Zp)*} =~ (Op @ Zyp)* x (Op @ Zp)*, la
topologie p-adique. Un Poids est un homomorphisme continu de groupes A : T'(Z,,) — @p*.
Soit A un poids alors il existent des homomorphismes continues Aj, Ay : (O ®Zy,)* — @p*
tels que : A((29)) = A(a)X2(b). Un poids X est dit localement algébrigue si il existe une
extension L/Q, contenant I'image & travers inc, de la cléture normale de F' et il existe
249 € X*(Tp) et € un caractére de T(Z,) avec image finie tel que A = \%e (par abus
de notation A% note la composition T(Z,) < T(L) — L* < Q,”). En plus A est dit
arithmetique s'il est localement algébrique et A%9 est dominant. Finalemen soit A = \*8¢
un poids arithmétique avec (a,b) € Z% X Z% correspondant & A2, On dit que \ est
critique si :

—ilexisteceZ tel quea+b=ctout=(1)sex,;

—a>0etb<O0.

— €(&%) =1 pour chaque unité e totalement positive de O%..

3.3 Distributions sur O ® Z,

3.3.1 L’induction localement analytique

Soit L une extension finie de Q, et A : T(Z,) — L* un homomorphisme continu de
groupes. On étend A & B7(Q,) N I a travers le morphisme canonique B~(Q,) NI —
T(Zy). On identifie I avec un ouvert de Qf,d et on définit ’induction localement analytique
A\(L) comme l’ensemble des fonctions localement L-analytiques f : I — L tels que
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f(bg) = A(b)f(g) pour tout b € B~(Q,) NI et g € I. Ay(L) est une union dénombrable
de L-espaces de Banach A\(L) = UpenAxn(L) out Ay (L) est le L-espace de Banach des
f € Ax(L) pour lesquelles il existe une couverture de I par des boules de rayon p~" tel que
[ est analytique sur chacune d’elles. L’inclusion Ay ,,(L) < Ay ,,4+1(L) est un morphisme
completément continu. Alors I'induction localement analytique est équipée de la topologie
limite inductive et donc son L-dual topologique noté par Dy (L) est un L-espace de Fréchet
compact.

On donne une autre description de Ay(L). D’abord on identifie Or ® Z,, avec un ouvert
et compact de Qg compatible avec 'identification de I avec un ouvert et compact de Q;‘,d.
D’apres la discussion I'espace A(Op ® Zy, L) est une union dénombrable de L-espaces
de Banach et donc munie de la topologie limite inductive par rapport a la laquelle son dual
D(Of @ Zy, L), est un L-espace de Fréchet compact. On a un isomorphisme de L-espaces
topologiques :

oit folz) = f ((1) j>.

3.3.2 La x-action sur les distributions

A\(L) - A(OF @ Zyp, L) f— fo (3.1)

D’apres [Urbll] on peut définir une action continue & gauche de A, sur Dy(L) et
alors on déduit une action sur D(Op ® Zyp, L). On explicite 'action & droite obtenue sur
A(OF ® Zy, L). Soit f € A(Op @ Zp,L), v € Ap et z € Op @ Zy, alors :

~ Siy=(2Y) €I onpose:

(F £ = MO 0 (),

d—cz

- Siy=(29) €T on pose :

(F 1)) =AY - ) (ad72), (3.2)

voir dans notations pour la définition de la fonction u.
Remarquer que la x-action & droite de I sur Ay(L) est bien connue, en effet on a :
(f ) (x) = f(xy~!) pour z,7 € I. Le résultat suivant est trés important :

Lemme 3.1. Soit v € IT=1 C A, alors le L-endomorphisme de D(Op @ Zy, L) défini par
laction de v est un opérateur compact.

Preuve : Voir [Urb11], Lemme 3.2.8. »

Remarque : 1) Observer que d’apres ce lemme nous permet de déduire I’existence
de décomposition en pente pour (Dy(L),v) siy € IT~1 C A,,.
2) Selon le contexte on utilisera la description de Ay (L) comme 'induite localement ana-
lytique ou comme I'espace des fonctions localement analytiques sur O ®Z,, et on utilisera
la méme notation pour ces deux descriptions. Remarquer que la description en termes de
fonctions sur O ® Z, ne dépend pas de A au contraire de sa *-action.
3) Selon le cas on utilisera I'action a droite de A, ! sur Dy qu’on obtient de l'action a
gauche de A,,.
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3.3.3 Or-sous-modules

Soit A (Op) le Op-module des f € Ay(L) a valeurs dans Or. On fournit a A, (Op) de
la topologie induite de celle de Ay (L) et on note Dy (Or,) son dual continu. Alors il n’est pas
compliqué voir que Ay(L) = LAx(OL), on considére Dy (Or) comme un sous module de
Dy (L) de la facon naturelle. Le O-sous-module de A(Op®Z,, L) correspondant a Ay (Op,)
est défini de la méme maniere et noté A(Op ® Zp, Op,), et on note D(Of ® Z,, Or,) son
dual topologique qui correspond & Dy(Or).

Dans le cas ou A a ses valeurs dans O7F il est important de remarquer que la *-action
sur Dy (L) laisse invariant le module D)(Op). En fait on peut vérifier cette affirmation en
regardant les formules explicites données ci-dessus.

3.4 Distributions sur des groupes de (Galois

Conjecturalement les fonctions L p-adiques associées aux motives définies sur F' de-
vraient étre la transformée de Mellin de distributions admissibles sur certain groupes de
Galois. Ici on décrit ces objets.

3.4.1 Le groupe Gal,.

Soit FP* J’extension abélienne maximale non ramifiée en tout idéal premier, g, de F'
tel que q ¢ p. On note
Gal, = Gal(FP™/F).

Pour m un idéal entier de F' on note F™ le corps de classes de rayon m de F. Alors
FPab —J F™ ot 'union est sur tous les idéaux entiers m = [1; 9" avec nq = 0si q{p.
Donc on a :

Gal, = @Gal(Fm/F),

avec m comme avant. Donc Gal, est un groupe pro-fini et la famille {Gal™} , ou Gal™ =
Gal(FP® /F™), est une base de voisinages de 1’ identité.

Soit E(1) le groupe des unités positives de F' (voir [5.2.1] pour la justification de la notation)
considéré comme un sous-groupe de (Op ® Z,)* & travers le morphisme : O3 — (Op ®

Zp)* =Tlpp Iy, € = (e, ..,€). On note E(1) la cloture de E(1) dans (Op ®Z,)*. La théorie
des corps des classes nous fournit un isomorphisme :

r: (Op @ Z,)*/E(1) — Gal(FP9/FL), (3.3)

ici F'! est le corps de classes de rayon Op.

D’apres la théorie des corps des classes on a un isomorphisme de groupes : CIIJS ~
Gal(F1/F), ou Clf est le groupe de classes de rayon A%/FLOpF*. Donc on obtient
la. décomposition canonique suivante :

Gal, = [] Galpx, (3.4)

+
xeCl;

ou Gal, x est le groupe des p € Gal, tel que p |g1 correspond & x a travers 'isomorphisme
Cl} ~ Gal(F!/F) (remarquer que Gal,; = Gal(FP49/F')). Pour chaque x on fixe ay €
Galy, x, alors (3.3) nous fournit un homéomorphisme (dépendant du choix des ax) :

r« 1 (OF ® Zp)*/E(1) — Galp x (3.5)
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3.4.2 Distributions sur Gal,

Ici on va définir certains espaces de fonctions sur Gal, qui nous seront utiles.
Soit L une extension finie de ;. On considere 'identification de Or ®Z;,, comme un ouvert
et compact de Qg et on note :

AT((OF @ Zy)", L)

le sous espace vectoriel fermé des fonctions f € A((Or ® Z,)*, L) tels que f(ez) = f(2)
pour tout z € (Op ®Zy)* et e € E(1). Alors AT ((Op ®Zp)*, L) = Upen At (Op®Zy)*, L)
ot AF((Op ® Zp)*, L) :== AT((Op ® Zp)*,L) N A, ((OF ® Zp)*, L) est un L-espace de
Banach. On note :
DT ((OF ® Zp)*, L)

le dual topologique de AT ((Op ® Zy,)*, L), un espace de Fréchet compact. Comme avant
pour € DT ((Op ® Zp)*, L) et n € N on note ||ul|, & la place de ||u ‘Ai((0F®Zp)*,L) |-
Comme dans on peut définir la notion de distribution h-admissible dans Dt ((Op @
Zp)*,L).

Soit m: (Op ® Zp)* — (O @ Zy)*/E(1) la projection canonique, on définit :
A(Gal,, L) = { f:Gal, = L| fy € AY(OF ®Z,)", L) Vy € 01;} (3.6)

ou fy = foryom Remarquer que cette définition ne dépend pas du choix des ay,
qui sont utilisées pour la définition des ry. A partir de la définition on a un isomor-

phisme A(Gal,, L) 2 AT ((OF ® Zp)*,L)Cl; défini par f — (fy),cq avec inverse noté
F

E, définie comme suit. Pour y € Clf soit Ey : AT((OF ® Zp)*,L)CIF — A(Galy, L) tel

que Ey(f)(a) =0sia ¢ Gal,y et Ey(f)(a) = f(2) si a =ry([2]) € Gal,y. Alors on pose

E =% ccr Ey. On obtient une structure d’espace de Fréchet sur A(Galy, L) en fait est
F

la limite inductive des espaces de Banach A,,(Gal,, L) ('image de A} ((Op ® Z,)*, L)Cl;).
Le dual topologique de A(Gal,, L), noté D(Galy, L), est un espace de Fréchet compact et
on a un isomorphisme :

D(Galy, L) = DH(Or @ Z,)", D)% 1= (1y).

Remarque : Comme D(Galy, L) et DT ((Op ® Z,)*, L) sont L espaces de Fréchet on
peut parler de distributions h-admissibles comme dans Alors on peut voir que p €
D(Galp, L) est h-admissible si et seulement si iy est h-admissible pour chaque y € Cl;.

3.4.3

Maintenant on va expliquer que A(Gal,, L) contient assez des fonctions pour nos pro-
pos.
D’abord remarquer que les fonctions L p-adiques sont définies sur le groupe de Lie sur C,
défini par :
X = Homeont (Galy, C).

( voir 4 dans [Pan94] pour sa structure). Il n’est pas compliqué de voir que :

Proposition 3.2. Soit L une extension finie de Q,. Alors on a :

i) X,(L) C A(Gal,, L).

it) Soit U C Gal, un sous-ensemble ouvert et compact et soit 1y sa fonction
caractéristique. On a 1y € A(Galy, L).
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Remarque : Soit ngors C A, le sous-groupe discret des éléments d’ordre fini. Pour un
corps L C C,, soit X}(L) le sous groupe de &}, des homomorphismes avec image dans L*.
Analoguement on définit X3°"(L). Observer que chaque x € X3°**(L) peut étre vu comme
un caractere de Hecke d’ordre fini et conducteur divisant une puissance de pOp a travers :

-1
X ll’le

Ay /Fr —T€C . Gal, L* Q.




Chapitre 4

Classicité pour GLo/F

Pour obtenir la classicité dans le contexte de la cohomologie & support compact (voir
théoreme on suit [Urbl1]. La difficulté principale pour étendre au cas de support
compact argument de [Urb11] est I'existence de la décomposition en pente obtenue dans la
section [2| Pour conclure, comme dans le cas sans support, on utilise une version localement
analytique de la résolution BGG obtenue dans [Urb11].

4.1 Enoncé

Soit L une extension finie de @, contenant I'image a travers inc, de la cloture galoisi-
enne de F. Soit A = \¥8¢: T (Zp) — L* un poids arithmétique, alors A8 est un caractere
algébrique dominant et € est d’ordre fini.

Soit (a,b) € Z*F x Z>F la liste associée & A8 & travers la correspondance , et on
suppose qu’il existe r € Z tel que a +b = —rt. On note k = a — b + 2t > 2t.
D’autre part soit mo € N tel que € peut étre factorisé a travers T(Zy,) — T(Zy,/p"™°Zy),
alors on peut étendre € & un homomorphisme de I,,,, en considérant I,,,, — B(Z,/p"™°Z,) —
T(Zy/p™Zy). L'espace Vyaig(L) défini dans posseéde une action & gauche par G(L)
donnée par (g - f)(h) = f(hg); et Ax(L) défini dans est un A;l—module a gauche. Le
Ipn,-module a gauche Vyais (€, L) consiste en I'espace vectoriel Vyaie (L) avec 'action de I,
tordue par e.
Pour chaque f € Vyaig(e, L) on définit une fonction f: Z, ® Op — L par f (z) = f({%),
alors on obtient un morphisme de L-espaces vectoriels Vyag (€, L) — Ax(L). On peut véri-
fier que ce morphisme est I,,,,-équivariant. Alors on a un morphisme de L-espaces vectoriels
qui est I,,,-équivariant :

DA(L) — Vyais(e, L)Y (4.1)

L’image de Vi (e, L) dans Ax(L) est A}, -invariant et I'action obtenue sur Vyag (e, L)
est appelé la x-action. Alors on obtient la *-action & droite sur Vyag (e, L)¥. Comme on a
vu la x-action coincide avec I'action standard (obtenue & travers A, C G(Q,) C G(L))
pour les éléments appartenant a I'Iwahori I, C A, ino mais sont différentes en général,
par exemple pour tout u € Vy(L)Y on a :

k—2t4rt

px (50 =p 2z p-(§9). (4.2)

Soit K C G(Ay) un sous groupe ouvert compact tel que son image dans G(Q),) est contenue
dans Ip,,. On suppose que K N Z(Q) C {eld| e € O} et en plus si eld € K N Z(Q)
alors e(eld) = 1. D’autre part on suppose que pour tout y € C;g le groupe fy est sans
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torsion (voir [L.3.1] pour les notations). On peut considérer Dy (L) et Vyai(e, L)Y comme
K-modules a droite, et d’apres les hypotheéses on vérifie que K N Z(Q) agit trivialement.
On peut construire les faisceaux £(Vyaie (€, L)Y) et L(Dx(L)) sur la variété de Hilbert Yy
(voir[1.4.1) et on voit que le morphisme Dy (L) — Vg (e, L)V est K-équivariant et induit :

H? (Yi, L(DA(L))) = H2(Yic, L(V yais (e, L)) (4.3)

Soit x = (x¢) € G(Ay) défini par vy =1 € G(Qq) si £ # p et x), = ((1)2) € G(Qp). On
considére n’importe quel semi-groupe de G(Ay) contenant K et avec image dans G(Q,)
contenue dans A, . et on définit US™ comme l'opérateur [Kz K| sur H (Yi, £L(DA(L)))
comme dans cas 1 de En considérant la *-action maintenant sur Vyag(e, L)Y on
obtient un opérateur sur H (Y, L(Vyae(e, L)Y)) noté US. Si a la place de la x-action on

considére I'action standard sur Vyai (e, L)¥ alors on obtient un autre opérateur, noté U,.
k—2t4rt

D’apres on a UZ? =p =z U,

Clairement H? (Y, L(Vyaie(e, L)Y)) posséde une décomposition en pente < h par rapport
a U). D’autre part d’aprés le lemme et le théoreme H?(Yk,L(Dx(L))) possede
une décomposition en pente < A pour tout rationnel h.

En plus on a le diagramme commutatif suivant :

HE(Yi, L(DA(L))) —— H2(Yi, L(V (€, L))

[ [

HE (Y, L(DA(L))) —— HZ(Yie, L(Vyae (€, L))
alors le morphisme induit (voir remarque ii) dans :

H (Yie, L(DA(L)))=" — HE (Yie, £(V s (€, L)) =", (4.4)
pour tout rationnel h.

Théoréme 4.1. Soit k° = min{k, | 0 € Zp}. Si h < k¥ — 1 alors le morphisme dans

est un isomorphisme.

4.2 QOutils

On introduit un sous espace de Ay(L) contenant Vyag(e, L), linduction localement
algébrique. Le dual de cet espace possede une résolution analogue au complexe BGG, les
dernieres trois termes de cette résolution sont dans la base de la preuve du théoreme

4.2.1 L’induction localement algébrique

On définit I’induction localement algébriqgue de A comme le sous espace vectoriel de
Ay (L) des fonctions localement L-algébriques, on note cet espace par Vy(L). Ona V(L) =
UnenVan (L) avec V) (L) = VA(L) N Ax,(L). Pour chaque n Iespace V), (L) est un L-
espace vectoriel de dimension finie, sur cet espace on considere la norme obtenue de celle de
Axn(L). On considere la topologie limite inductive sur V(L) qui correspond & la topologie
obtenue de 'inclusion V(L) C A)(L). Son dual par rapport a cette topologie,Vy (L)Y, est
un L-espace de Fréchet compact, en fait est la limite projective des Vy ,,(L).
Soit U : Vo(L)Y — VA(L)Y un opérateur complétement continu alors d’apres le lemme

et le fait que V) o(L) = Vyag(e, L) on déduit que Vi (L)Y posséde une décomposition
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en pente < h pour tout rationnel h et on a un isomorphisme de L-espaces vectoriels
(VA(L)) < = (Ve (e, L)) <.

En plus on voit que la *-action de A, ! laisse invariant Vy (L), donc on obtient une action &
gauche de A, * sur V(L). Le morphisme Vyag (e, L) — Ax(L) défini dans [4.1| nous fournit

une suite de A;’,lno—modules a gauche Vyag(e, L) — V)(L) — A)(L) ou la derniere fleche

est I'inclusion, et alors on obtient la suivante suite de A, %O—modules a gauche :
Dy(L) — VA(L)Y — Vyae(e, L)Y, (4.5)

ici on considere la x-action sur Vyaie (e, L)V. Soit £(Vy (L)) le systéme local sur Yi associé
a ViA(L)Y, ce dernier vu comme un K-module & travers K — I, alors la derni¢re fleche
dans (4.5) nous fournit un morphisme :

H2 (Y, L(VA(L)Y)) = HS (Yi, L(Vyae(e, L)Y)). (4.6)

On peut définir un opérateur sur H?(Yx, L(VA(L)")) qu'on note par UL°, de la méme
maniere que I'opérateur Up" sur H2 (Yi, L(DA(L))) a était défini (voir . Ona:

Proposition 4.2. H? (Y, L(VA(L)Y)) posséde une décomposition en pente < h par rap-

port & UII;C, pour tout rationnel h. Le morphisme H2 (Y, L(VA\(L)V))=" — HE (Y, L(V yarg (e, L)V)) ="
obtenu du morphisme est un isomorphisme. Ici H®(Yo(c), L(VA(L)Y))S" est la dé-
composition en pente par rapport d Uz?'

Preuve : D’abord remarquer que l'opérateur sur Vy (L)Y obtenu de la x-action de
0
< h pour (H(Yi, L(VA(L)")), U) du théoréme [2.1}

Considérer les complexes C (K, Vy(L)Y)) et C2(K, Vyae(e, L)V)
et U définis dans Comme (Vy(L)V)SP ~ (Vyag(e, L))=P

2) alors pour chaque i on a Ci(K, V/\(L)v))gh =

10 , . s . . o
( p) est complétement continu alors on déduit ’existence de la décomposition en pente

), et les morphismes U]},‘C
par rapport aux opéra-

1
teurs induits de la *-action de (

0
CUK,V,ae (e, L)V))=". Donc la deuxiéme affirmation est une conséquence du lemme
u
4.2.2 BGG

Ici on décrit les derniers termes d’une suite exacte, une suite analogue du complexe
BGG, mais pour V)(L)V. Ces termes joueront un role important dans la preuve du
théoréme 4.1

Pour o € X on définit le poids A, : T(Z,) — L* par A\, = A\&8¢ ot1 A\22 est le caractére
algébrique de T, correspondant & (ay/,by/)orexy OU (o, byr) = (agr,byr) si o’ # o et
(@5,bs) = (bs — 1,a5 + 1). On peut définir un morphisme O, : Ay(L) — Ay, (L) et alors
un morphisme

©) : Dy, (L) — Di(L), (4.7)

ce morphisme est équivariant par rapport a ’action de I mais non pour 'action de tout
le semi-groupe A, 1. par exemple pour tout p € Dy, (L) on a :

0 (nx (§9)) =p "0y (1) * (§7)- (4.8)
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Si on note par ¥ : @,cx, Da, (L) = Dr(L) la somme des ©) alors la suite de J-modules
a droite est exacte :

@yes, Da, (L) — Dy(L) —— VA(L)Y —— 0,

voir proposition 3.2.12 dans [Urb11] pour une démonstration.

4.3 Preuve du théoréme 4.1

Le morphisme canonique Dy (L)) — VA(L)" est A, !-équivariant et donc nous fournit un
homomorphisme H?(Yx, L(Dy(L))) — H2 (Y, L(VA(L)Y)). D’apres la proposition [4.2] il
suffit de démontrer que le morphisme obtenu H? (Yz, L(Da(L)))S" — H2 (Y, L(VA(L)Y))Sh
est un isomorphisme, ici les espaces de pente < h sont par rapport aux morphismes Uy"
et Ull,'C respectivement.

On pose g = {01, ...,04}. Soit O = 0 et pour chaque s € {1,..,d} :
V. VoL
CHESS 221 O, : G?DAUJ. (L)) = DA(L).
j= j=

Pour chaque s € {1, ..,d} coker(0Y) posséde une action a droite de A, L et soit Qg le sous
quotient de Dy (L) tel que la suivante suite est exacte :

0 — Qs — coker(©Y_ ;) — coker(0Y) — 0,
A, L agit sur Q et cette suite est I-équivariant.

Pour toute s le diagramme de L-espaces de Fréchet compact suivant est commutatif :

0 Qs coker(©)_;) coker(©)) 0
(bp)re+(03) (43)
0 Qs coker(©Y_;) coker(©Y) 0

Si M € {Qs,coker(0Y)} alors le théoréeme implique que le groupe de cohomologie
Hi(Yy, L(M)) posséde une décomposition en pente < h par rapport & [KzK] pour tout
rationnel h, avec x défini dans [{.I] Alors la suite exacte longue du dernier diagramme
commutatif et la remarque ii) dans impliquent que la suite suivante est exacte :

H(Yk, £(Qs))=" o =1) — Hi(Yy, L(coker(©)_1)))=" —

HE(Yie, L(coker(©Y))S" — HIFY(Vie, £(Qy))Sh—(Foa=D),

Maintenant on va voir que pour chaque s on a H:(Yy, £(Q,))S"(Fes=1) = 0. D’aprés
3.3.3] on peut trouver un espace de Banach M et un réseau M dans M, tel que A, L agit
sur M en laissant invariante 91, en plus les morphismes sur M associées aux ¢t € T~ sont
complétement continus, de plus on peut obtenir un morphisme A, L¢quivariant Qs — M
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qu'induit un isomorphisme : H:(Yr, £(Qs)) =" Fos=1) — HY(Yie, L(M))Sh=(Fos =1 Taf-
firmation est alors une conséquence de car h — (ko, — 1) < 0.

Donc on a :
Hé(YK,E(coker(Ggfl)))Sh ~ HZ(YK, E(coker(@;/)))gh

pour chaque s € {1, ..,d}. Finalement il suffit de remarquer que I'on a coker(©y) = Dy (L)
et coker(©Y) = VA(L)".






Chapitre 5

Construction de la distribution et
admissibilité

Une difficulté qu’on a rencontré pour construire la fonction L p-adique “a la Stevens”
dans le contexte de G = Resp,/zGL2, est le manque d’une description simple de la
cohomologie & support compact de la variété de Hilbert comme dans le cas de GLy/Q (en
termes des symboles modulaires). Une autre difficulté est posée par les unités globales.
Dans ce chapitre, pour une classe ® dans la cohomologie a coefficients surconvergents,
a laide des cycles automorphes introduits dans [Dim] on définit une distribution et on
démontre 'admissibilité de cette distribution quand ® est un vecteur propre de I’opérateur
U,™ avec une valeur propre non nulle.

5.1 L’espace de distributions D} (Or ® Z,, L)

D’abord on définit un nouveaux type de distributions. Soient L/Q, une extension finie
et A : T(Z,) — L* un poids. On note A{ (Op ®Z,, L) I'espace vectoriel des f € Ay(L) tels
que f(ez) = A(§9)f(z) pour e € E(1) et z € Op ® Zj, de fagon équivalente fx (§9) = f
pour tout e € E(1). A (Op ®Z,, L) est fermé dans A, (L) et alors est une union d’espaces
de Banach, a savoir :

Af(Or ®Zy, L) = | J AL, (OF © Zy, L),
eN

avec .A)tn((’)p ® Zyp, L) == A5 (Op ® Z, L) N Ay ,(L). On note :
D;(OF ® Zp, L) = A:\F(OF ® Zp, L)*

le dual topologique, et on voit qu’il s’agit d'un L-espace de Fréchet compact. .Aj\r((’)p ®
Zp, L) n’est pas I-stable par rapport a la x-action sur Ay(L), par contre est stable par
T~ comme on peut le vérifier directement. Alors on obtient une action a gauche du semi-
groupe T~ sur D;\F(OF ® Zp, L). Observer que par définition I'image dans 7~ du groupe
{(§0) | e € E(1)} agit trivialement.

Maintenant on suppose que A est arithmétique et critique. Rappeler que dans
on a défini 'espace AT ((Op ® Zy)*, L), cet espace est un L-espace de Fréchet et on note
DY ((Op ® Zy)*, L) son dual topologique, un Fréchet compact. On a la décomposition
AT((OF ® Zp)*, L) = Upen A ((OF @ Zy)*, L) ot Af((Op ® Zp)*, L) est Pespace des
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fonctions que sont L-analytiques sur boules de rayon p~".
Soit AT((OF ® Zp)*, L) — AL (Op ® Zp, L), f — f défini par :

0 siz ¢ (Or ®Zy)*
) = (5.1)
AXNE(59)f(2) siz€ (OF @ L),

ici A = (a:];)) € Z et observer que A% (Z9) = 22 est bien défini pour tout z € Op ® Z,
parce que a > 0. D’autre part d’aprés les hypotheéses sur A on a A(§9) = )\alg(g ?) pour
tout e € E(1) et alors on déduit que f € Af (O ® Z,, L).

Cette transformation linéaire est en fait continue et nous fournit un morphisme :

Dy (OF ® Zy, L) - D (Or © )", L), 1 "

Lemme 5.1. On a :

1. 1l existe C' > 0 dépendant seglement de X\ tel que pour tout n > 1 et pour chaque
fEA((Op®Zy)*,L) ona f € A;\r’n(OF ® Zp, L) et en plus on a || f|ln < C| fln-

2. Soit h € Q. Sip e Dj\'((’)F ® Zyp, L) est une distribution h-admissible alors p* €
D ((Op ® Zyp)*, L) est h-admissible aussi.

Preuve : D’abord si f € Af((Op ® Zy,)*, L) alors évidemment f € A;:n((’)p ® Zyp, L)
pour n > 1. Maintenant soit gy : Op ® Z, — L défini par g\(z) = AX8(Z9). Alors
gx € A;:O(OF ® Zyp, L). Si on appelle C = ||gy||o alors on a || f]|n < C|| f|In-

La partie (2) est un conséquence directe de (1). m

5.2 Cycles et évaluations

On consideére les cycles automorphes introduits dans [Dim] et les versions classiques de
ces cycles pour construire un morphisme évaluation :

H{(Y, £L(DA(L))) — D(Galy, L),

et obtenir des propriétés intéressantes de ce morphisme.

5.2.1 Cycles automorphes

Soit L une extension finie de Q,. On fixe n € N. On note U(p") le groupe des unités
u dans Op tels que u — 1 € p"(’jp, alors U(p™) est un sous groupe ouvert et compact
de A} Iz Soit E(p™) le groupe des unités totalement positives e € O} tels que e — 1 €
p"Op. Observer que pour n = 0 on obtient les unités totalement positives. Aussi soit
CLL(p") := F* \ A% /U(p")F% alors si on note (p”) 1'idéal p"Op on a un isomorphisme
canonique de groupes CLE(p") =~ Gal(F®")/F), ici FP") est le corps considéré dansm
Xy = F*\ AL /U(p") est une variété réel analytique de dimension d et si pour chaque
y € CLE(p") on prend ay € A} ¢ tel que {ay | y} est un ensemble de représentants de
CL;? (p™) alors on a une décomposition de X, en composantes connexes :

X, = |_| Xy, (5.2)
y€CLL (p™)
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ot X,y 1= F*\ F*ayU(p")EFS/U(p™). Observer que le morphisme E(p") \ Fi — X,y
défini par [z] — [ayz] est un isomorphisme analytique. D’autre part d’apres le théoreme
des unités de Dirichlet E(p") \ F3; est isomorphe & (S')9~! x R,

Soit K un sous-groupe ouvert et compact de G(Ay) qui contient le groupe {(§71)lu €
O%,v € Op}. Pour z € Ay on note z, son image dans F ® Q,. Le morphisme A% — G(A)
défini par z — (g :’*“Pfi_n) induit un morphisme de variétés analytiques que dans [Dim| est
appelé un cycle automorphe :

C Kmn: X, — Y.

5.2.2 Evaluations

Ici L est un corps p-adique et A est un poids quelconque. Pour avoir une notation
plus légere on écrit : Ay, AL, Dy et DY a la place de Ay(L), A (OF ® Zp, L), Dx(L) et
D;\“((’)F ® Zyp, L).

On fixe n € N et soit K un sous-groupe compact et ouvert de G(Ay) qui est net, tel
que son image dans G(Qp) est contenue dans A, et on suppose en plus que {(§7)lu €
@}},v € @F} C K. Maintenant on définit des morphismes d’évaluation des groupes de
cohomologie de H(Yy, L (Dy)), ces évaluations nous seront trés utiles pour la construc-
tion d’une distribution sur le groupe de Galois pour chaque classe dans la cohomologie
surconvergente et pour obtenir quelques propriétés. On décrit cet évaluation en 4 étapes :

ETAPE 1. Soit F,, = Fn, = Ck ,(Lk (D)) le faisceau sur X, obtenu par pull-back
du faisceau sur Y obtenu des distributions. Alors on a un morphisme au niveau de la
cohomologie :

HY(Yk, Li(Dy)) = HZ(Xp, Fn). (5.3)

On peut vérifier que F,, est le faisceau sur X, des sections localement constantes du fibré :
E, :=F*\ (AL x Dy)/U(P") — X,

ol l'action sur A x Dy est f(z, p)v = (fzv, w* (§ (”P_Ppw ), f€F  xe AL, pueDyet
veU(p).

ETAPE 2. Dans cette étape notre but est de tordre le faisceaux F,, pour obtenir un
faisceau défini de fagon plus simple afin d’obtenir un faisceau constant sur X,,.
Soit L,,(D(F @ Qp, L)) le faisceau sur X,, des sections localement constantes du fibré :

Ln(D(F ©Qp, L)) := F*\ (Ap X D(F @ Qp, L)) /U(P") = Xa,

olt l'action considérée a gauche est f(x,pu)v = (frv,u* (2 0), f € F*,x € Abh,p €

01
D(F ® Qp, L) et v € U(p"). Remarquer que la matrice (§ i

0 pn) €A, L et alors agit &

droite sur D,. Alors on peut considérer le morphisme A% x Dy — A% x D, défini par
1-1 ” s —pm) (1-1 1-1 . .

(x,p) — (2, p* (0 pn>). L’identité (S (vp })p ) (0 pn> = (0 o ) (39) implique que le

dernier morphisme induit un morphisme de systémes locaux F,, — L, (D)) et donc un

morphisme de faisceaux sur X,, : F, = L,(D(F ® Qp, L)). On obtient de cette maniere
un morphisme au niveau de la cohomologie :

H (X, Fo) = HY (X, La(Dy)). (5.4)
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ETAPE 3. On choisit 'ensemble des ay € A*E s comme dans la décomposition de
(5.2). Soit h: E(p™)\ F — X,y Phoméomorphisme induit par ay. Soit £(D)) le faisceau
sur E(p™) \ F des sections localement constantes du fibré :

E(p")\ (Fx x Dy) = E(p") \ Fi,

ot action sur F; x Dy est donnée par e(c, ) = (ce, px(§9)). Alorson a h*(L,(Dy)|x,,) =
L(D,) et donc un isomorphisme :

H(Xny, La(Dy)|x,.,) = HAE@") \ F, L(Dy)). (5:5)

Le morphisme D) — D;\*‘ défini par  — p | 4+ induit un morphisme de faisceaux sur
A

la variété E(p") \ Ff : £(Dy)) — Dy, le faisceau a droite est le faisceau constant avec
fibre D;‘. Cela donne lieu a un morphisme :

H(E(p") \ Fx, £(Dy)) — HZ(E(p") \ FX, DY). (5.6)

De plus comme E(p™)\ Ff est connexe, orientable et de dimension d alors il existe un
isomorphisme H(E(p")\ F5, DY) ~ Df. Alors d’apres (5.5) et (5.6) on a un morphisme :

HY( Xy, L(Dy)) — Dy OF0"), (5.7)
ETAPE 4 : Tout ensemble. On appelle
evicn : H (Y, Lic(Dy)) — (D} )Lr @)
le morphisme obtenu de la composition des morphismes , et .

5.2.3 Compatibilité

On a une compatibilité entre les différentes évaluations qu’on vient de définir.

Lemme 5.2. Pour chaque n > 1 on a le diagramme commutatif suivant :

sur
p

HY(Yi, Lk (Dy))

HY (Y, Lk (D))
eVEK n+l eVK n

(DY)

(D}) ")

icitr, : (D;)CL;(Z’"“) — (D;\“)CLJFF(I’”) est le morphisme tr((1x) xecrt (1)) = (Vy)yecrt pm)
F F

avec Vy = 3 . Hx-

Preuve : Pour la preuve de ce diagramme dans chaque étape de la construction des
évaluations on obtient des diagrammes commutatifs. On utilise les notations de la derniere
partie.

D’abord on va définir un morphisme H( X4 1, Fni1) — HY X, Fn). Soit pry : Xpp1 —
X, le morphisme canonique, F := (pry)«(Fn+1) et & = Gal(X,41/X,) ~ Op/pOp. On
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doit définir un morphisme de faisceaux : F — F,. Pour cela observer que le morphisme
o Fyy1 — F, donné par (y, 1) — (y, % (§5)) est bien défini dfi & la suivante identité :
_ —n—1 _ —n
(e P ) (§0) = (b ) (g e ™),
Soit U C X, un ouvert assez petit tel que pr,'(U) = UgesU; C Xpi1 et pry, in-
duit un homéomorphisme i, : U — Uy, alors on a T'(U,F) = ['(pr Y(U), Fpt1) =
®geel'(Uy, Fn+1). Donc on peut définir :

F(U’ "r) — F(U, fn)a s = (Sg)geqﬁ — Z Q0540 ig.
ged

Cela s’étend & un morphisme de faisceaux F — F,,. Finalement observer que H(X,, 11, Fpi1) =
HZ(X,,F) et alors le morphisme de faisceaux qu’on vient de construire nous fournit une

fleche HI(X,q1, Fri1) ——

H¥(X,,F,) . On ale diagramme commutatif suivant :

Usur

H(Yk, Lk (D))

HY(Yi, Lk (D))

(5 9)

Hg(Xn-l—la‘Fn—‘rl) Hg(Xn;-Fn)

Maintenant soit F' = pr,(L,4+1(D))), on peut répéter la construction en utilisant & la
place de « le morphisme o : Ly, +1(Dy) — L (D)) défini par (y, ) — (y, 1), et obtenir un
morphisme de faisceaux sur X,, : 7' — L£,(D,) et donc le morphisme trace au niveau de la

cohomologie HH(X,11,Lns1(Dy)) — HY( Xy, L,(Dy)). Alors de l'identité ((1]2)((1) ;}}) =

1 -1 1 . oo
(o ot ) on déduit qu’on a le diagramme commutatif suivant :

Hg(Xn-l—lafn—i—l) Hg(Xnu-Fn)

HY(Xi1, Lys1(Dy)) — = HH(X,1, £,,(Dy))

Finalement en considérant des morphismes traces comme avant entre la cohomologie des
composantes connexes de X,, et X,,41 on obtient un carré commutatif :

HY(Xnt1, Log1(Dy)) — > HI(X,,, L,,(Dy))

trn

(D) CLr (") (D)CLEE™)
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Remarque : On espére avoir une compatibilité dans le cas n = 0, mais ne sera pas
utilise dans ce texte, donc on ne la démontrera pas. Plus précisément on devrait obtenir
le diagramme commutatif suivant :

0~

evK70
HY(Yi, Lx(Dy)) (D})CLr DH((OF © Z,)*, L)
Usur pr(]
P
d VK1 +\CLE
H¢(Yi, Lk (Dy)) (DY )Lr )

ici prg (D;\r)CL}L*(p) N D-‘r((OF ® Zp)*, L)CI;' est défini par pro((ux)xe(Jl;(p)) = (l/y)

avec vy = > o oo (kx)"

+
yeCly

5.3 Construction d’une distribution a partir d’une classe de
cohomologie.

Dans cette section pour chaque classe de cohomologie ® € H?(Yy, Dy(L)) on associe
une forme linéaire pg : A(Gal,, L) — L et on vérifie quelques propriétés.
Soient L/Q, une extension finie et A : T'(Z,) — L* un poids arithmétique et critique. Soit
K un sous-groupe compact et ouvert de G(Ay) net, tel que son image dans G(Q,) est
contenue dans le groupe Iwahori I et en plus que {(§{)|u € @}, vE @F} CK.

5.3.1 Construction

Comme avant on écrit : Ay, AL, Dy et Dy a la place de A\ (L), A (OF ®Z,, L), Dx(L)
et DY (Op ® Zyp, L).
Pour une classe de cohomologie ® € He(Yx, Lx(Dy)) on considére son image (V¢,7y)y€CL+(p)
F
dans DKFCL;(I’) A travers 1’évaluation de niveau 1 : evy : HI(Yx, Lk (D)) — D;\’CL;.
Pour chaque x € Cl;ﬁ on définit
Hx = Z (VY)* € D+((OF ® ZP>*7L)7

y—x
ici {y — x} est 'ensemble des y € Clf(p) tels que leur image dans Cl} est x, et (vy)*
est I'image de vy & travers le morphisme canonique Dy — DV ((Or ® Z,)*, L). Finalement
soit 1p € D(Galy, L) la distribution correspondante & (ux)xe(JL; e DT((Op®Zp)*, L)CLJE
a travers I'isomorphisme & la fin de Alors :

He - A(Ga‘lp?L) = L, f — Z /j&),y(fY) (58)
y€eClLf;

ou fy € AY((OF ® Zy)*, L) est définie dans (3.6)).
On peut résumer notre construction par :

eVKYl pro

HY(Yk, Lk (D))

DYCL;(Z’)

D ((OF ® Zp)*, L)V

~ . D(Gal,, L).
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5.3.2 Propriétés de uqg

Soient L/Q, et L'/L extensions finies. Soient A\ : T(Z,) — L* un poids arithmétique
et critique et K C G(Ay) un sous groupe ouvert compact comme dans
La restriction naturelle D)(L') — D)(L) nous fournit un morphisme au niveau de la
cohomologie :
HY (Y, Lic(DA(L'))) = HZ (Y, Lx(DA(L))).

Soit ® € HY(Yx, L (DA(L"))) et on note par &7, € H(Yy, L (Dy(L))) son image. Soient
pe et pug, les distributions construites dans alors on a :
Proposition 5.3. ue |a(qal,,r)= Hep -

Preuve : 11 suffit de démontrer que l'image de evg 1(®) a travers le morphisme de
restriction DY (OF ® Z,, L’)CL; — DY (OF @ Zy, L)CLJt est evi 1(Pr). Cela est une con-
séquence du diagramme commutatif suivant ou les colonnes sont par définition evy ; :

HY (Y, Lk (DA(L))) HY(Yi, L (DA(L)))
Hg(XI;]:n,L’) Hgl(le-Fn,L)
HY(X1, L1(DA(L))) H3(X1, L1(DA(L)))

HX(F3/E(1), DY (OF © Zy, L)L) HY(F%/EQ1), D} (O © Z,, L)) CH+®)

Dy (L)L) D} (L))

5.4 Admissibilité

Soit L/Q, une extension finie et A : T'(Z,) — O} un morphisme continu. On fixe K un
sous-groupe compact et ouvert net de G(Ay) tel que son image dans G(Q)) est contenue
dans I et {(4V)|uc Oh,veOp} CK.

Lemme 5.4. On suppose que Clf = {1}. Soit ® € HY(Yi, L(DA(L))) et pour chaque n >
1 on écrit evi ,(®) = (Vy)yecﬁ(pn). Alors il existe C = C(®) > 0 dépendant seulement
F

de ® tel que pour chaque n € N ety € CIE(p") on a |lvy|ln < C.
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Preuve : La preuve de ce lemme est donnée dans L]

Maintenant on suppose que A est un poids arithmétique et critique. Sous la condition
Cl; = {1} on démontre que la distribution construite a partir d’'une classe qui est un
vecteur propre (avec valeur propre non zero) de 'opérateur Up™, est admissible. La con-
dition C1} = {1} est nécessaire dans le lemme, mais on pense qu’on pourrait enlever cette
condition.

Proposition 5.5. On suppose que Clf = {1}. Soit ® € HX(Yy,Lx(DA(L))) tel que
Uy (®) = a® avec o € L* et soit h = vy() alors pg est une distribution h-admissible
(avec la définition d’admissibilité dans .

Preuve : Soit n € N et on écrit evg ,(®) = (I/y)y€01+(pn) ou evy , est I'évaluation
F
définie dans [5.2.2] Alors si on utilise le lemme n-fois on obtient la formule :

pp =" Z (vy)™.

y€CIL(pm)

Soit C'(A) > 0 la constante dépendant seulement de A\ obtenue par le lemme alors on
a:

I o 1ln< p"" max{[|(vy)*ln | y € CLE(P™)} < p""C(N)max{||vy [l | v € CIE(p").}

Soit C(®) > 0 la constante, dépendant seulement de la classe ®, obtenue d’apres le lemme
alors on déduit que pour chaque n > 1 on a || pe ||n< C(A\)C(®)p™" et donc g est
h-admissible. m

5.5 Cycles et évaluations 11

Dans cette section on donne la preuve du lemme voir specifiquement la fin de la
sous section [0.0.J

5.5.1 Cycles classiques.

Soient f € F et E un sous groupe d’indice fini des unités totalement positifs. Soit
I' € GLg(F) un sous groupe arithmétique tel que (8 (1_1€)f) € I' pour tout e € E. Par
hypothese le morphisme y — f + iy induit :

cf: E\F$ — D\Hp.

Remarque 1) c¢; est une généralisation de I'image dans la courbe modulaire de la
droite qui joint f et co. C’est pour cela qu’on les appelle cycles classiques.
2) Si f, f € F sont tels que (é (f_lf/)) € ' alors ¢y = cyr.

Lemme 5.6. i) On suppose que Cl;ﬁ = 1. Alors Uassociation Op — Op donné par
b — uy avec uy €gale a 1 en tous les nombres premiers différents de p et b en p, induit un
isomorphisme :

O ) ~ @; ~

Prer +(n
= o TGmEm - Cle (")
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O )*
it) On fize un ensemble, S, C O, de représentants de % Soit K un sous-groupe

compact et owvert de G(Ay) tel que {(§3)u € Of,v € Op} C K. On note Ty = G(Q) N
GL K. Alors on a le suivant diagramme commutatif :

bC—b\p™

U
Uses, E@™) \ F5 Ik \Hp

CK,n
Xn YK

preuve : La partie i) est claire. Pour ii) remarquer que 'image de [r] € E(p")\ Ff dans
la composante connexe de X, associ¢ a b est [rup] et on a Cp([rus]) = [("5" bp_lnlp )] =

[(r =t»7")], la derniére égalité provient de I'identité :

0 1
(rub bp_"lp) — (1 bp*"> (7" —bp7"> (Ub bP_n(lp—l))
0 1 0 1 0 1 0 1

D’autre part c_ppn([r]) = [—I% +ir] = [(7 77" )i] et finalement son image dans Y est
donc Cp([rup)) =

5.5.2 Evaluations II

On définit les évaluations analogues a celles définies dans en utilisant les cycles
classiques a la place des cycles automorphes.
Comme avant soient f € F', E un sous groupe d’indice fini des unités totalement positifs
et I' € GLy(F') un sous groupe arithmétique tel que (8 (171e)f> € I’ pour tout e € E. On
fixe une décomposition f = ab~! avec a,b € Op — {0}. On suppose de plus que I'image de
I' dans G(Q)) est contenue dans Ay L alors on peut considérer ’espace des distributions
Dy comme un I-module a droite. En suivant les étapes de on définit une évaluation
sur HY(T \ Hp, L(D))) :

— D’abord on considére le morphisme :

HA(T'\ Hp, L(Dy))

HY(E\ F5,¢5L(Dy)) .

On peut vérifier que c;L£(Dy) est le faisceau associé au systeme local défini par
E\ (Ff x D)) avec action e(y, u) = (ey, p * (e;l f(lfle_l) ).
— Observer que :

(68) =@ et (§7U4NE8) = (86D,

pour tout e € E. Alors on déduit que (}¢) € A
FE x Dy(L) donné par (y,p) — (y,pu* (5%))
c3L(Dy) — L(D,) et donc sur la cohomologie :

L et le morphisme F, x Dy(L) —

P
définit un morphisme de faisceaux

*(1 a)
HY(E\ F&,c;L(Dy)) —2°

H{(E\ FZ, £(Dy)).

Ici naturellement £(D,) est le faisceau sur E \ Ff défini par I'action de E sur

FJ, x DA(L) a travers e(y, ) = (ey, (¢, 9)).
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~ Finalement en composant avec H(E \ Ff, £(D)) — HYE \ Ff, DY) ~ D} on
obtient un morphisme :

evr s H(I'\ Hp, L(D,)) — Dy .

On note A{(L) = A{ le sous espace de Ay (L) des fonctions g tels que (egl f(l_lefl)) *
g = g pour tout e € E. Cet espace est un Fréchet et on note D{(L) = D{ son dual
topologique de Af\c. Observer que le morphisme ARL — A{ : g — (%) *g, est bien défini
et continu et donc induit un morphisme Df\c — D;.

or \~*
2

Remarque : Soient a’,a € O avec la méme image dans Tf) alors il n’est pas

compliqué de vérifier qu’on a un isomorphisme d’espaces topologiques entre Dip W(L) et

Di/p “"(L) et en plus un triangle commutatif :

n

D (1)

DY(L)

n

D" (L)

En particulier I'image de D" (L) — DY (L) dépend seulement de la classe de a dans

or \*
p"Op

E(D)

Par définition le morphisme de restriction D) — D{ induit un morphisme sur la
cohomologie
HE(E\ FL, GL(Dy) — HAE \ F, D) = D,

Alors presque par définition on a :

Lemme 5.7. Le suivant diagramme est commutatif :

evr;: HYT \ Hp, £(Dy)) — HYE\ F%, ¢5L(Dy)) D
(59
D

5.5.3 Or-modules

On se concentre dans la premiere étape de ’évaluation définie dans et on démontre
le suivant résultat qui sera trés utile pour démontrer le lemme [5.4] :

Lemme 5.8. Soit A un poids avec valeurs dans Oy, et on fire I' C G(Q) un sous groupe
arithmétique tel que son image dans G(Qp) est contenue dans Agl. On fize une classe
® ¢ HYT'\ Hp, L(DA(L))) alors il existe C(®) > 0 dépendant seulement de ® tel que :
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— si (f, F) est une paire qui satisfait les conditions de et st on note V({, est l'image
de ® par le morphisme HZ(T \ Hp, L(DA(L))) — DA(L) (défini a la fin de

alors on a :
v o< C(@).

Pour démontrer ce lemme on considére certains espaces de distributions qui sont en
fait des espaces de Banach et ensuite Op-réseaux dans ces espaces.
Soit mp € N comme dans le lemme 3.2.5 de [Urb11] et considérer le L-espace de Banach
D mo (L), le dual topologique de Ay (L), ce dernier espace sont les fonctions qui sont
analytiques sur les boules de rayon p~"° de Op ® Z, (voir . D’apres le choix de my
alors le semi-groupe A, ! Jaisse invariant Aj ,,,,(L) et on obtient une action a droite sur
D mo(L). Le morphisme canonique Dy(L) — Dy my(L) induit un morphisme pour la
cohomologie :

Hg(F \Hp, L(Dx(L))) = H(I'\ Hp, L(Dx m(L)))-

Soient E et f comme dans par rapport a I". On note :

(L) = A, (D)".

A,mo

A{,mo (L) - Af(L) N A/\va (L) ’ D{/rn,o

Maintenant on introduit O-réseaux dans Dy (L) et Df\cvmo(L). D’abord soit Ay 1, (OL)
le Or-module des fonctions f € Ay (L) & valeurs dans Op, on munit Ay ,,,,(Op) de la
topologie induite et on note D) y,,(Or) son Op-dual topologique. Finalement on définit :
Af 1y (O) = AT(L) N Aximy (Or) . D]

A, mg A,mo

(O1) = Af,,,,(OL)".

Observer que comme A est a valeurs dans O7 alors 'action de A; L sur Dy mo (L) laisse
invariant le réseau D) ,,,(OL) et donc on a une inclusion :

He(T'\ Hp, £(Damo(OL))) —— He(T'\ Hp, L(Drm, (L)))-

On peut résumer ces constructions dans le diagramme commutatif suivant :

HA(1\ Hi, £(Dy(L))) ——— L HY(E\ £, ;L(DA(L)) (L)
H.(T\ Hp, £(Dmo (L)) G HIE\ FL, ¢ L(Da (1)) DY,y (L)

Ho(T\ Hp, £(Da iy (01))) ——— HYE\ Ff, ¢5L(Damy (O1))) D, (O1)

Preuve du lemme : Comme Dy (L) est un espace de Banach alors il existe
B € L* tel que I'image de B® & travers le morphisme HY(T'\ Hp, L(Dy(L))) — H.(T'\
Hp, L(Dx,m,(L))) est contenue en fait dans H.(I'\Hg, L(D) 1m,(OL))). On appelle C(®) =|
I5; \; L observer que cette constante dépend seulement de ®.

Maintenant soient E et f comme dans m par rapport a I'. Soit 1/£ I'image de ® par
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le morphisme H4(I'\ Hg, L(DA(L))) — D{(L). Observer que le choix de f et le dernier

diagramme commutatif qu’on a énoncé impliquent que l'image de I/gq) a travers le mor-

phisme D{(L) — Dﬁ,mo (L) est en fait contenue dans Dﬁ,mo (Or) alors || I/gcp lmo< 1. Alors
on déduit que :
[ ll0 < 15 llms = C(®) Vg llmy < C(@).

5.5.4 Comparaison.

On compare les évaluations définies en termes adéliques avec les évaluations définies

en termes classiques et on démontre le lemme Par simplicité on suppose Clf = 1 dans
cette comparaison mais on croit que le cas général peut étre traité de la méme maniere.
Conséquemment nos résultats sont valables seulement dans le cas C1} = 1.
Soit K un sous-groupe compact et ouvert de G(Ay) qui est net, tel que son image dans
G(Q,) est contenue dans A, et on suppose en plus que {(&{)ju € Of,v € Op} C K.
On note 'y = G(Q) N GL K alors d’apres la condition sur le nombre de classes on a
un isomorphisme de variétés : Yx ~ ' \ Hp. Soit L un corps p-adique et A un poids
arithmétique et critique.

Lemme 5.9. Soit ® € Hd(Yy, L(Dx(L))) une classe fizée. Pourn > 1 on écrit evi ,(®) =
(Vyv¢’)yeCI}(p")' D’autre part on five un ensemble S, C Op qui représente ClL(p") =~

e
% (avec l'isomorphisme de , et pour chaque a € S,, soit vy~ limage de ®

a travers H (Y, L(D(L))) — D;ap_n (L) (morphisme considéré dans . Siae S,
correspond a x € C1L(p™) alors on a :

— —-n —
Vye = Vcbap * ((1J p’?)~

Preuve : D’abord observer que d’aprés le lemme @ on a Cp, = Ugses, C_gp—n alors on
a le diagramme commutatif suivant ot la premiere colonne est par définition evg ,, et la

deuxieme est Dqes, €Vr, —gp—n :

~

HY(Yi, L(Dy)) HI(Cg \ Hp, L(Dy))

cy Daesn C*,apfn
HY(X,,C:L(Dy)) > Baes, HE(E(P") \ 5, ¢t n £(Dy))
() (o )
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Finalement le lemme nous permet de déduire le résultat. m
Maintenant on peut donner la :

Preuve du lemme . Est une conséquence des lemmes et En fait soit ® €
H(Yy, L(Dy)) et soit C(®) > 0 la constante obtenue du lemme Soit m > 1 et on

note evg (@) = (l/x)xe@;(pn) € D;(L)Cl;(pn). Soit S,, comme dans le lemme Si

X € Cl;(p”) alors soit a € S,, le représentant correspondant a x, alors on a :

n n

— - 1 _ — -
Fvs ln=llve™ (o ) In<llve™ o< C(®),

observer que I’égalité est due au lemme [5.8| et la premiére inégalité au lemme [5.9] m






Chapitre 6

Formes modulaires de Hilbert,
cohomologie et représentations
automorphes

6.1 Formes modulaires de Hilbert

6.1.1 Définitions

D’abord quelques notations : soit t = (1)pexn, € Z¥F et si n = (ng)pex, € Z5F et
T = (T)sesy € Fo on note 2% = [[, ey 257
Soit ¢ = ], p™®) un idéal entier de F et on considére les sous groupes ouverts et compacts
de G(Ay) :

Ko(e) :={(2}) € G(Z)|cy € p"POp,, Vp | ¢},
Ki(c) :={(2}) € Ko(c)ldy — 1 € p"POp,, Vp | ¢},
Pour 6 = (0,)yex, on note :

_ (2765) sen(2m6,)
u(e) - (—C;)esn(27ﬂ9(r) i?)s@ﬂ'eff) )JEEF

alors tous les éléments de K1 = SO2(F.) peuvent étre écrits de cette fagon.
On fixe k = (ko )oex, € Z>F et r € Z tels que ky > 2 et k, = r mod 2 pour tout o € Lp,
et soit J C X alors :

Définition 6.1. Une forme de Hilbert cuspidale de poids (k,r), niveau Ki(c) et type J
est une fonction f : G(A) — C tel que :
- f(vgk) = £(g) pour v € G(Q),g9 € G(A) et k € Ky(c);
~ f(gyoou(8)) = ygortexp(Qﬂi(deJ kdeo_ZaezlafJ ks05))f(g), pour yoou(f) € F;oK;ro
et g € G(A);
— On fixe g € G(Ay). Alors la derniére condition nous permet de définir la fonction
f, : Hp — C par f;(2) = det(uoo)%jj(uoo,z())kf(guoo) oll Uoo € G est tel que
Uso(20) = z avec 29 = (i)yex,. On demande que f; soit holomorphe en la variable
Zy pour o € Y et antiholomorphe si 0 € Xp — J;
~Pourge G(A)ona [, £((§ ¥)g)dz = 0, pour chaque mesure de Haar additive.

Notation : On note Sy, 7(Ki(c)) I'espace des formes de Hilbert comme dans la déf-
inition. Dans la notation de [Hid88] correspond a I'espace Sk w),s(K1(c),C) avec (k, w) =
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(k, 55%). Pour J = Ep on écrit simplement S (k) (K1 (c))-
On peut décrire I'espace de formes de Hilbert en termes plus classiques. On définit
I’analogue des formes modulaires classiques dans notre contexte :

Définition 6.2. Soit I' C G(Q) un sous groupe arithmétique et discret. Une forme cusp-
idale par rapport a I' de poids (k,w) et type J est une fonction f : Hp — C tel que :
rik
= f(1(2)) = det(v) 7 (v, 2) f(2)5
— f est holomorphe en la variable z, pour ¢ € ¥ et antiholomorphe si o € ¥p — J;
— f est nulle dans les cuspides.

On note Sk ), s(I') l'espace de ces formes. Maintenant on compare ces formes avec
les formes adéliques. On choisit un ensemble {ayx} de représentantes de Cl}f dans Ay
Pour chaque x on note gx = (% {) et T¥(n) = G(Q) N GLgxK1(n)gx'. Alors on a un
isomorphisme de C-espaces vectorlels

S(k,r),J(Kl(n)) — @ S(k,r),J(F)lc(n))7 f— (fgx)xe(jllt'

xEClF

Soit 1 un caractere de Hecke de F' tel que ¥oo(z) = 27" pour tout x € FZ et de
conducteur divisant 1'idéal ¢. Alors on définit :

S, (6 9) = {f € S, s (K1(0))[f(92) = ¥(2)f(g),9 € G(A), 2z € Ap.}

Remarque : 1)On étend le caractére de Hecke 1 & Ko(c) par ¢ (25) = ¢(d.), ou d;
est I'image dans [, O}p de d, et I, O}p est vu dans @} de la fagon canonique. On peut
voir que si f € S, s(c,9) alors f(gk) = ¥(k)f(g) pour tout k& € Ko(c). Alors on voit
que dans la notation de [Hid94] Sy ;) s(c,?) est 'espace Sy v),s(c,?) avec n =k — 2t et
V= (%)UGEF-

2) On a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

ici 9 parcourt les caractéres de Hecke de F tels que 1o(x) = 7" pour tout x € F% et

de conducteur divisant I’idéal ¢. Observer qu’il existe un nombre fini de tels caracteres et
donc la somme directe a droite est finie.

6.1.2 Coefficients de Fourier

Maintenant on décrit le développement de Fourier d’une forme de Hilbert, voir section
6 dans [Hid94].
Soit er := eg o Trp)g : Ap/F — C* ou Trp)q est la trace et le caracteére additif eg est
completement défini par les conditions eg(z) = exp(2miz) pour x € R, ker(eq |g,) = Zi
pour chaque premier [ et eg(g) = 1 pour chaque ¢ € Q. Si on note 0 la différente de F
alors on vérifie que pour chaque place finie p de F' on a ker(er |r,) = ph O F, ol dy est la
puissance de p dans la factorisation de 0.
On définit la fonction de Whittaker Wy ,y : F5, — R par Wy ,)(z) =| = |
exp(=27 Y pes, | 2o 1) 5 0l | 2 |= (| 25 |)oesy € F. Alors pour chaque f € Sq ) 5(c, )

k2t rt



6.1. FORMES MODULAIRES DE HILBERT 63

il existe une fonction a(e,f) définie sur le groupe des idéaux fractionnaires de F vers C
tel que s’annule en dehors des idéaux entiers et pour chaque y € AL, et x € Ap on a :

FED) =lyl > alyd,f)Wu, (byso)er(bz),
beF*, [b]=J

ici [b] = {0 € ¥ | o(b) > 0}.

6.1.3 Opérateurs de Hecke

Les symboles ¢, k, r et ¢ sont comme au-dessus. On écrit ¢ =[], p™(®) et on définit un
semi groupe dans G(Ay) par :

Ri(e) = G(Ag) N {(24) € Ma(Op) | dy — 1.y € p"P Oy, Vo | ¢}

On définit les opérateurs de Hecke sur Sy ;) 7(K1(c)). Soit x € Ri(c) et on considere
une décomposition K1 (¢)x K1 (c) = Ugzy K (c) et on définit [Kq(c)x K (c)] @ S ), s (K1(c)) —
S(k,r),s(K1(c)) par

£ [Ki(0)zK1(0))(9) = D £g2),
q

observer que cette définition ne dépend pas de la décomposition fixée. Alors on obtient
une action sur Sy, 7(K1(c)) de 'anneau de Hecke abstrait du couple (Ri(c), K1(c)), en
particulier pour chaque idéal entier de F', n, on a l'opérateur de Hecke Ty, sur Sy ), J7(Ki(0))
(voir page 309 dans [Hid88]). Comme d’habitude pour chaque idéal premier q qui divise
¢ on écrit Uy a la place de T,. Pour chaque anneau A [l'algébre de Hecke h(kﬂ,)(c;A) est
définie comme la sous A-algebre de Endc(Sk ), 7(K1(c))) engendrée par les opérateurs de
Hecke T, et Uy. Observer que d’apres le théoreme 2.2 dans [Hid88| cette algebre ne dépend
pas de J ce qui justifie la notation.

On peut définir aussi une action des signes {+1}*F sur les formes de Hilbert. Soit & =
(e0)oexy € {£1}*F et on note u: = ((%7 9))sexny, et pour J C Tp on note J¢ = {o €
YploeJete,=1,0 € Xp—J et e, =—1}. Alors on a un opérateur :

k—rt

€: S(k,r),J(Kl(C)) - S(k,r),JE(Kl(c))v f—(g— ETTf(gus))'

Il est évident que ces opérateurs nous donnent les opérateurs ¢ : Sy ) s(¢,¥) — S(i ), (¢, ¥).

Soit 9 un caractere de Hecke de F' comme avant ; c’est a dire de conducteur divisant ¢
et Y(200) = 250" POUr 200 € FZ%. Alors on peut vérifier que 'algébre de Hecke hy ) (¢; C)
laisse invariant 1’espace de formes de Hilbert S,y 7(c, ).
On remarque la profonde relation entre les opérateurs de Hecke et les coefficients de
Fourier : soit f € Sy ;) s(¢,%) un vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke Ty, Uy
et en plus a(Op,f) = 1 (on dit que f est une forme propre normalisée) alors les valeurs
propres de f par rapport aux opérateurs de Hecke sont les coefficients de Fourier : cela
veut dire qu'on a f | T, = a(n,f)f et £ | Uy = a(q, f)f.(Voir proposition 6.2 dans [Hid94])

k—2t4rt

Supposons p | ¢ et onnote Uy :=p 2 U, (ici U, veut dire Upp,,). Soit £ € S 1y, 5 (K1(c))
une forme propre normalisée alors on sait que ses valeurs propres sont dans Q. Alors :

Définition 6.3. On dit que f est ordinaire en p si I'image dans @p (a travers inc)) de la
valeur propre de f par rapport a Uz()] est une unité p-adique.
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6.2 Formes de Hilbert et cohomologie

Dans cette section on décrit le passage entre les formes de Hilbert et la cohomologie
des variétés de Hilbert. On suit [Hid94].

6.2.1 Opérateurs de Hecke sur la cohomologie encore une fois

Soient k, 7 € Z et ¢ comme dans la définition des formes de Hilbert (6.1.1). On note
Yi(c) la variété de Hilbert de Niveau K;(c) (voir|l1.3.1)). Maintenant on décrit les faisceaux
qu’on utilise, ces faisceaux proviennent des représentations algébriques de G. Soit kK C C

un corps contenant la cloture normale de F alors on note Py .(k) le G(k) & GLa(k)*F-
module & droite Sym*~2t(k) ® det™ "% avec les notations de Alors on considere

le faisceau L(Py,(k)) sur Yi(c) défini dans [1.4.1]
Remarque : Si on note A = Ay, le caractere algébrique correspondant a

(k—2t—7"t _k—2t+7“t)
2 ’ 2

(voir (L.1))) alors d’apres les considérations dans on a un isomorphisme de k-espaces
vectoriels équivariant par rapport a l'action & droite de G(k) : Vx(k)Y = Py, (k).

Soit = € Ry(c) alors d’apres on peut définir 'opérateur :
[Ki(e)zKa ()] = H? (Y1(c), £L(Per(F))) = H7 (Yi(c), L(Pcr(F))),

pour ? = (),c,!. Alors on obtient une action de I’anneau de Hecke abstrait du couple
(R1(c), K1(c)), en particulier on a les opérateurs T;, et U, sur la cohomologie. D’autre part
on peut aussi définir une action des signes {£1}>F sur la cohomologie.

Maintenant soit ¢ un caractére de Hecke comme dans on note Yy := Y |p. et
F

Yo(c) la variété de Hilbert de Niveau Ko(c) (voir[1.3.1)). Dans ce cas on considére le faisceau
L( Py, (k),v0) sur Yp(c) défini dans le cas 3 de Encore une fois on obtient une action
des opérateurs T'(n) et Uy sur les groupes de cohomologie H3 (Yo(c), L(Pi,r(k),%0)) pour
?=10,c,! (voir cas d) dans[1.5.2).

Observer qu’on a une décomposition équivariant par rapport a I’action des opérateurs
de Hecke et de {+1}>F :

H3 (Y1 (c), ‘C(Pk,r(k))) = EBH?.(}/O(C)VC(Pk,r(k)v"?bO))a
Yo

ici ¥g : O — C* parcourt les caracteres de conducteur divisant c.

6.2.2 Cohomologie cuspidal

Les groupes de cohomologie H3 (Y1 (c), L( Pk »(C))) pour ? = 0, ¢,! sont définis en termes
topologiques. Il existe un sous groupe de H®(Yi(c), L(Pk(C))) défini en termes purement
analytiques, cet espace est la cohomologie cuspidale Hg,q,(Y1(c), L( Pk (C))). Cet espace
nous permet d’étudier la cohomologie parabolique parce qu'on a H2., (Y1(c), L( Pk -(C))) C

H?(Y1(c), L(Pxr(C))) et en fait cette inclusion est une égalité si k > 2t (voir 3.2 dans
[Mar87]). D’autre part les opérateurs de Hecke et {£1}*F laissent stable la cohomologie
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cuspidale.
Le théoreme suivant est une conséquence des travaux de Harder et Matsushima-Shimura
et est explicité par Hida, voir par exemple [Hid94] :

Proposition 6.4. Il existe un isomorphisme de C-espaces vectoriels équivariant par rap-
port auz actions des opérateurs de Hecke et de {+1}*F :

f: EDS k,r), ) — chsp(Yl(c)v[’(Pk,r(C)))a

ici J parcourt les sous ensembles de .

Preuve : On va donner un apercu de la construction en suivant [Hid94]. La construction
est décrite en passant a la cohomologie cuspidale des composantes connexes. Pour cela on
commence avec une définition :

Définition 6.5. Soit I' C Slp(F.) un sous-groupe arithmétique, k € Z*F et J C L. On
note Sk, j(I') Pespace des fonctions f : Sla(Foo) — C tels que :
— f(vg) = f(g) pour v € T et g € Sly(Fixo) ;
- Dof = ((*5%5) 1k, — 2)f
= f(gu(9)) = exp(2mi(X e kolo — Xpesy— g Kobs))f(g) pour tout 6 et g;
= Js-1rsnan o f(dmg)dm = 0 pour tout g € Sh(Fis) et § € Sly(F). Iei M = {(; {),z €
Fy} et dm la mesure de Lebesgue de F, considéré sur M.

Lemme 6.6. On a un isomorphisme :

0 : @ Sk J cusp(F7 Pk,r((c))‘
JCEF

Preuve : On se borne a donner la formule. Soit f € Sy ;(I') alors on définit une d-forme
différentielle sur Hp avec valeurs dans P ,(C) comme suit. Pour chaque z € Hp on choisit
g=(2Y) € Sly(Fx) tel que g(z0) = z avec zg = (i)yex, et on définit :

§(f)(2) = 3s(g,20)* f(9) ¥ x(dX — BY, —cX + aY)dz,

= js(9; ZO)kf(g) H (Xo —Z kd ? H —Xo+ 25 a)k”_z’
ceXp—J oeJ

ici dzj = Noeydzo N Noesp—g dZo, Vik(X,Y) = [lpe (= Xo + DOLE [oesp—s(Xo +
iV, )2 et §1(g,20) = ((co +idy)ser, (o —idy)genp—g). On peut vérifier que cette défini-
tion ne dépend pas du choix de g et qu’en fait §(f) est une d-forme différentielle harmonique
et cuspidale sur I' \ Hp. Voir détails dans [Hid94] m

Maintenant soit f € Sy, s(¢,9) alors pour chaque x € Cl}. soit fx : Sla(F) — C deﬁnle
par fx(g) = f(gxg). Alors fx € Sk j(I'*) ot I'* est le noyau de 1 sur Sla(F) N gxKo(c) gyt
Alors on consideére la classe de cohomologie er(n; i(fx) € ngsp(Yo(c),E(Pk,r(C),1/)0)).
On déduit le résultat d’apres la décomposition des espaces de cohomologie et de formes

de Hilbert (voir et [6.1.1)).

n
Soit &k C C contenant la cloture normale de F' alors on définit :

He o (Yo(€), £(Picr (k), ¥0)) := Hep (Yo(€), L(Picr(C), v0)) N H(Yo(c), L(Picr(K), o).

Comme les opérateurs de Hecke et {£1}*F laissent invariant HZ _ (Yo(c), L(VA(C)Y,v))

cusp

alors on obtient une action aussi sur HS, (Yo (c), L(VA(k)Y, ).
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Soit ¥ un caractére de Hecke comme dans Si f € S(k,),7(c, 1) est une forme propre
normalisée et ¢ € {#1}*F un signe alors on note pour k assez grand :

Hcdusp(}/o(c)? E(Pk,r(k)v 1/}0)) [Ev f],

ensemble des classes ¢ € H& (Yo(c), L(Px,r(C),10)) qui sont est un vecteur propre pour
les opérateurs de Hecke avec les mémes valeurs propres que f et ¢ | ¢ = (c)¢ pour tout
c € {£1}*F. Observer qu’ici on voit naturellement ¢ comme un caractére de {£1}>.
Alors on sait que Hglusp(Yo(c),K(Pk,r(k),gbo))[s, f] est un k-espace vectoriel de dimension
1 (voir section 8 de [Hid94]).

Soit v+ HI(Yo(c), L(Pir(k),0)) — HY(Yo(c), L(Pir(k),10)) le morphisme canonique
alors comme on a déja remarqué on a H&,  (Yo(c), L( Py, (k),10)) C image(uy) et d’autre
part on peut voir qu’il existe une section pour ¢ ; ¢a veut dire une fonction

& + image(up) — HE(Yo(c), L(Pir(k), 1)),

tel que ¢ 0 & = id (voir section 5 dans [Hid94]). Alors on peut considérer la cohomologie
cuspidale contenue dans la cohomologie & support compact.

6.2.3 Périodes

Le but dans cette partie est de définir les périodes des formes de Hilbert. En plus on
associe a une forme de Hilbert et un signe une classe dans la cohomologie de la variété
Hilbert a support compact avec des coefficients p-adiques.

Soit f € S(k,r)(c, 1) une forme propre et normalisée. On fixe un corps de nombres
k C C contenant la cléture normale de F', les valeurs de g et les coefficients de Fourier de
f. Soit ¢ € {1}*F alors comme on a remarqué dans la derniére sous section les espaces
vectoriels

ngsp(}/ﬂ(c)v [’(Pkﬂ‘(k)7 lﬁ())))[&‘, f] et ngsp(}/o(c)? [’(Pk,r((c)a wO))[gv f]
sont de dimension 1 (sur k et C respectivement). Soit :
=(6)= Y elo)(cd(f)), (6.1)
ce{£1}*F
ou J est I'isomorphisme de la proposition Alors §.(f) est une base du C-espace vectoriel
HE (Yo(c), L( Py (C),10))[e, f]. Pour chaque classe non zéro ¢ dans le k-espace vectoriel

cusp

HE o (Yo(c), L(Piy(k),10)) e, £] il existe Qf € C* tel que :
d:(f)

Qf

Q5 est la période associée a f et €, et est bien définie a multiplication par un élément de

E* pres, cela veut dire bien définie dans C*/k*.

¢ = (6.2)

Soit L/Q, une extension finie contenant inc,(k) ol inc, : Q — C, est le plongement
fixé dans “notations”. On a les suivantes inclusions :

Hgusp(Yo(€), L(Picr (k), th0)) < H{ (Yo(c), L(Picr (k). o)) © HE(Yo(e), L(Pier (L), %0)),
ol le premier morphisme est &, (voir [6.2.2) et 'autre provient de Iinclusion P, (k) C
Py (L) obtenue de inc,,. Observer qu’ici L( Py (L), 1) cela veut dire le faisceau L£(Px (L), O)

avec © := inc, 04y, voir le cas 3 dans[T.4.1} Donc & travers ces inclusions on peut considérer
¢ comme un élément de H(Yy(c), L( P (L), %0)).
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6.3 Représentations automorphes

Soit (m, V) ou V est un C-espace vectoriel avec une action de G(Ay) et une structure
de (goo, O2(Fso))-module qui commutent, ici m note les actions obtenues sur V. On obtient
une action de K = G(Z)Oa(Fs). Alors on dit que que (7, V) une représentation admissible
de G(A) si :

— Les élément de V sont K-finis;

— Si p est une représentation irréductible et de dimension finie de K alors la composante

p-isotypique de V est de dimension finie.
Parmi les représentations admissibles de G(A) il y a un type assez spécial qui est appelé
les représentations automorphes et que 'on va définir.
D’abord on note Ay(G(Q) \ G(A)) lespace des formes automorphes et cuspidales, alors
Ao(G(Q) \ G(A)) est presque par définition une représentation admissible de G(A). Alors
une représentation automorphe cuspidale est une représentation admissible irréductible de
G(A) tel que peut étre réalisé comme un sous quotient de Ay(G(Q) \ G(A)).
On s’est intéressé aux représentations automorphes et cuspidales qui “contribuent a la
cohomologie” cuspidale de la variété de Hilbert. D’abord observer qu’une représentation
automorphe cuspidale (en fait n’importe quelle représentation admissible irréductible de
G(A) ) peut étre écrite de fagon unique ™ = ®/ m, ou le produit est sur toutes les places
de F et si v est une place finie (respe. infinie) alors m, est une GL,(F,)-représentation
((M2(R), O2(R))-module) admissible et irréductible.
Soit (k,r) € Z¥F x Z tel que ky > 2 et k, =7 mod 2 pour tout o € Uf.

Définition 6.7. On dit que 7 est de type (k,r) a Uinfini si elle est engendrée par une
forme automorphe f tel que f(gysou(0)) = Yo texp(2mi(Y,ex,. kobs))E(g) , Pour yoou(f) €
F*X K% et g € G(A).

Il existe un dictionaire entre représentations automorphes cuspidales de type (k,r) et
formes de Hilbert qui sont nouvelles de poids (k, r), voir [RT11] pour une jolie présentation.

Soit p une place de F' sur p et on note Y, 'ensemble des 0 € X tels que inc, o o
correspond a p. Soit 7 une représentation automorphe cuspidale de type (k,r) alors :

Définition 6.8. On dit que 7 est ordinaire en p si :
— soit 7, est ramifiée et si ap est la valeur propre de son vecteur nouveau par rapport

kg —2+47r
a l'opérateur U, alors incp(pz"EEFm ® ay) est une unité p-adique.
— soit 7, est non-ramifié et 'un des deux parametres de Satake, disons ay, satisfait la
méme condition que dans le premier cas.

On définit la fonction L d’une représentation automorphe en suivant [Bum97]. Soit
T = Too @ ®pmy une représentation automorphe cuspidale de type (k,r) a I'infini. D’abord
on définit les facteurs locaux pour les places finies.
Soit p un idéal premier de F. Si x : Fy — C* est un caractere continu alors on note
L(x,s)=(1 —X(wp)NF/Q(p)’S)’l si x est non ramifiée, et L(x, s) = 1 si non. Maintenant
on définit le facteur local par :

— Si 7, est supercuspidale alors on définit : Ly(m,s) = 1;

— Si 7y, est une série principale disons m, >~ 7(x1, x2). Alors on définit :

Ly(m,s) = L(x1,8)L(x2, 5);
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~ Si m = o(x1,x2) est la représentation spéciale avec x1 - x5 '(x) =| = | alors on
définit :
LP(T‘-7 S) = L(le 5)5
Dans l'infini on définit :

r+ks —2

Loo(m,s) = H Te(s+ 5

oEX R

),

ou I'c(s) = 2(2m)~*T'(s). Alors on pose :

L(m,s) = Loo(m, s) H Ly(m,s).
p



Chapitre 7

Fonctions L p-adiques

Finalement dans ce chapitre on met ensemble les différentes parties de notre travail.
Pour une représentation automorphe cuspidale cohomologique de G(A) et que satisfait la
condition pente non critique (voir on associe une distribution sur le groupe de Galois
Gal, d’un ordre de croissance adéquat, a ’aide du théoreéme de classicité et la construction
dans la section o} On vérifie la propriété d’interpolation en utilisant les calculs donnés dans
[Dim].

7.1 Distributions associées aux représentations automorphes

7.1.1 Construction

Soit T = 7o ® m une représentation automorphe cohomologique de G(A) de type
(k,r) avec (k,r) € Z*F x Z tels que ky > 2, kg = r mod 2 et | r |< k, — 2 pour tout
oEYp.

Soit k; le corps de nombres engendré par la cloture normale de F' et le corps de définition
de 7y. Soit L un corps p-adique contenant kr. On note X\ : T'(Z,) — L le poids arith-
métique et critique associé au caractere algébrique correspondant a (k_2§_Tt, —k_2§+rt).
Soient Dy (L) l'espace de distributions avec I'action associée a A et Py ,y(L) comme dans

0.2, 1]

Soit f € S(i,)(K1(c)) la forme nouvelle propre associée a m. Alors on considere la
condition suivante sur la représentation automorphe :

Pente non critique : 1l existe une p-stabilisation de f, qu’on note f, tel que si pour
chaque p | p on note a, € Q la valeur propre de f; par rapport a 'opérateur U, alors on
a:

vp(ine,(p 2 [[ap) < K0 —1,
plp

ici k% = min{k, | o € p}.

On suppose que 7 satisfait cette condition et on fixe une de ces p-stabilisations f; €
k—2t+rt

S,y (K1(c)NKo(p)) C Sk, (K1(cp)). Onnote o = incy(p~ 2 [, ap) et ap = incp(ay)
pour chaque p | p. En plus on suppose que Kj(cp) est net.
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Avec la notation de (6.1)) on considere la classe 61 (fr) € H&,(Y1(¢p), L(Pucr)(C)))[fx, 1].
On fixe desormais une période Q. € C* (observer que la période est unique a multiplication
par un élément de kX pres) et soit

¢7r,1 € Hg(yi(cp)’ ‘C(P(k,'r)(L)))

la classe associée a d1(fr) et le choix de la période; dans les notations de sont Q}W
et gb}ﬂ respectivement. Observer que d’apres théoreme 8.1 de [Hid94] on sait que si n est
un entier tel que w <n< W
Hecke d’ordre fini de F' alors :

pour tout o € X et si x est un caractere de

Lir® |-} ®x,1) —
el iy exl) g

Maintenant remarquer que quﬁml = apr,1 et par hypothese on a vy(a) < k9 — 1 alors
d’apres le théoréme [4.1] il existe une unique

D1 € HAYi(c), L(DA(L))

qui releve ¢r1 et Uy ®r1 = aPr 1. Finalement on utilise la construction de pour
définir :
Pl = o, , € D(Galy, L).

7.1.2 Propriétés

Sur les propriétés des distributions construites dans la derniere sous section on a le
théoréme suivant :

Théoréme 7.1. On suppose que CIJIE = 1. Soit ™ une représentation automorphe cuspidale
de type (k,r) tel que :
i) 7 satisfait la condition pente non critique (Uoir ;
it) si ¢ est le conducteur de w alors Ki(cp) est net.
Alors on a :
1) La distribution piry : A(Galy, L) — L est h-admissible avec h = vy(a) (voir[3.4.3
pour la définition d’admissibilité).
2) Soit x : Gal, — L* un caractére d’ordre fini, alors on peut voir x comme un carac-
tére de Hecke d’ordre fini comme dansm et on suppose que 1 = (Xo(—1))sexp-
Alors on a :

i) = ine, (Lp(w ®£§: 1)T(x)) 1%,

plp

ici LP est la fonction L sans le facteur en p et avec le facteur en oo et on a :

—cond(xp) . ey
ay s xp est ramifié

Zy =
Xp(p) "% (1 - ap_lxp(p)_le/@(p)_l)(l —apxp(p))™t  si non.

dyp la puissance de p dans la différente de F' et 7(x) est la somme de Gauss comme définie

dans [Diml] par rapport a ep (le caractére défini dans .
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Preuve : Comme on a Up" ®r 1 = a®, ;1 alors d’apres la proposition on déduit que
fr1 est h-admissible pour h = v, (a).
Finalement l’interpolation est essentiellement une conséquence du fait que nos évaluations
evg n, avec lesquelles on a construit i 1, sont une version pour la cohomologie surconver-
gente des évaluations définies dans [Dim| pour la cohomologie avec coefficients classiques,
et ces dernieres sont liées aux valeurs spéciales de la fonction L de . Voir la section suiv-
ante pour les détails. m

Remarque : 1) Comme on a démontré la proposition seulement dans le cas Cl}, =
1 alors on voit pourquoi cette condition est nécessaire dans la partie 1). D’autre part,
comme on le verra, cette condition aussi sera nécessaire pour 'interpolation, en fait nous
permet de déduire quelques propriétés sur le support des distributions obtenues avec nos
évaluations evy .
2) La condition ii) sur le conducteur de 7 peut étre éliminée en utilisant un niveau auxiliaire
comme dans [Dim09].

Corollaire 7.2. Si de plus la représentation automorphe m est ordinaire en p alors la
distribution pir 1 : A(Gal,, L) — L est bornée ; cela veut dire que jir1 € L ®p, DA(Of) C
Di(L).

7.2 L’interpolation.

7.2.1 Valeurs de fonctions L et cohomologie

Ici on reproduit un calcul donné dans [Dim| qui fait le lien entre les valeurs spéciales
de la fonction L de 7 et ¢r1 € He(Y1(cp), L(Pucry(L)))-

On fixe n > 1 et on utilise les notations de Soit L un corps p-adique contenant

la cloture séparable de F'. D’abord on rappelle I’évaluation sur la cohomologie :

— Le cycle Cy, nous fournit : H4(Y1(cp), L( Py, (L)) = HY X, CiL(Pe (L)) ;

— Soit Ly, (Px,r(L)) le faisceau sur X,, quand on considére I'action de u € U(p™) a droite
sur Pg (L) par (49). Alors on peut vérifier que automorphisme de Py (L) obtenu
de action & droite par ((1) - ) nous fournit un morphisme au niveau des faisceaux :
CrL(Pg, (L)) = Ln(Pgr(L)) et alors dans la cohomologie on a un morphisme :

H(Xn, CL(Piyr (L)) = H(Xn, La(Picyr(L)));

— Le morphisme crit : P ,(L) — L que a P(X,Y) associe le coefficient devant le
monéme X 2 Y T2 satisfait crit(P(%9)) = crit(P). Alors on obtient un mor-

phisme de groupes de cohomologie :

~

HE(X, La(Pigy (L)) = H(X,, L) LOTEG"),
— Finalement en mettant ensemble ces trois étapes on obtient un morphisme :

ev%l(cl)),n : Hg(Yl(Cp)v E(Pk,r(L))) - LCI;(pn)‘

Maintenant on utilise les notations de Si on écrit ev%1 (cp)m(qul) = (Ox,r)y eCtt (pn)
alors on a :
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Lemme 7.3. Soit x : Gal, — L* un caractére d’ordre fini tel que 1 = (Xo(—1))oex, (vu
comme un caractére de Hecke comme avant). Sin est assez grand alors on a :

n k—2t4rt

P 1
Ptz o Z x(x)axr = inc, ( ( ®(§<’ )T(X)) HZP'
x€CIf (p) T plp

Ici n est assez grand tel que le conducteur de x divise p"Op et donc x est défini sur
Cli(p").-

Preuve : Voir les calculs dans la preuve du théoréme 2.5 dans [Dim].m

Remarque : Observer que dans la notation de [Dim| notre module P, (C) est Sym™ ®
wot—w

det 'z avecw =k — 2t et wy = —7.

7.2.2 Comparaison

On va expliciter la relation entre les évaluations pour la cohomologie avec coefficients
en Pkﬂn(L) et D)\(L).

k—2t+4rt

Lemme 7.4. Soit cr : DY (L) — L le morphisme défini par cr(u) = Ap(z~ 2 ) avec

k—2t . o
A = (xaeire ). Alors on a le diagramme commutatif suivant :
2

eV, (ep)n : HE(Y1(¢p), L(DA(L))) DFH(L)THE™)

Ccr

Pt 2 ev‘}él(cp)m : HA(Y1(ep), L( P (L)) ————— [,CL5(")

Preuve : Ce diagramme est une conséquence directe des deux observations suivantes.
D’abord rappeler que le morphisme qui nous donne la spécialisation Hé(Y1(¢cp), L(Da(L))) —
H(Y1(cp), L(Pyx(L))) est le morphisme Dy(L) — Py (L) donné par u — P(u)(X,Y) =
(X 4 2Y)k=2) (voir . On voit directement que on a :

n k—2t4rt

Plux(§n)=p"" 2 Pu)-(gn)

D’autre part si comme avant on note crit : Py (L) — L tel que a P(X,Y) on associe le
. ~ k=2t4rt o k—2t—rt , . .
coefficient devant le monéme X 2 Y 2 alors on a un carré commutatif (voir D :

Di(L) Dy (L)

Py (L) a7
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7.2.3 Preuve de partie 2) de proposition

Ici on doit supposer que CIJ},C = 1. Observer que dans ce cas on a Gal, = (O ®
Zy)*/E(1) et on a D(Gal,, L) = D ((Op @ Zy)*, L).
Soit x : Gal, — L* un caractére d’ordre fini et signe 1 € {£1}*F. Soit n > 1 tel que le
conducteur de x divise p"Op. On écrit evg, () n(Pr1) = (Vx)xeCllt(p")' Alors d’apres la
définition dans Bl et le lemme 59 on a :

VX(X) = (k—2t+rt>X(X)VX(Z 2 )
2

Comme avant on écrit ev‘}l(l(cp)m(qﬁ,r, 1) = (axﬂ)xeCIIt(pn)' Alors on a fir 1(y)=

= IU/CDTA',I (X)
=a™ > wx)
xEClF(p")
_ k — 2t k—2t+rt
=a " ) <k—2t+rt>X(X)VX(z 2 )
xECl}(p") 2
k—2t+rt
= pn 2 a " Z X(X)ax,ﬂ
XGCIJFﬁ(p”)
: LP(m @ x, D)7 (x)
= inc, ( O > H Zy

plp

observer que la deuxiéme égalité est une conséquence du lemme [5.2], la quatrieéme du
lemme [7.4] et la derniére de[7.3] =
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