Compactifications arithmétiques des variétés de
Hilbert et formes modulairesde Hilbert pour
[i(c, m)

Mladen Dimitrov

Soit F un corps de nombres totalement réel de defréd’anneau des entiers de
différented et de discriminani r = N (0). On abrégera N= Ng/q.

On se donne un groupe algébrigheg, intermédiaire entr&n, et Reg Gm, connexe :
Gm < D — Re% Gm. On définit le groupe algébriqu@/DQ (resp.G}‘Q) comme le
produit fibré deD (resp.Gn) et de Reé GL, au-dessus de R(gﬁ}m. On ale diagramme
cartésien suivant :

Reg, SLoC G*C GPC Reg, GL2

| i ! .

1 Gm© DS Reg) Gm

ou la flechev : Re% GLy; —» Res& G est donnée par la norme réduite.

Le sous-groupe de Borel standard@&, son radical unipotent et son tore maximal
standard sont not&3, U et T, respectivement. On poge = T N ker(v).

Pour touteQ-algebreRr et pour tout groupe algébrigu# surQ, on noteHy, le groupe
de sesR-points.

Soitn unidéal dev premier aA ¢ et ne divisant ni 2, ni 3 et saitun idéal fractionnaire
de F, que I'on peut supposer premienaAlors le groupe de congruencEs= F{’(c, n),
défini dans la partie 3, est sans torsion et I'espace de modules de variétés abéliennes
de Hilbert—Blumenthal correspondait = MlD(c, n) est unZ[ﬁ]—schéma, lisse au-

dessus d@[%], ouUA = N(dn) (voir la partie 4 pour une définition précise de I'espace de
modulesM).

Cet article décrit les compactifications arithmétiquegtiet donne quelques unes de
leurs propriétés.

Les principales références sont les articles [11] de M. Rapoport et [2] de C.-L. Chai,
ou les compactifications toroidales et minimale sont construites pour le sous-groupe de
congruence principal de niveaui, lorsqueD = Gn,. Par ailleurs, Rapoport explique
comment on peut obtenir une compactification partiell®fdmix pointes non-ramifiées. La
contribution principale de ce travail est qu'il fournit les cartes locales servant a compactifier
les pointes ramifiées. Une application immédiate est le “principg-développement” en
ces pointes ramifiées.
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Les résultats de cet article sont utilisés dans un article commun avec J. Tilouine [6],
ou figurent aussi différentes applications aux formes modulaires de Hilbert. En vue de
ces applications, il est important de disposer de compactifications toroidales lisdes de
puisque I'on sait prolonger les fibrés automorphes a celles-ci.

Le groupe auxiliairdd nous permet de traiter simultanément le cas du groupe modulaire
de Hilbert et celui de sa version étendue, qui sont d’égale importance et correspondent a
D=GnpetD = Re% Gm, respectivement (voirl]).

Je remercie tous ceux qui m'ont consacré du temps pour discuter, et en particulier
Y. Henrio, qui a eu la gentillesse de m’expliquer le théoréme de descente formelle de
Rapoport, ainsi que A. Abbés, D. Barsky, G. Chenevier, H. Hida, A. Mokrane, M. Raynaud
et E. Urban. Je voudrais exprimer toute ma gratitude a J. Tilouine parce gu'il m'a initié a
ce sujet de recherche passionnant et constamment encourageé au cours de la préparation de
ce travail. Enfin, je remercie les rapporteurs pour leurs remarques intéressantes.

Nous rappelons d'abord brievement la construction générale de variétés semi-abé-
liennes, donnée par D. Mumford dans le cas totalement dégénéré [10]. Nous introduisons
ensuite la notion déR, n)-pointe, version algébrique delapointe. Cela nous permet de
construire, en suivant [11], les cartes locales, qui seront utilisées pour les compactifications
toroidales arithmétiques.

1 Laconstruction de Mumford

Soit R un anneau excellent, intégralement clos, noethérien, complet pour la topologie
I-adique, pour un idéal radiciél= +/I. SoitK le corps des fractions de.

Soit § = SpecR), n son point générique &y = SpecR/I) le sous-schéma fermé
défini parl.

Définition 1.1. Un S-schéma en groupes commutatif, lisse et de typadiest dit semi-
abélien, si ses fibres géométriques sont des extensions d’une variété abélienne par un tore.

Considérons le tore déplo;@ = GJ, x S de rangr sur S. Soitb un sous-groupe
discret polarisable d€&,. L'objet de cette section est d’esquisser la construction d’un
schéma semi-abéliefi/S, comme “quotient” d&5 parb. La stratégie est la suivante :

(i) Construire une “compactifications < P telle que l'action dev s'étende & et
gueb agisse librement et discontinument gt Sp (pour la topologie de Zariski).
S

(i) Suivre les fleches du diagramme :

~  complétion

~ ouvert v
GC——=P B
quotient formel pab i
ouvert
G—> .Y
algébrisation

(iii) Enfin, montrer queG est semi-abélien suf, indépendant du choix de, queG,
est abélien, et quéo = Go = GJ, x So.
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Périodes et polarisation. Soita = Z" le groupe des caracteres @ePoura € a, notons
X% e HO(G, O ) le caractere associé. Alors de maniére canonique :

G = Spe¢R[X%; a € a]).
Définition 1.2. Un ensemble dpériodesest un sous-groupe C (N}n isomorphe &".

Définition 1.3. Unepolarisationpourb est un homomorphismg: b — a tel que:
(i) X (8) = x9#)(B), pour toutg, B’ € b,
(i) X2 (B) e I, pour touts € b\{0}.

Lemme 1.4. Pour touta € a, il existe un entien > 1 avecX"*®+(8) e R pour tout
Beb.

Modéles relativement complets. Etant donné un ensemble de périoties 5,7 muni
d’une polarisatiorp, Mumford donne la

Définition 1.5. Un modéle relativement complee G, par rapport &b, ¢), est la donné
des éléments suivants :
(a) Un schéma intégr®, localement de type fini suk,

(b) Une immersion ouverte: G < P,

(¢) Un faisceau inversiblet sur P,

(d) Une action du tore sur P et £, notéeS, : P — P etS! : £ — £, pour tout
point fonctorielg de G,

() Une action de sur P et £, notéeTs : P — P et Tj £ — £, pour toutg € b,
satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) ll existe un ouverG-invarianty' C P de type fini suss ettel queP = ., 75(U).

(i) Pour toute valuation sur le corps des fonctions rationnelles 6t qui est positive
SUrR,ona:

vaducentre SUP < pour touta € a, il existe 8 € b avecv(X*(8)X%) > 0.

(iii ) Les actions d& etb sur P prolongent leurs actions par translation 54{
(iv) Les actions d& etb sur.L vérifient la condition de compatibilité suivante :

STy = x?P)(g)T; Sy, pour toutp € b et tout point fonctoriek deG.

) £ est ample SUP, au sens que les complements des lieux des zéros des sections
globales H(P, £8"), n > 1, forment une base de la topologie de Zariskirle

Définition 1.6. Uneétoile = dea est un sous-ensemble fini déel que Oc £, X = —X%
et X contient une base de

Soit lanneau graduéR = > 2 K[X%; o € a] - 6%
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Tg‘(c) = ¢, pourc € K,
On définit une action du groupesur R par : Tg(aea) = X%(B)X*, poura € a,
Tﬂ*(é’) = x2B) (B)x2 Py,

Définition 1.7. Soit X une étoile dar; on noteRy s le sous anneau d& engendré sur
R parles élémentfg(%“e) pourB ebeta € X,ie.:

Ry.x = R[XIPHg)x20 Brragyy o o5

D’aprés le lemme 1.4 on peut supposer, quitte & remplagear ng, que Ry s C
R[XYOlyca- _

On montre alors que Pr@}y ») est un modéle relativement complet p@urComme
R4 > est un anneau gradué engendré par ses éléments de degr§ Ry Riogst muni
d’'un faisceau tres ample inversible canonique, qui est(B.

On obtient ainsi le :

Théoréme 1.8 (Mumford [10]). Soit G un tore déployé sus, b C 5,, un groupe de
périodes ep : b — a une polarisation. Alors, pour toute etoie dea, quitte a remplacer
¢ parng (n € Z,n > 0), P = Proj(Ry,x), muni de son faisceau canonig@1), est un

modele relativement complet poﬁrsur S, par rapport a(b, 2¢).

On remarque qué ,, = P,.
La construction du quotient procede en deux temps : Mumford forme d’'abord le quo-
tient3 du complété formel d® le long du bord, pab. Ce quotient est un schéma formel

projectif et de type fini, donc s’algébrise en un schéma projectif de type finifhote

Considérons l'ouvert J4., T5(G) C P. SoitB = P — Ugeo T,g(G) le sous-schéma
réduit, et le quotient parb de son complété formel. C’ est la complétion formelle d’un
sous-schéma rédu C P. PosonsG = P\ B. Par construction les complétiords
adiques d&5 et G sont canoniquement isomorphes.

Theoreme 1.9 (Mumford [10]). Le schémaG/S est semi-abelienis, est une variété
abélienne et est un tore déployé de rang Le schémaG /S ne dépend que du tol@
et du groupe de périodes et il est indépendant de la fonction de polarisatipret du
modeéle relativement compIBt La construction d&5 /S est fonctorielle erG/S et enb.

2 Construction de VAHB dégénérantes

Onapplique la construction de Mumford pour construire des variétés abéliennes de Hilbert—
Blumenthal dégénérantes. Afin d'éviter des répétitions avec la partie 2 de [6], nous n'allons
donner la définition d'une variété abélienne de Hilbert—-Blumenthal que dans le cas ou le
discriminantA ¢ du corpsF est inversible.

Définition 2.1. Une variété abélienne de Hilbert—-Blumenthal (abrégé VAHB) sur un
Z[ = 1- -schémas est la donnée d’'un schéma abélign: A — S de dimension rela-
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tive dr et d'une injection : 0 < ENd(A/S) tels que le faisceaw = f*Q}w soit
localement libre de rang 1 surR @y, pour la topologie de Zariski.

Pour tout idéal fractionnaifede F on pose* = §~10~1. On a un accouplement parfait
Treg:fx i — Z.
Soit X un idéal fractionnaire dé&', muni de sa positivitd , = X N (F Q R) .

L’anneau debase S;. SoitR = Z[¢%: & € X].

Soit S = Spec¢R) = G, ® X* le tore de groupe de caracterés

Soit X un éventail complet lisse d€ et soitS < Sy, 'immersion torique associée.
On rappelle qu’elle est obtenue en recollant, ppur 3, les immersions toriques affines
S < S, = SpecR,), OUR, = Z[gé; € € X N&]. SoitS. le complété deS, le long de
S3° := S, \S et S¢ le complété deSs, le long deSY := Sx\S.

Pour écrire les choses plus explicitement, donnons nous unghasé,* deo que I'on
complete en une bagg,...£; deX*. Soitéy,. . .£, la base duale d¥ et posonsZ; = g5,
Alors R, = Z[Z4, ..., Z, Zilzi] et S2° est le diviseur a croisements normauxsie
défini par I’équationZl .Z,=0.

On a s, = Spf(R)), ou R/ est le complété der, en l'idéal principal radiciel
(Z1...7Z)).

Pour décrire ce complété, on décompose tout (n1,...,nq) € Z¢ en(w',n") €
Z" x 77" Disons qu'une série de Laurent formelfe, ;. c, Z1" ... Z;* & coefficients
cn € Zest(Zy...Z,)-entiere si

(i) pour toutn”, ¢, v = 0, sin’ ¢ N",

(ii) pour tout H > 1 on ac,’ ,» = 0, pour presque touk’, n”) ¢ [H, oo x Z¢ .

Le complétér s'identifie alors alensemble des sérjes ;i caZ7* ... Z* quisont
(Z1...Z,)-entieres. C'est un anneau normal. a
On voit ainsi quek’ est aussi le complété de, par rapport a la topologie suivante :

@5 — 0 <= TrggEE*) — +oo, VE* eo. (1)

L'anneau de base sur lequel nous effectuons la construction de Mumford Rf est
Soit S, = Spec¢Rr)); posonsS‘0 =S >< S, = SpecR. ®g, R). C'est I'ouvert deS,

obtenu en rendant inversibjé pour tout elemerg deX N &Y (ousP désigne lintérieur
du cone duab deo). SoitS,0 := S, \ S2 muni de la structure réduite. 81 c o, on a
une flecheS, — S,.

LetoreG. Soita (= P* dans les notations de Rapoport [11]) unidéal du corps de nombres
totalement réefF et SoitG := (G ® a*) x S, le S,-tore de groupe des caracteres
Explicitement :G = Sped R, [X%; « € al).

L’ensemble des périodes b. Soitb (= N dans les notations de Rapoport [11]) un idéal
fractionnaire deF, tel que

ab™! = cetab C X.
Pour chaque € b on définit unﬁg-point deG, par le morphisme

R)[X% « € a] > R) ®g, R, X% > g%,
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Ceci definit un homomorphismeéquivariant de?g—schémas en groupes: b —
G ® a* = G, (oub désigne le schéma en groupes constant).

Lapolarisation ¢. Se donner une polarisatiodinéaire¢ : b — a (voir la définition 1.3)
revient a se donner un élémédpf € ¢, = cN(F QR),.

La construction de Mumford donne un schéma semi-abéliesurS,,.
Propriétés du schéma semi-abélien G
— Larestriction deG, a 52 est une VAHB, noté&?.

— Tout élémen{¢] € ¢ donne une fleche naturele, ® a* — G,, ® b*, d’ou, par
fonctorialité de la construction, une fléche symétrigude la variété abélienne® =
(G, ® a*)/q(b) vers sa duaIeGS)‘ = (G, ® b*)/q(a). Si[¢] € ¢4, alors¢ est une
polarisation.

— Par le lemme du serpent, appliqué a la multiplicationmpdansGm ®a*, on trouve
lan-torsion deG? (qui est le sous-schéma en groupes réduit, intersection des noyaux des
multiplications par les éléments d¢au milieu de la suite exacte

1— (a/na)(1) - G%[n] - n1b/b — 0. (2)

— La restriction deG, a S, est égale au toréGm ®a*) x Sqo.

— La construction est fonctorielle en lese T et compatible avec I'action de*, i.e.
pour touto’ C o et pour toutz € 0™ on a des diagrammes cartésiens :

Gy — Gy Gy —> G2

’ v | \

§a’ Ea Eg — Euzo .

3 R-pointeset (R, n)-pointes

Pour tout idéalf c o on noteofX le sous-groupe de* formé des unités congrues a 1
modulof. On noteo’ le groupe des unités totalement positives de

Pour toui-réseaul. de F2 notonsG (L) le stabilisateur dé& dansG(gJr (pour I'action
a gauche donnée par- I = Iy 1, pour touty € G(g et/ e L).Ona

Gto@ ) = {y € (:D c0> | v(y) €0} DDQ}.

b
d

Cette partie étudie la combinatoire des pointes d’'une variété modulaire de Hilbert—
Blumenthal en niveaIIf’(c, n) et servira a la construction de cartes locales pour les com-
pactifications toroidales. Cette étude a été déja effectuée par Rapoport enfHiean)
et en niveau? (¢, n) pour une pointe non-ramifiée, lorsqueest un entier naturel et

Posond™ = I'{ (¢, n) = { (i ) €eGHo®c) | cecm, d= l(modn)}.
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D = Gpy, (voir [11]). Par ailleurs, lorsqué = Q, I'étude est faite par Deligne et Rapoport
[5], en niveaul" (n), et par Katz et Mazur [8] en général.

Soitc un idéal fractionnaire d&', muni de sa de positivité, = cN (F Q R) .

Les objets combinatoires considérés dans cette partie sont inspirés par les structures
de niveau des VAHB : une VAHB-polarisée complexe admet une uniformisation de la
forme F ® C /L, ou L est uno-réseau de2 tel quen2L = ¢*. Or, un tel réseau s'écrit
L = b ® a*, aveca et b deux idéaux fractionnaires de tels quea*b = ¢*. La un-
structure de niveau sur une telle VAHB est donnée alors par un homomorphisme injectif
deo-moduless : n~1071/o=1 < n~1L/L. Par ailleurs tous-module projectif de rang 2
estisomorphe a umréseau dé'2. La définition suivante est une variante de celle donnée
par Rapoport dans le cds = Gy,

Définition 3.1. Une R-pointeC (resp. une classe d’'isomorphisme Elgointes) est une
classe d’équivalence de sextuplétsb, L, i, j, 1), ou

(i) a etb sont deux idéaux fractionnaires detels quea*b = ¢*,
(i) L est uno-réseau de? tel que I'on a une suite exactemodules

0— a* LN L6 0,
(i) A : /\§L — ¢* est un isomorphisme-linéaire (polarisation),

pour la relation d’équivalence suivant&; b, L, i, j, A) et(a’, b, L', i’, j’, \/) sont équi-
valents, sh = d’,b = b’ (resp.a = £d’ etb = £b’ avect € F) et s'il existe un diagramme
commutatif den-modules :

0 a* L b’ 0,

ol les fléches verticales sont des isomorphismes et tel que Iisomorphsme A2 L/
(déduit deL. = L') induise, viax et2’, un automorphisme d€, donné par un élément de
0p, =04 N Dg.

L'application quiaun&-pointeC = (a, b, L, i, j, A) associe I'idéab est une bijection
entre I'ensemble deB-pointes et I'ensembl&y des idéaux fractionnaires de En effet,
par (i) la donnée dé déterminexr = bc, et deux suites exactes courtes (ii), correspondant
au méme idéab, sont équivalentes, car toutes les deux sont scindées.

La notion d'isomorphisme d&-pointes correspond alors a celle d’homothétie des
idéaux. On obtient par passage au quotient un isomorphisme entre les classes d’isomor-
phisme deR-pointes et le groupe gldes classes d’idéaux de

Une R-pointe est déterminée par sofréseaul de F2 (en effet, la donnée d'un tel
réseau détermine les idéaak := L N ({0} x F) etb = ca™1, et donc laR-pointe
C, a équivalence prés). Le grou% = {y € Gg | v(y) € o} agit transitive-
ment sur ces réseaux. Le stabilisateur du réseau* danst@ est égal &G (0 @ ).

De plus, deux réseauk et L’ donnent la mémeR-pointe C, si et seulement s'ils sont
dans la méméy Ug-orbite. Le diagramme commutatif suivant, traduit la correspondance
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entre lesR-pointes et les pointes classiques d@lsF) pour le sous-groupe de con-
gruenceG (o @ ¢*)

Ip —— R—pointes—— TzUg \ G}/ G (0 ® ¢*) = Gt (0 @ ¢*) \ F? — {0}/0*

) / / |

Clr = R—pointegisom — By \ G(S/GJF(O O ) — = G (0@ )\ PL(F),

ou pour touty = <i Z) € G(IO) la double cIassB@y‘1G+(o @ ¢*) s’envoie d'une part

sur la pointe classiqué™ (o @ ¢*)y oo et d’autre part sur I'idéab = ao + cc* (voir [6]
Lemme 1.7).

Définition 3.2. (i) Une (R, n)-pointe C (resp. une classe d’isomorphisme @R, n)-
pointes) est la donnée d’'une classe d’équivalence de paires formées d'un sextuplet
(a,b, L,i, j, A) (comme dans la définition 3.1) et d’'un morphisme injectibemodules

g:n ot nlL/L,
pour la relation d'équivalence suivante :

C est équivalent &’, s'il existe un isomorphisme demodulesL = L’ induisant une
égalité (resp. un isomorphisme) dRspointes sous-jacentes et dont la réduction modulo
n rend le diagramme suivant commutatif :

~

~

p
n~to~tpt,

n1L/L

n—lL//L/

On associe & I'idéal fractionnaireb’ D b tel queb’/b = j(im(B)).

(i) Une (R, n)-pointe est ditenon-ramifiéelorsque la fleches : n~1o 1/p71 —
n~1L/L se factorise par la fleche natureiela*/a* — n~1L/L (ou si de maniére
équivalentet’ = b).

(iii ) Soit une(R, n)-pointe C et soitn I'exposant du group&’/b. Une (R, n)-pointe
C’ est dite appartenir a la mémg, n)-composantgueC (resp. a UnéR, n)-composante
isomorphe), s'il existe € (Z /n)* et un isomorphisme demodulesl. = L’ induisant
une égalité (resp. un isomorphisme) depointes sous-jacentes et dont la réductjon
modulon fait commuter le diagramme suivant

n_lL/L4—{%—>nf1L/L4——i—>n_1L7L’

n—la—l/a—l ,

ou laflechep est un automorphismelinéaire den"1L /L, induisant I'identité sun—2a* /a*
et la multiplication pa@ surn=16/b.

Soit yg tel queo = n 4+ ypgc. On munit laR-pointe Lo = o & ¢* de la structure de
niveaupo : n~ 101/ 2% n-1e¢*/c* < n~1Lg/Lo. Le groupeG?, agit transitivement
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sur ces réseaux munis de structures de niveau et le stabilisatdly, i) estl". De plus,
deux réseaux et L’ donnent la méme-pointeC, si et seulement s’ils sont dans la méme
Tz Uq-orbite. D'oul le diagramme suivant :

(R, n)—pointes———— TzUg \ Gg/ T’

| |

(R, n)—pointegisom ——— B\ GJ/T .

Proposition 3.3. SoitungR, n)-pointeC, donnée paTZUQy_lF,y = <i Z) € GfQ.
Alors,

(i) L'idéal b, correspondant a Ia&R-pointe sous-jacente @ est donné pano + cc* et
sa classe ne dépend que de la classe d’'isomorphisme de la gointe

Quitte a changey, en le multipliant par un élément déy, ce qui ne change pas sa
b (bo)*

0
classe double, on suppose qu& Gy N (bca b1

). Sous cette hypothése :

,yod
1/0_1 (yoc, yod)

(i) La structure de niveau de est donnée pags : n~ 1o~ n1L/L,ou

L=b®a*, aveca = bec.

(iii ) L'idéal b’ de la définitior3.2(i) est contenu dans b et sa classe ne dépend que
de la classe d'isomorphisme de la poirte De plusb’ = ao + c(cn)*. La pointeC est
non-ramifiée, si et seulement sig nbco.

(iv) Le groupe d’automorphismes de (&, n)-pointe C est égal & ~I'y N Bg. La
suite exactd — U — B — T — 1, donne une suite exacte :
0— X* >y Ir'ynBg - 0p — 1,

OUX = cbb’ etol = {(u,€) € 0* x 0}, |u—1enb'b™", ue—1ebb/ ). En
particulier, on aOé,l =ogNTi={ueo” |ued+ bb/_l) N+ nh’b_l)}.
(v) L'ensemble desR, n)-pointes est fibré au-dessus dg. La fibre de 'idéalb est

isomorphe G+ (b @ a*) N TzUg) \ GT (b @ a*)/y 'y, olla = be, L = b @ a*. Elle
s'identifie avec I'ensemble :

(m™LL/L)prim/ {(uoe 5_1) | ueco* ecoy, £ € (cbz)*},

ou (n—lL/L)prim désigne I'ensemble des vecteurs primitifsogu-modulen=1L/L, et

son cardinal estégala >’ #(o/bb’*l)x#(o/nb’bfl)x/[(ox X o;3+) cogl
n~1bDb/ Db

(vi) L'ensemble deéR, n)-composantes est fibré au-dessuddeLa fibre de I'idéal
b s'identifie avec I'ensemble :

(n’lL/L)prim/ {(Ege f;) | ueo ,ecop, ,ac(Z/n) & e (cb*)”
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qui estde cardinal > #(o/bb ") *#(o/mb'b ™% JH(Z /n) [ (0% x 0%,):0%], ou
n~1p>b/Db
n est égal a I'exposant du groué/b. De plus

0X ={(u.e) €0 x 0}, |u—1enb'b™", uee (Z/m)*+bb "},

0 ={ueo® lue@+nbb™)N(Z/m* +bbH}.

Démonstration. (i) La R-pointe sous-jacente & correspond a la classe double
TzUgy 1G* (0 @ ¢*) et donc & laG* (0 @ ¢*)-pointeyoo = [i] Par le diagramme

qui précéde la définition 3.2 IB-pointeC correspond a l'idéa = ao + cc*.

(ii), (iii) La structure de niveays de L est obtenue en faisant agir ! sur la structure
de niveausp de Lo. Or, par le choix que nous avons fait deon alLoy = b@a* = L
etdoncg : n~Lo~1/0- 122D b /p g n—1g* /a* <> n~1L/L. La pointe est donc non-
ramifiée si, et seulement, sign 101 C b, i.e.c € nbed. Enfinb’ = b+ cygd In~1 =
ao+cc*+cc*n~1 = qo+c(en)*. Lindépendance des classestdet b’ découle du lemme
1.7 de [6] .

(iv) Pour le calcul du groupe d’automorphismes'T'y N Bg de la(R, n)-pointeC,

. . . f[ue E*
on remarque qu'il est formé de matric % u”_ﬁ ,avecu € 0%, € € OB+, £* e (cb?)*

(c’est la forme générale d’'un automorphisme d&}pointe sous-jacente) qui respectent
en plus la structure de nivegu Ceci équivaut au systéeme

{(ue — 1)c € nbcd 3)

(u—1)d — e_lg‘bj‘,ec € neda* =nb L,

En posanty = ¢ = 1 on retrouve que* est formé deg* € ¢~ Inb~1 N (cb?)* =
(cb)*((c(en®)" 1N b~1) = (cbb")*, i.e. X = cbb'.

Pour le calcul de; on remarque que la premiére condition de (3) équivaut &

1 e cbdono = ble(en)* 1 Nb-1) = bb'~L. La deuxiéme condition équivaut a
u—1¢edlmb 4 c(chb?)*) = (db)tnt's L. Parailleurst — 1 € o C ¢~ 1nb'co =
(c(be))~Inb’b L. Comme(db) 1 N (c(be)*) L = (db + c(be)*)~L = o, par le choix de
y, on en déduit que la deuxieme condition de (3) équivautal nb’b 2.

Notons que pour tout € og, ve € cimet + a’(bb“1 N nb’b*l)) C (cbb)* +
db((cb?)* N (ncb/z)*) C (cbb)* + (cbd)* N (ncb/z)*, et ce dernier est un idéal inclus
(parfois strictement!) dangb?)* (voir I'exemple & la fin de I'article).

(v), (vi) Commey transformeo @ ¢* enb @ a* ety 16t (0@ ")y = Gt (b @ a*), la
fibre de I'idéalb estisomorphe G+ (b@a*)NTzUqg) \ GT(bda*)/y 'y, Lensemble
GT(b®a*)/y ~II'y s'identifie avec celui des vecteurs primitifs dtn-modulen—1L /L.

Le calcul du cardinal de la fibre se fait en analysant la condition sous laquelle deux vecteurs
primitifs correspondent & la méni&, n)-pointe. La démonstration du (vi) est tout a fait
analogue.
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Comme par définitiomo C bb' L C o, 'ensemble(Z /n)* + bb’~! est bien une
réunion de classes demodulo I'idéal entiebb’ ! Notons que{og : og;] divise #Z /n)*

et le quotient représente le nombre(de »)-pointes dans |&R, n)-composant€. [0

Exemple 3.4. On pose: = o (polarisation principale) 6 = G* (0,, = {1}).

(i) SiF =Q,n = pZ,avecp un nombre premier, ong—1 (R, n)-pointes, au-dessus
de laR-pointeco (b = Z), dont

— (p—1)/2 non-ramifiées, avelt = Z etog = 0, = {1}. Chacune de ces pointes est
seule dans séR, n)-composante.

— (p—1)/2 ramifiées, avet’ = p~17Z et og = {£1} D o5 = {1}, contenues dans
une seuldg R, n)-composante.

(i) Sin = p2, avecp un idéal premier de de degré résiduel 1 (M) = p, avecp un
nombre premier),ma 3 types déR, n)-pointes, au-dessus de Rapointeco (b = 0) :

—sib =o,0nan =1, o% =05 = 07,, etdoncong(p—1)/[o* : ogz] pointes
non-ramifiées, chacune seule dang®an)-composante.

—sit’ =p~ L onan = p, o5 = og = oy, etdoncondp —1)?/[0* : 0;] pointes
peu ramifiées, partagées par groupegmdel), en(p—1)/[o* : og] (R, n)-composantes.

—sib =p2 onan = p? og =0%, 05 = 0;2, etdonc on gp(p—1)/[0* : ";2]
pointes trés ramifiées, contenus dans une sgtile)-composante.

(i) Sin = p, avecp un idéal premier de de degré résiduel 2 (§) = p2, avecp un
nombre premier),ima 2 types déR, n)-pointes, au-dessus de Rapointeco (b = 0) :

—sib’' =o0,0nan =1,0° =o; = o,, et donc on aAp?—1)/[0* : o, ] pointes
non-ramifiées, chacune seule dang®an)-composante.
—sit/ =p L onan = p,og =0, o%: {u € 0* | uP —u € p}, etdonc on a
(p2—=1)/[0* : o, ] pointes peu ramifiées, partagées par groupe{gpelel)/[og topl,en
(p+1)/[o*: og] (R, n)-composantes.

4 Construction des carteslocales

Soit ¢ un idéal deF, muni de sa positivité naturelle. = ¢ N (F ® R). PosonsA =
Ar N(m) = N(don). Nous identifionsly x D etT par(u, €) — (uoe ugl)'

On on considére le foncteur contravariast (resp..M) de la catégorie deﬁ[ﬁ]-

schémas vers celle des ensembles, qui a un sct¥éassocie I'ensemble des cfasses
d’'isomorphisme de quadruplets\, ¢, A, a)/S (resp.(A, ¢, ,a)/S), ol (A, ) est une
VAHB (voir [6] Déf.2.2), A est unec-polarisation surA (resp.i est une classe de
polarisations ; voir [6] Déf.2.3), et : (0/n)(1) — A[n] est uneu,-structure de niveau
(voir [6] Déf.2.5).

Le foncteurm? est représentable par (Zﬂjﬁ]-schéma quasi-projectif, normal, géo-
métriquement connexd ! de dimensiorlr, qui est lisse au-dessus ﬁ{%] etmunidun
quadruplet universdlA, ¢, A, o) (voir [6] Thm.4.1).
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Le foncteurmM admet un schéma de modules grosMesurZ[ﬁ] guasi-projectif,

normal, géométriguement connexe et lisse au-dessﬂsﬁh(voir [6] Cor.4.2).

Le schémaM est le quotient deW! par le groupe finiogj_/(ofpr N oﬁz) qui agit
proprement et librement p&] : (A, (, A, @)/S > (A, L, €r, a)/S.

Le but de cette partie est de munir les VAHB construites dans la partie 2 de différentes
un-Structures de niveau, et ainsi fournir les cartes locales servant a compactifier la variété
modulaire de Hilberi/.

Achaqug R, n)-composant€, on peut associer par la Déf.3.2 etla Prop.3.3 des idéaux
b, b’ et X = cbb’, un entiem égal a 'exposant du grouge/b, des groupes d’'unitéss,
og, 06 1 og’l et des sous-groupéfe = og/og, He1= 0%,1/031 du groupeZ /n Z)*

(ces objets sord priori associés a uner, n)-pointe, mais sont constants au sein d'une
(R, n)-composante).

Soit une(R, n)-composante et considérons le torg = Se = G,, ®X*. Soit X un
éventail complet d&* . Soito € ¥ €. La construction de la partie précédente, appliquée
a(X, a, b), nous donne alors un schéma semi-abélign S,, muni d’une action de et
dont la restriction &9 /59 est une VAHBc-polarisée.

En appliquant une deuxiéme fois la construction de la partie précédente, cette fois a
(X, a, b’), on obtient un schéma semi-abéliélgl/i,, muni d’une action de et dont la
restrictionG/%/S? est une VAHB¢' = ab’~-polarisée. Par fonctorialité on a une fléche
G, — G/, dont la restrictiorG% — G/ est une isogénie. On en déduit la suite exacte :

0 bt'/b > Go%m] > GOl —> 1. (4)

Considérons d’abord le cas @liest non-ramifiée. On a alobs= b’ et doncX = ab.
Lavariété abéliennég associée a ung, n)-composante non-ramifiée est naturellement
munie d’uneu,-structure de niveago/n)(1) = (a/na)(l) — Gg[n], ou la premiere
fleche vient de l'isomorphismg : n=%~1/271 = n~1a*/a* et la deuxiéme du (2).

Passons maintenant au cas®ast ramifiée. Afin de muniG?, d’'une ., -structure de
niveau, on doit :

— choisir un relévement dg/b dans im{(8) (appeléuniformisationde C),

— se placer dans ce cas au-dessus de(%ﬁ%, ¢e]), ouZe désigne une racine de
l'unité d’ordre égal a I'exposant du groupe abélied’/b.

Au-dessus de Sp@[ﬁ, Ze]) onaunisomorphisme canonigbig/b’™* = (b'/b)(1),
d’oll unepu,-structure de niveau s@? :

2)(4
(0/m)(D) = (a/na)(D) x (6*/6™)(D) = (a/na)(D) x b'/b s GOfu,
ou la premiére inclusion vient de la flece n=*071/071 — n~la*/a* x b//b.

Proposition 4.1. (i) Pour toute(R, n)-composante uniformisée et pour tout coner <
> ¢ la construction ci-dessus donne un carré cartésien :

GY x SpeeZihs. tel) —= A

i

S0 x SpedZi gy sel) M2 M.




Compactifications arithmétiques des variétés de Hilbert 537

(i) Changer l'uniformisation de la point€ revient a se donner un €lément e
(ab)*/(ab’)* = Hom(b’/b, n~1a*/a*) et correspond donc & I'automorphisme 88 x
. . TreQéx)
Spec{Z[ﬁn), zel) qui envoieg® surgy 2 Vgt (& € ab).
(iii) SoientC1, C> deux(R, n)-composantes uniformisées et soient deux cénes
X/'g,i =1,2 Supposons qu'il existe

— un isomorphisme deR, n)-composante€; = C; (d'ou ¢ € F* tel quea) = £aj,
b, = £71b1 et X3 = &£2X7) induisant surc* (via les polarisations dd. et L'), la
multiplication par une unite < oy,

— des élément§t, €) € o5, = o5, €th € He, tels quer = u?et?0y etie, = ;gl.
Alors, on a un isomorphismg?, x Spec(Z[ﬁ, tey]) = 89, x Spec(Z[ﬁ, e,

gui compléte les deux fléchﬁgi X Spet{Z[ﬁ, te,) > M (i =1,2) du(i) enun
triangle commutatif.

Le (i) et (ii) découlent de ce qui précede. Le (iii) utilise la fonctorialité de la construction
deG? enc etsacompatibilité avec I'action @g (voirfinde lapartie 2 etla Prop.3.3(iv)l

Avant de décrire la construction des compactifications toroidales arithmétiques, on doit
la préparer. C’est I'objet des deux parties suivantes.

5 Un théoreme de descente formelle de Rapoport

La construction d’'une compactification toroidale peut étre vue comme l'ajout d’un bord
a M. On a un schéma formel de type fini candidat pour ce bord, a savoir 'analogue
algébrique de :

= [ (C*eEbb))ge/og.
pointesC/~

Le but de cette partie est de donner un critére abstrait, trouvé par Rapoport [11], pour
résoudre le probleme de “Descente Formelle”, en I'occurrence, le probléme d’existence et
unicité du schéma recollemerit’un ouverty© et d’'un schémaformet: Y0 < ¥ « X.

Il repose en partie sur un critére d'immersion ouverte de Rapoport dont on rappellera
I'énoncé.

Le probleme de Descente Formelle sera en fait d’abord posé dans la catégorie des
espaces algébriques. On verra dans la partie 7 que les conditions d’application du critére
sont satisfaites dans notre cas.

Dans cette parti& désignera un anneau de valuation discréte complet, de corps des
fractionsK et de corps résiduél S désigne ur/-schéma.

Soit Aff /S la catégorie de§-schémas affines, munie de la topologie étale. Un faisceau
d’ensembles sur Aff S s’appelle unS-espace.

Définition 5.1. Une relation d’équivalence étale sur Sirsschémal/; est donnée par une
immersion fermée quasi-compaétg — U x sU1 deS-schémas dontles deux projections
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sont étales et qui définit une relation d'équivalence : pour 1out Aff /S, Ux(Y) —
U1(Y) xsvy U1(Y) est une relation d’équivalence.

Un S-espace algébriquest unS-espace qui est quotient d’un schébig appelé un
atlas étale, par une relation d'équivalence étale.

L'ensemble Alg/S desS-espaces algébriqgues muni des fleches-@spaces forme
une catégorie. On définit de méme pour un schéma fosrhé catégorie des”-espaces
algébriques formels, notée Forfi”.

Définition 5.2. Soit f : X’ — X un morphisme dans Forf$”. On dit que f est un
éclatement admissiblie X si f est un éclatemenit’ — X dans FornyS”, par rapport a
un idéal qui contient une puissance de l'idéal de définitio&de

La catégorie des espaces rigides Rigest la catégorie localisée de Fofsy par
rapport aux éclatements admissibles.

Définition 5.3. Un épaississemenle (K, V) est un couplgRr, R©@) tel que :

— R estun anneau local artinien de corps résidaeOn noteRy I'image réciproque
deV dansR.

— RO < Ry c R est un sous-anneau noethérien tel que le morphigffle— v
soit surjectif et la localisation dB@ au point générique de soit égale & (c’est a dire
R est le localisé d®©@ enJ = ker(R©@ — V).

Soit7 un élément deR @ qui se projette sur une uniformisante dePour touti > 1
on poseR® = R(O>[%].Alors RO c RV c ... c Ry etlY; R = Ry.

OnaSpg(K) = Spf(V)rig et Spig(R) := SPf(R @ )rig (= Spf(R)rig), car SpIR®)
est obtenu par éclatement (admissible) de(8f), par rapport a l'idéaiz’) + J (carJ
est nilpotent).

Exemple5.4. SoitI'anneaulocal artinieR = K[¢]/(z%). Le sous-anneaRy = V +K -t
n'est pas noethérien. Considérons le sous-anneau noethéflen= V[t]/(t?). Alors
(R, R©) est un épaississementde, V).OnaR® =V 4+ V. £ etdond J; R® = Ry.

A toute flechefyig : Xrig — Zrig On peut associer un modele formel: X — 2,
défini & éclatement admissible pres.

Définition 5.5. fig est un@mmersion ouvertes'il existe un modele formef qui est une
immersion ouverte.

M. Rapoport a démontré le critére d'immersion ouverte suivant, qui est utilisé pour
démontrer le résultat de recollement abstrait que I'on a en vue.

Théoréme 5.6 (Theoreme 3.15 de [11])fig est une immersion ouverte, si et seulement

si, les deux conditions suivantes sont satisfaites :

()rig Pour tout corpsk, discretement valué, I'applicatioHom(Spig(K), Xrig) flgi

Hom(Spig(K), Drig) est injective.
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(ih)rig Pour tout épaississeme(R, R©)de(K, V) on peut compléter de fagon unique
le diagramme commutatif suivant :

Sprig(K) E—— -’frig

| -7

Spig(R) —— Drig -

Remarque5.7. L'anneauV étant principal, il n'admet pas d’éclatements admissibles. La
condition (i)rig peut s’écrire donc Hospf(V), X) — Hom(Spf(V), ), alors que le
diagramme dans la conditidii)rig devient (pour assez grand) :

Spf(V) X

| 77

Spf(R©®) <—— Spf(RV) —=92) .

Soit § un schéma affine, de type fini sur le spectre d'un corps ou d'un anneau de
Dedekind excellent (pour les applications aux compactifications toroidales, il suffit de
prendreS de type fini suz).

Soit A un anneau noethérien complet pour la topoldgedique, définie par un idéal
I C A. Soityl = Spf(A) le schéma formel affine correspondant. Posdns SpecA),

Ug = Spe€A/I) =I'amedeil etU° = U \ Uo.

Lemme5.8 (EGA III.5). SoitY un espace algébrique de type fini stiet Yo C Y un
sous-espace fermé. On suppose Gue= SpecA) est unS-schéma et on se donne un
S-morphisme formel adiquie: ¢ — Yly,.

Alors, il existe un unique morphismfe: U — Y dont le complété formel egt

Définition 5.9. Un morphismeg® : SpecK) — U° sera ditpermis s'il vient (via le
lemme 5.8) d’'un morphisme formel de type fini Spf(V) — 4.

Plus généralement (& est unS-schéma), un morphismg® : U° — Y9 dans un
espace algébrique de type fini sfirsera ditpermis s'il existe une immersion ouverte
de Y° dans unS-espace algébrique propig telle que : pour tout morphisme permis
SpecK) — U°, 'unique extension a Spé¥) du morphisme composé Sgét) — Y,
envoie le point spécial dars\ Y°.

Un morphismef©, provenant par restriction d’un morphisnie U — Y, est permis,
s'il existe un morphisme formgl : &4 — 9 = Y|y, qui fait commuter le diagramme
suivant :

e
Y
71y
o ¥

U0 ——yO0,
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En d’autres termes, un morphisme est permis s'’il “envoie le bord sur le bord”.

Définition 5.10. Soit X un S-espace algébrique formel, séparé et de type finidétou-
pagede X est la donnée :

— d’un atlas affineldy; = Spf(A2) = Uy = Spf(A1) — X, et

— d’un espace algébrique® de type fini surs, tel que les deux composés suivants

-0

soient égaux U9 = U9 L yo on U1 = Spe€A;) etU, = Spe€Ay) et les fleches
U = U1 viennent, via le lemme 5.8, des flechés— 4l;.

Le découpage est déffectif s'il existe unS-espace algébrique de type firj une
immersion ouvertg : Y% < Y et un isomorphisme : X — 2), ouQ) est le complété
formel deY le long deY \ Y9, tels que le morphismg : U; — Y, venant (via le lemme

5.8) du morphismé: {3 — X — ), induisef®: U — YO surU9 c Us.

24— =X

I

Théoreme 5.11 (Théoreme 3.5 de [11]))Soit un découpage. On suppose :
— Ug’ est schématiquement dense dans(i.e. Og, = OUE)'

— Y9 est compactifiable (i.e. il existe ufeimmersion ouvert@® < Y* avecY*
propre surS).

— Le morphismef® : U — Y9 est permis.

— Pour tout anneau de valuation discréte compfetde corps des fraction® :

(i')rig la suite UI(K ) permis = UN(K )permis — ¥ °(K)permis€St €xacte, et

(ii")rig pour tout épaississeme(rt, R©) de(K, V) on peut compléter de fagon unique
le diagramme commutatif suivant :

permis —0
1

Speck) —; U

ey
7
< permis

Spe¢R) —— y0 .

Alors le découpage est effectif.

6 Laconstruction de Raynaud

Pour pouvoir vérifier les condition$')ig et (ii")rig ci-dessus dans la situation ou I'ouvert
Y9 est 'espace de modul@s! et le schéma formeX est celui donné par les cartes locales
de la proposition 4.1, on a besoin de la construction suivante (donnée par Raynaud dans
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[12] et reprise par Rapoport dans le cas d’'une VAHB [11]). Il est a noter que I'on a besoin
de cette construction non seulement sur un corps mais aussi sur un épaississement artinien,
auquel cas I'argument donné par Raynaud reste valable.

Soit V un anneau de valuation discrete complet de corps des frackioret soit
(R, R©) un épaississement d&, V).

Définition 6.1. Une variété abélienné surR (resp. suik) est dite a réduction semi-stable
(déployée) s'il existe un schéma en groupes liss&r§tr pour un certair > 0, (resp. sur

V), prolongeantd et dont la fibre spéciale est une extension d’une variété abélienne par
un tore (déployé).

Pour des raisons de dimension, si une VAHBB{ou surK) est a mauvaise réduction
semi-stable déployée, alors la fibre spéciale est un tore déployé. Dans ce cas la description
rigide-analytique de Raynaud devient :

Théoréme 6.2 (Raynaud).Soit A une VAHB suR (ou surK) a mauvaise réduction semi-
stable déployée. Alors :

Arig = (Gm ®a™)rig/brig.

ol a etb sont des idéaux dg. De plus :

— 0on a une suite exac@— (a/na)(l) - A[n] — n’lb/b — 0,

— la forme bilinéaire{ , ) : ax b — Val(K) = Z (a, B) — val(X“(B)) vérifie
(aa, B) = (o, aB) pour touta € o, et donc définit un unique élémerit € (ab)*, a Q
prés et a I'action de™ pres,

— le cone positif des polarisations sdr, (A) C Sym,(A, A") = ab~! est obtenu
comme produit de I'unique positivité sub pour laquelleé* > 0 et de la positivité
naturelle surb—2,

7 Compactificationstoroidales arithmétiques

Construction des compactifications toroidales.

Définition 7.1. Un éventaill’-admissibleX = (=€)¢ est la donnée pour chaqug, n)-
composante® d’un éventail complez® de X, stable paw; et contenant un nombre

fini d’éléments modulo cette action, de sorte que les données soient compatibles aux
isomorphismes déR, n)-composante® = ¢’.

Voici I'analogue du résultat principal de I'article [11] dans le cas de groupe de niveau
" (on rappelle qué& est sans torsion).

Théoréme 7.2. SoitT = {=®}¢ un éventaill-admissible.
(i) Il existe une immersion ouverfe: M < M de SpeeZ|;1)-schémas et un
isomorphisme de schémas formels

Q: ]_[ (Sge/oé’l) X Speo{Z[ﬁ, celfery =5 pin,
(R,n)—composantes-
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(ou M%A est le complété formel d’vé le long de sa partie a I'infinj, tels que pour toute
(R, n)-composante et pour toutr € € ona la propriété suivante : I'image réciproque
de la VAHB universelle suv/! par le morphisme, x Spec(Z[ﬁ, ¢el) — ML (déduit
par le lemmés.8 du morphisme formed> x Spec{Z[ﬁ, lel) — M%A construit a l'aide
deg), soit la VAHBc-polarisée aveg,-structure de niveamg X SpeQZ[ﬁ, Ze]) sur
?2 x.Spe('(Z[ﬁ, ;_@]) con\struite dans la propositioh 1(i). Le couple(j, ¢) est unique,
a unique isomorphisme pres.

(ii) Il existe une immersion ouverie: M < My de Spec(Z[ﬁ])—schémas et un
isomorphisme de schémas formels

¢: I 1 (Spe/05) x SpeeZighs, cel’e) — M3.
(R,n)—composantes~

Démonstration(i) Il y a un nombre fini dg R, n)-composante€ modulo isomorphisme.
Soit {oi@} un ensemble fini de représentants des cones de I'évéiftaimodulo I'action
de oéﬁl.
Considérons le schéma formel affitig := @H L[SQ@ X Spea{Z[ﬁ, Ze]). llest de
~7 O
type fini surZ et muni d’'un morphisme étale é“immersions toroidales” et quotient étale
par le groupede 1) dansX := @]7[ (S8e/0p.1) % Spec{Z[ﬁ’ re]Her).

Posond/1 = [[[[S,e x SpeQZ[ﬁ, gel.
e/~i !

D’aprés la proposition 4.1(i) on a un morphisnié : Ug — M?, qui est permis,
car toute variété abélienne obtenue comme image réciproque, par un morphisme permis
SpecK) — ESC x Spea{Z[ﬁ, zel), de la variété abélienng? x Spea{Z[ﬁ, cel)
est & mauvaise réduction d’'apres la partie 2.

Posonstly := 81 xx U3 = Spf(Ap) etU, = SpegAy). Les deux fleches compo-
séesUJ = UY — M?* sont égales par compatibilité de la construction de Mumford
avec les inclusions’ C o, avec l'action dev; ; et avec I'action defe 1 (appliquer la
proposition 4.1(iii) dans le caB = Gpy).

Vérifions la condition(i’)rig du théoréme 5.11 :
Soientg?, g2 : Spec¢k) — U9 deux morphismes permis avg€ o g9 = 00 gJ.
Chaque morphismg? se factorise par un certaﬁﬁj X Speo:Z[ﬁ, ¢e;1), ouo;
Sci Cj A i e -
designe un des; ’ et détermine ainsi :
— une(R, n)-composant®; (a laquelle sont attachés des objefsb;, b';, X, B;),
— une racine de I’unitééj) € K, d’ordre I'exposant: ; du groupeb’j/bj,
— unconeo; de£® etun morphismey; : R} — V, d'otun élément’ € o; N X7,
détermine par la propriété suivante : pour out 5,N X ; onavaly; q%)) = TrF/@(gsj*.‘).
Le morphisme permig?® o g? fournit une VAHB A sur K munie d’unec-polarisation

et uq-structure de niveau, a mauvaise réduction semi-stable déployée.
L'uniformisation de Raynaud—Tate de la VAHB décrite dans la partie 6, donne alors :
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— deux idéauxa et b, tels queArg = (Gm ®a*)rig/brig et ¢ = Sym,(A, A") =
ab™! (ceci nous donne un&-pointe €, bien définie modulo isomorphisme). Comme la
construction de Mumford et celle de Raynaud sont inverses I'une a l'autre (i.e. le 1-motif
associé par Raynaud a la VAHB skirconstruite par Mumford est le 1-motif du départ),
les R-pointes sous-jacentes @g et G sont isomorphes &.

— une suite exacte : 8> (a/na)(1) - A[n] — n~1b/b — 0. Ainsi, lau,-structure
de niveau suA détermine-t-elle bien une un&, n)-composante® au-dessus de I&-
pointeC et une racine de l'unitée. De nouveau par compatibilité de la construction de
Mumford et celle de Raynaud on déduit qug et ¢e, Sont conjuguées soue 1 et que
les(R, n)-composante€; et G2 sontisomorphes, et donc égales, car elles vivent dans un
ensemble de représentants modulo isomorphisme.

— un élément™ € (ab)* bien défini modula ;. Un derniére fois par compatibilité
des constructions de Mumford et de Raynaud, on trouve&fjueo; eté; € o2 sontdans
la mémeogvl—orbite. Par conséquegf = &5 et, par exemple C oo.

On en déduit qu'il existe un morphisme permf : Speck) — U9 tel queg?d =
pYohletgd = pdoh ce quitermine la vérification di)rig.

VErifions la condition(ii’)rig du théoreme 5.11 :

Les morphismes permis Sgdt) — U(l’ et Spe¢R) — M?! nous donnent deux
VAHB A/K et A’/R a mauvaise réduction, avet = A’ xx K. Comme dans la vé-
rification de (i)rig, la fleche Spe&X) — Ug détermine les des donnés combinatoires
C = (a,b,X,B),¢le,E* € X*. Par la théorie de Raynaud-Tateet A’ admettent
des uniformisation rigides analytiquelsiy = (Gm ®a*)rig/brig (compatibilite entre la
construction de Mumford et celle de Raynaud)Af; = (Gm ®a")rig/by,. Comme
Arig = A;ig x g K, on en déduit que I'on peut prendae= o', b = b/, ¢ = e €t
g* =&, d'ou le (i )rig.

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le théoreme 5.11 qui nous donne le
couple cherchéj, ¢), dont on admet I'unicité.

(if) Commex€ eststable pary, (etnon-seulement pag, 1), le groupefinby, /(o5 N
o,fz) du revétement galoisien étal¢’ — M agit proprement et librement SIM% et la
construction du (i) passe au quotient. La fIéM% — My est encore étale. g

Remarque 7.3. Soitx = (Eb)beIF,ou pourtoutidéal, =° estun éventail < -admissible
de(cbz)*Jr. On aurait pu tenter de définly, comme la normalisation darég de la com-
pactification de Rapopo¥ (¢)x de I'espace de modulg® (¢). Le probléme est que le
schémalfx, ainsi défini n’est jamais lisse. En effet, pour compactifier chd@ue)-pointe
C qui est au-dessus de Rxpointe correspondantt@on utilise le méme éventait®. Or,
sibb'™t £ no (n € Z), =° ne peut pas étre un éventail lisse pa)t[vz)”jr et (cbb’)%
simultanément.

Propriétés des compactifications toroidales. Dans la suite, pour alléger les notations,
nous écrirongy a la place dé\fy, en gardant en téte la dépendance du systéme d’éven-
tails .
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Corollaire 7.4. Localement pour la topologie étale sBpec(Z[ﬁ]), j:M < Mest

isomorphe &e < S, pour un certain coupl€, o € €.

En particulier, pour tout cone € ¢ \{0}, et tout corps algébriquement clasde
caractéristiquep ne divisant pasN(n), I'ensemble deg-points de la strateM (o) de
M s’identifie & celui deg-points de la strate fermég(o) de I'immersion torique affine
S S,.

Ceci résulte du fait que; opere librement sur 'ensemble des strates non-ouvertes
de S¢ — Syxe, et donc localement pour la topologie éta@@/og (et doncﬁA) est
isomorphe &, pour un certair € %€.

Corollaire 7.5. Quitte a raffiner 'éventail=, on obtient un schémaf qui est lisse au-
dessus dSpecZ[ 1 ).

Proposition 7.6. Il existe un unique schéma en groupes semi-abéfier® — Mt qui
prolonge la VAHB universell¢ : A — M?1. Ce schéma en groupes est muni d’une action
deo et c’est un tore au-dessus el \ M.

Démonstrationl unicité est montrée dans un cadre beaucoup plus général dans le chapitre
| du livre de Chai et Faltings [7]. Pour I'existence on considére le diagramme suivant :

//ZA‘—‘————j;?
- |
GOl tel Golys el i
\i
M M Mt
B / B \L / 7
SN » tel —— Soltay fel =<——— S) It Lel - 0

Théoreme 7.7. Le Spec(Z[ﬁ])-schémaM est propre.

DémonstrationL'idée, comme dans [11], est d’appliquer le critére valuatif de propreté
tel gu'il est énoncé dans [3] (voir Théoréme 4.19 et le commentaire qui suit). Il suffit de
vérifier la propreté da/?1.

Soit V un anneau de valuation discréte de corps de fractar@ommeM ! est ouvert
et dense danaf?, il suffit de vérifier que tout morphisme® : SpecK) — M1, s'étend
en un morphisme : SpecV) — M. Supposons que® ne s’étend pas déja en un
morphismeg : Spe¢V) — M?'. La VAHB A/K donnée parf° est donc & mauvaise
réduction (voir Deligne—Pappas [4]). Quitte a rempla&epar une extension finie at
par sanormalisation, on peut supposer4y& esta mauvaise réduction semi-stable. Nous
sommes alors en mesure d’appliqued AK la théorie de géométrie rigide de Raynaud,
qui nous fournit (voir la partie 6) :
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— deux idéaux: etb, tels quedrig = (Gm ®a*)rig/brig €tc = Sym, (A, A”) = ab™!
(ceci définit uneR-pointe).

— une suite exacte 0> (a/na)(1) — A[n] - n~1b/b — 0. La un-structure de
niveau(o/n)(1) — A[n] définit alors uné€R, n)-composant€® au-dessus de |R-pointe
définie précédemment (a laquelle on peut associer unbdéab) et une racine de I'unité
te d’ordre I'exposant du groupi /b.

— un élément* € (ab)’ (bien défini modulo I'action de), venant de la forme
bilinéaireo-équivariante,) :a x b — Val(K) =2 Z (a, B) — val(X*(B)).

Un translaté dé* par le groupe:g’l appartient & un certain cém? e €, parmiles
cones choisis dans la démonstration du théoréme. Le morphi$seefactorise alors par
la carte Iocale?(?_@ X SpecﬁZ[ﬁ, ze]) — ML. Le morphisme composgg: SpecV) —

S,e x SpeeZiyhs, tel) — M1 étend le morphismg®. O

8 FormesdeHilbert et compactification minimale
arithmétiques

Nous savons qu’une forme modulaire de Hilbert classique¥est uniquement détermi-
née par sog-développement en une poirde que la condition d’holomorphie a I'infinie
est automatiquement satisfaite/si > 1 (Principe de Koecher) et qu'il n'y a pas de séries
d’Eisenstein en poids non-paralléle.

Le but de cette partie est de décrire, en suivant [11], les propriétgsidueloppement
d’'une forme de Hilbert arithmétique. C’est le point de départ de la construction de la
compactification minimale arithmétique d¢ (voir [2]).

FormesmodulairesdeHilbert arithmétiques. Pour la définition de I'espace des formes
modulaires de Hilbert, nous suivons le paragraphe 6.8 de [11], rédigé par P. Deligne.
Considérons le schéma en groufigs= Res, Gn, surz, dont la fibré générique est le tore
Re% G de groupes de caractergg/r], ou Jr désigne I'ensemble des plongements de
F dansR. On suppose dans cette partie gyge> 1.

Par définition de la VAHB universelle, le faisceay, 1 = f*Ql,A,/Ml est uno-fibré

inversible suM* x SpecZ[+1).

Soitk € Z[Jr] = X (J1) un poids et soitF” un corps de nombres, contenant les
valeurs du caractére : F* — C*. On peut prendre, par exemple/ = Q et poids
paralléle, ou bierF” = F9 et poids quelconque.

Soit o” l'anneau des entiers dé”. Le morphisme de groupes algébriques
k : RegGm — Re%" Gm, se prolonge en un morphisme B&, — Res Gm,
qui équivaut (par la formule d’adjonction) a un morphisme de groupes algébriques sur
Reg, Gm x Speco”) — Gm x Spego”), noté encore.

A l'aide de«, on peut découper dams un fibré inversible sup?® x Speu{o”[%]),
notéw*. Soito’ 'anneau des entiers d&' = F”(e1/2,¢ € 0p,)- Alors @ descend en
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un fibré inversible suM x Spea:o/[%]), noté encore” (voir la partie 4 de [6] pour une
présentation plus détaillée).
14 A /I il
Pour toutZ[ 5 ]-schémar’, on poseY’ =Y X spezi 1)) Speco’[£]).

Définition 8.1. Soit R uneo’[+]-algébre.

Une forme modulaire de Hilbert arithmétique de poidsde niveaul’ et a coef-
ficients dansR, est une section globale de‘ sur M X Speazi L)) SpecR). On note
G, (c,n; R)98OM .= HO(ps X speezi L)) SpecRr), o) I'espace de ces formes modulaire
de Hilbert.

Remarque8.2. 1) Le faisceaw’ (t = > cejp T) N'est autre que le faisceanF w =
det(w) sur M, et - sa puissance-ieme. Les formes modulaires de Hilbert de poids
parallélek > 1, s'écrivent dona, (c, n)98°™M = HO(M , (A%F w)®F).

2) Si F’ > F9% T'action deo permet de décomposer= o ® 9, en somme directe
de fibrés inversibles™ surM’, indexés par les différents plongementde F dansF 9%,
Sik =Y k7, 0n a0 = @, (@)%,

Soit f : & — M1 le schéma semi-abélien au-dessus d'une compactification toroi-

e 1 i Dréca i ol 3
daleﬁ de M-+, comme dans la partie précédente. Le falsczggym =c Q@/W’ ou
¢ : M1 — & désigne la section unité, prolonge le faisceay), 1. En outregqj/m
. . — ~1 (6] i ; .+ Ol

coincide avec le falscea(lf*szes/m) des®-invariants def*ch/W' En passant aux
cartes formelles, on voit comme dans [11], qu’au-dess@[éq, le faiscea@é/m est
uno-fibré inversible. Le fibr@qj/ﬁ descend en ueHfibré inversible sunf notéw (voir
la partie 7 de [6]). Pour tout € Z[JFr], on peut ainsi prolonger le fibré inversihlé en
un fibré inversible suM’, noté encore)”.

D’aprés la partie 2 pour tout&, n)-composante uniformisée, tout cones € ¢ et
pour touteo/[%, ¢cl-algebreR on aw|s» xspe¢r) = (a ® Osn xsSpecr)), d'0U
K ~ —K __ mlyy—« A —K
@ |S§@x5pea{R) ~(a® (9520 @R) " =@®0o[x]D 0/%](0 ® (952@ ® R) %)
A
Par conséquent H(S3. x SpecR))/of. &) = a® By RY(R), ol a®@ =
(a® o'[+])™* est uno'[-+]-module inversible et

Trrgués)
RY(R) :={ > aeq® |ag € R aze = € Pufpe T a, V(uve)et’é}-
£eXU{0}

Notons quetu&; . est un élément dé’b o1, bien défini moduloo—1, et donc
nTrpéué; ) € Z/nZ (onrappelle qua Z = Z nbb’ " tetn = ord(¢e)).
OnarR¥ (R) = HO(S2e x SPECR), (0 ® Ogn ® R)~™)°C.
sC
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Le diagramme suivant montre comment I'anndeg‘])(R) se situe par rapport aux
différents anneaux déja considérés dans la partie 2 :

R[¢%)eex, v Rs ® R = R[¢*lzexns

RY(R)— RI[¢*1lcex, = RL®R..

Principe de K oecher.

Théoréme 8.3 (Principe de Koecher [11] 4.9)Soit M une compactification toroidale de
M. Alors

HO(M x SpecR), o) = H°(M x Spe¢R), o)

DémonstrationLe probléme est local et il suffit de le vérifier aprés complétion, le long
d’'une (R, n)-composante.

D’apres la trivialisation (5) du fibré inversible”, il s’agit de voir que les sections
globales méromorphes du faiscgaur (9520 ® R)™* surSgc x SpegR), qui sonto ;-
invariantes, appartienneml@g‘)(R).

Soit f = Y, xazq® € H%er((sg@ x SpeER)) /oy, (0 ® (952e ® R)~¥) une telle
section. Supposons qug, # 0 avecto non-totalement positif. Il existe dorgg € Xp;
avec Tir g (50&g) strictement négatif. Comma- > 1, on peut choisir des unitése o, 4
de maniéere a rendre la quantitéFI@(uzgoég) arbitrairement proche deoco. Soit o
un cone polyédral d&© contenant;. Par définition deS/, on voit que f n'est pas
méromorphe su§’. Contradiction. Dong € R(@")(R). d

g-développement. Le paragraphe précédent montre que I'on peut associer gRumeg-
composante uniformisée et a une forme modulaire de Hilbeftde poids«, niveaurl,
et a coefficients dans urmé[%, Le]-algébreRr, un élément :

fe € a® @, 1, RS (R).

Définition 8.4. L'élément fe est appelé lg-développement de la formgen la(R, n)-
composante uniformisée. On note ey , I'application f — fe.

Le principe dug-développement s’énonce alors :

Proposition 8.5. Soientx un poids, € une (R, n)-composante uniformisée & une

0’[%, te]-algébre(contenant les valeurs de. Alors
(i) l'application eve  estinjective,
(i) pour touteR-algébreR’ et f € G, (c, n; R'), sieve «(f) € a*) ®, R(GK)(R),

alors f € G, (c,n; R),

131
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(i) s'il existe f € G, (c, n; R) tel que le terme constant @& . (f) ne soit pas nul,
alors e“/2y* — 1 est un diviseur de zéro daiks pour tout(u, €) € 0.

Le cas de I'anneau ni® = 0 redonne une formulation classique du principe. Pour
démonstration du (i) et du (ii) voir la partie 7 de [6]. Le (iii) est clair. O

Compactification minimale. La compactification minimale est la contrepartie arithmé-
tique de la compactification de Satake GuiContrairement au cas complexe, dans le cas
arithmétique, la construction de la compactification minimale utilise les compactifications
toroidales. Voici I'analogue en nivedude I'’énoncé donné par C.-L. Chai dans [2].

Théoréme 8.6.
(i) Il existeko € N* tel que le faisceaw"’

A/ M’
surm?l,

(i) Le morphisme canonique: M1 — M = Projy; 1 (Do HOML, & )

soit engendré par ses sections globales

est surjectif. L%[ﬁ]—schémaMl* est indépendant du choix d& (on rappelle que
ML= ML),

(iii ) L'anneau gradudP, . o HO (M1, QIX/M:L) est de type fini SUE[ ;] et M+ estun
Z[ﬁn)]-sc_héma projectif, normal, de type fini. Le growgg, /(o N 0X2) du revétement
fini étaleM® — M agit sur M** et le quotient est u@[ﬁ]-schéma projectif, normal,
de type finidM*, muni d’'un morphisme surjectif : M — M*.

(iv) 7| induit un isomorphisme sur un ouvert denseMlé, noté encoreM. M*\ M
est fini et étale suZ[ﬁ] et en fait isomorphe & :

11 SpeeZ k. tel”e).
(R,n)—composantes-
Les composantes connexeswlie\ M sont appelées les pointes e Cependant celles-ci
ne sont des points fermés que pour(&sn)-composantes non-ramifiées.

(v) L'image réciproquer ~1(@) de chaque point€ deM, est une composante connexe
de M\ M. La complétion formelle d#&/ le long de I'image réciproque d’'une composante
7~1(@), est canoniquement isomorphe % /05) x SpecﬁZ[ﬁ, ze1He). En particu-
lier, la complétion formelle dé/ le long de I'image réciproquer ~(©) d’'une (R, n)-
composante non-ramifiée, est canoniguement isomorphe a

(Spe/(0} x 05.,)) x SpPeeZlgs1).

(vi) Pour toutk € Z[JF] le faisceaww” s’étend en un faisceau inversible sur* si et
seulement st est paralléle.

DémonstrationNous suivons la méthode de C.-L. Chai [2]. D'aprés [9] Chap.IX Thm.2.1

(voir aussi [7] Chap.V Prop.2.1), il existg > 1 tel que le faisceau inversibdiéx;Ml soit

engendré par ses sections globalesitir Ceci nous fournit un morphisme

ML Pro}z[ﬁ] (Sym® HO( ML, g’;f;Ml)).
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. kki kki
Soit B* la normalisation de SyrHO( M1, w A?}twl) dans@ HO(M1 A?]tt/ll) Le mor-

phisme associg : ML Projz[ﬁ](B') est birationnel, surjectlf et satisfait* @ (1) =

Q’x;Ml. Le Théoreme de Connexité de Zariski implique alors que les fibres sient

connexes. D’apres [7] Chap.V Prop.2.2, la partie abélienne est constante dans chaque fibre
géométrique de, et par conséquent les fibres géométriques dent

— soit des points géométriques ME,

— soit des composantes géométriques connexdg’dem®.

Comme pour touk > 1, 7*O@ k) = ];Efztwl et w’;’;Ml est engendré par ses sec-
tions globales suM?, on obtient I-‘P(M1 ’Xf;’j’wl) = HO(Proj(B*), 9(k)). Par consé-
quentB*® = 59 HO(M1 'Xfml) et c’est une%[N(n)]-algébre de type fini. Or, I'algébre

@ HO(ML, o IX/Ml) est entiére surp HO(M1 ’X‘f]’wl) engendrée par les éléments de
k>0

degré plus petit quép. Il en resulte que@ HOMT, w ﬁ/Ml) est de type fini su}Z[ﬁ],

et queM™ := Proj @ HO(M1, o Ml)) = Proj(B*). Par le principe de Koecher, le
k>0

schémaM* est indépendant du choix particulier de la compactification toroitidiele

M*. Le groupen};_ /(0}, Nox?) agit surM™* et on définitd* comme le quotient. Notons
qu’en généralMf* — M* n’est pas étale, car les pointes peuvent avoir des stabilisateurs
non-triviaux.

On a donc (i),(ii),(iii) et la premiére partie de (iv). Le calcul de la complétion formelle
de M, le long de l'image réciproque d’une composante connexg/8& M découle du
Théoréme des Fonctions Formelles de Grothendieck.

Enfin, examinons a quelle conditi@i;}/m descend en un fibré inversible sufl*.

K J— K
Comme(n*a)@f)wl = oy

cohérent. Il est inversible si et seulementuél . peut étre trivialisé suSye /o 4 x

yi et codimM =\ M") > 2, le falsceaun*w'é/ﬁ est

SpecR). D'aprés (5) le pull-back d@w7 aS se X SpeER) est canoniquement trivial

etog’l agit sur ce pull-back a traveks d’ou (vi). O

Exemplesdeqg-développement en unepointeramifiée. Nous nous proposons de décrire
explicitementdans le cas particulier de I'exemple 3.4(ii)(iii) les annd%éfﬁ(R) contenant
lesq-développements des formes modulaires de Hilbert de paétisiveau". Rappelons
queo’ désigne les entiers d’un corps de nombres contenant les valeurs du caraGare

suppose que Gl= {1}.

Plagons nous dans le cas (ii). Le bard* \ M?* s’écrit alors

LI soee(2 s ]) L1 soec(2 [k ]) LIsved(2 [k ce] ™)

(R,n)—comp (R,n)—comp ,n)—comp
non-ramifiég~ peu ramifiég~ tres ramifiég~



550 Mladen Dimitrov

— Si la pointeC est non-ramifiée, pour toubé[%]—algébreR, ona
R(@K)(R) = { Z agq® | as € R, a2 = u"ag, VYu e 0;(2}.
§eoy

— Si la pointeC est peu ramifiée, pour toubé[%, ¢pl-algebrer, on a

T *
R(GK)(R) = { Z agqS lag € R, a,2¢ = u"g,f rF/Q(Eu&“)ag, Vu € og}.

gepi?t
— Si la pointeC est trés ramifiée, pour toubé[%, ¢,2]-algebrer, on a

2 Treg(6usy)
Rg)(R) = { Z asqf |a5 € R, a,2¢ :uk;[i’z F/Qlsu

Eepy?

ag, Yu e 0:2}.

En fait, d’aprés la démonstration de la Prop.3.3(iv), of;a«c p?0~1 et donc
Trro6ug)) € Z (alors qu'a priori il appartient juste a2 Z!). On en déduit que
REWB ={ 3 acg® 1as € R, a0 = az, Yueo,
tepy?
ce qui est compatible avec le fait qgg> n'appartient pas au corps de definition de la
pointeC, qui est@(g“pz)0 foy2 (notons que-1 € ox/ogz).
Plagons nous dans le cas (jii). Le bawtt* \ M1 s’écrit alors
1 1 °c/o
[ oseeoz|its]) 1 seeo2[whycr] ).

(R,n)—comp (R,n)—comp
non-ramifiég~ ramifiég/ ~

— Si la pointeC est non-ramifiée, pour touhé[%]-algébreR, ona
Rg)(R) = { Z agqs |as € R, a2 =u"ag, Yu e 0;}.
§coy
— Si la pointeC est ramifiée, pour toutﬁ[%, {pl-algebrer, on a
Rg()(R) = { Z agqég lag € R, a2z = u’(g'gTrF/Q(SME”)ag, Yu e 0;}.
gepit
En fait, d’aprés la démonstration de la Prop.3.3(iv), ofac po~! et donc
Trr(€u&)) € Z (alors qu'a priori il appartient juste a~1 Z ). On en déduit que

Rg)(R) = { Z agqS lag € R, a,2; = uag, Yu e 0;},
Eepit
ce qui est compatible avec le fait qgen’appartient pas au corps de définition de la pointe

X

€, qui est@(g“p)%/”; (notons que-1 € o3 /o).
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