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Cet article a pour origine deux exposés donnés par le second auteur àVarenna. Son contenu
est cependant assez différent de celui des exposés. Il traite de certains aspects arithmétiques
du lien entre les variétés et les formes modulaires de Hilbert. Plusieurs points classiques ne
sont pas abordés faute de temps : opérateurs de Hecke, théorie de Serre–Tate. Par contre,
cet article donne des détails sur les compactifications toroïdales de la variété abélienne
de Hilbert–Blumenthal universelle (voir la partie 6), ainsi que plusieurs applications ;
la plupart, si elles sont peut-être connues des experts, ne semblent pas figurer dans les
publications sur ce thème ; en particulier, celles relatives à la théorie de Hodge, aux formes
de poids demi-entier et de Hilbert–Jacobi nous paraissent nouvelles.

Nous avons grandement bénéficié d’un séminaire sur ce sujet que nous avons organisé
au premier semestre 2001-02 à Paris 13. Nous tenons à en remercier tous les participants
et en particulier G. Chenevier, Y. Henrio, A. Mokrane, S. Morel et S. Rozensztajn. Nous
voulons également remercier H. Hida, qui nous a éclairés sur plusieurs points de ce travail.
Une partie de cet article a été rédigée alors que le second auteur séjournait à l’Institut de
Mathématiques de l’Université de Münster dans le cadre de la SFB 478 sur l’invitation de
C. Deninger. Il a apprécié les excellentes conditions de travail et l’atmosphère cordiale qui
y règnent.

Nous avons divisé notre travail en deux articles ; ainsi ce texte est muni d’un compagnon
[7] qui donne les détails sur les compactifications (toroïdales et minimale) des variétés de
Hilbert–Blumenthal en niveau�1(c, n), en particulier aux pointes ramifiées. L’organisation
du présent article est la suivante :

Table des matières

1 Variétés modulaires de Hilbert analytiques 554

2 Variétés abéliennes de Hilbert–Blumenthal et formes de Hilbert 558

3 Compactifications toroïdales analytiques. 565

4 Variétés et formes de Hilbert arithmétiques. 569

5 Compactifications arithmétiques de la variété de Hilbert 573

6 Compactifications toroïdales des variétés de Kuga–Sato 575



554 Mladen Dimitrov and Jacques Tilouine

7 Applications des compactifications toroïdales arithmétiques 583

8 Autres formes de Hilbert arithmétiques 592

9 Tour d’Igusa et formes modulaires de Hilbertp-adiques 599

1 Variétés modulaires de Hilbert analytiques

Références : [12], [34].

Notations. SoitF un corps de nombres totalement réel de degréd = dF , d’anneau des en-
tierso, de différented et de discriminant�F = NF/Q(d). On noteJF = HomQ−alg.(F,C)
l’ensemble de ses plongements (réels). On abrégera N= NF/Q.

On se donne un groupe algébriqueD/Q, intermédiaire entreGm/Q et ResF
Q

Gm,
connexe :

Gm ↪→ D ↪→ ResFQ Gm .

On définit le groupe algébriqueG/Q (resp.G∗
/Q

) comme le produit fibré deD (resp.

Gm) et de ResF
Q

GL2 au-dessus de ResF
Q

Gm. On a le diagramme cartésien suivant :

ResF
Q

SL2

��

� � �� G∗

��

� � �� G

��

� � �� ResF
Q

GL2

ν��
1

� � �� Gm
� � �� D

� � �� ResF
Q

Gm,

où la flècheν : ResF
Q

GL2 → ResF
Q

Gm est donnée par la norme réduite.

Le sous-groupe de Borel standard deG, son radical unipotent et son tore maximal
standard sont notésB, U etT , respectivement. On poseT1 = T ∩ ker(ν).

Pour touteQ-algèbreR et pour tout groupe algébriqueH surQ, on noteHR le groupe
de sesR-points.

Remarque 1.1. Dans toutes les applications le groupeGsera soit ResF
Q

GL2, soitG∗. Nous
avons préféré ne pas fixerG dès le départ, carG∗ intervient dans l’étude géométrique des
formes modulaires de Hilbert (le problème de modules de variétés abéliennes de Hilbert
associé àG∗ est représentable : voir la partie 2), alors que ResF

Q
GL2 intervient dans

l’étude arithmétique des formes modulaires de Hilbert (les variétés de Shimura associées
à ResF

Q
GL2 ne sont en général que des espaces de modules grossiers, mais on connaît

l’existence de représentations galoisiennes associées aux formes modulaires de Hilbert
propres pour ResF

Q
GL2). Cette présentation a été inspirée par [2].

Le domaine symétrique hermitienHF . Soit(F⊗R)+ (resp.G+
R

) la composante neutre
de (F ⊗ R)× (resp. deGR). Le groupeG+

R
agit par homographies sur l’espaceHF =

{z ∈ F ⊗ C | im(z) ∈ (F ⊗ R)+} ∼= HJF , où H désigne le demi-plan de Poincaré
(l’isomorphisme étant donné parξ ⊗ w �→ (τ (ξ)w)τ∈JF ).
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Posonsi = (
√−1, . . . ,

√−1) ∈ HF etK+∞ = StabG+
R
(i). AlorsG+

R
/K+∞ ∼= HF , par

g �→ g(i) d’inversex + iy �→
(
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
K+∞.

Via l’inclusion HF ↪→ P1(F ⊗ C), z �→
[
z

1

]
, l’action deG+

R
surHF est compatible

avec l’action naturelle deGC surP1(F ⊗ C).
Les points rationnelsP1(F ) du bordP1(F ⊗ R) deHF sont appelés lespointes. On

pose∞ =
[1
0

]
. Le groupeGQ agit transitivement sur l’ensemble des pointes. On a

BQ = StabGQ
(∞) etP1(F ) ∼= GQ/BQ.

On munit l’espaceH∗F = HF 
 P1(F ) de la topologie de Satake, donnée par :
− la topologie usuelle surHF ,
− pour toute pointeC ∈ P1(F ), s’écrivantC = γ∞ avecγ ∈ GQ, un système

fondamental de voisinages ouverts deC est donné par les{γWH }H∈R∗+ , où

WH =
{
z ∈ HF |

∏
τ

im(zτ ) > H
}
.

L’espaceH∗F est séparé (mais pas localement compact !) pour cette topologie (voir [12]
I.2.9.).

Action de G+
Q

sur leso-réseaux. Le groupeGQ agit à gauche surF 2, parγ · (m, n) =
(m, n)γ−1, oùγ ∈ GQ etm, n ∈ F . SoitG+

Q
le sous-groupe deGQ formé des éléments

dont le déterminant appartient au sous-groupe des éléments totalement positifsF×+ deF×.
Posonso×+ = o× ∩ F×+ .

Pour tout idéal fractionnairef deF on posef∗ = f−1d−1. On a un accouplement parfait
TrF/Q : f× f∗ → Z.

SoitL un o-réseau deF 2 ; c’est uno-module projectif de rang deux, donc il s’écrit,
quitte à changer la base deF 2, commeL = e⊕ f∗, avece et f des idéaux fractionnaires de
F . Le stabilisateur du réseaue⊕ f∗ dansG+

Q
est égal à :

G+(e⊕ f∗) := {γ ∈ G+
Q
|det(γ ) ∈ o×+} ∩

(
o (ef)∗

efd o

)
LorsqueG = G∗ (resp.G = ResF

Q
GL2), on écrit SL(e⊕ f∗) (resp. GL+(e⊕ f∗)), à la

place deG+(e⊕ f∗). Notons queo×+ ∩Q = {1}, et donc SL(e⊕ f∗) est formé d’éléments
dont le déterminant vaut 1.

Lemme 1.2. Dans laSL2(F )-orbite de touto-réseauL deF 2, il existe uno-réseau de la
formeo⊕ c∗, avecc un idéal fractionnaire deF .

Démonstration.Il est clair que la SL2(F )-orbite deL contient au moins un réseau de la
formee⊕ f∗. Prenonsa ∈ e etc ∈ fd satisfaisantao+cef∗ = e. Par le théorème de Bezout,

il existe alors une matrice unimodulaire

(
a b

c d

)
∈ SL2(F ) ∩

(
e f∗
fd e−1

)
et l’image de

e⊕ f∗ par cette matrice vauto⊕ c∗, avecc∗ = ef∗. L’idéal c∗ est canoniquement isomorphe
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à∧2
oL et donc ne dépend pas de la matrice de passage unimodulaire particulière choisie.�

En vertu de ce lemme, nous ne considérerons par la suite que deso-réseau de la forme
o⊕ c∗, avecc un idéal fractionnaire deF .

Remarque 1.3. Considérons le cas oùG = ResF
Q

GL2. Alors l’applicationL �→ ∧2
oL

induit une bijection entre l’ensemble desG+
Q

-orbites deo-réseauxL deF 2 et le groupe de

classes strictes d’idéaux Cl+
F .

Notons que deux groupes GL+(o⊕ c∗) et GL+(o⊕ c′∗) sont conjugués dansG+
Q

, si et

seulement, si les idéauxc et c′ appartiennent au même genre (i.e.c′ = ξe2c, avecξ ∈ F×+
et e idéal deF ).

Sous-groupes de congruence deG+
Q

. On fixe dans la suite un idéal fractionnairec et on
considère le réseauL0 = o⊕ c∗.

On se donne aussi un idéaln � o. Le o/n-modulen−1L0/L0 est libre de rang 2.
Prenonsx0 ∈ F , aveco = n + x0cd. La multiplication parx0 induit alors les isomor-
phismeso/n

∼−→ c∗/c∗n et cd/cdn
∼−→ o/n ce qui nous permet d’identifier l’image de

SL(o⊕c∗)dans Aut(n−1L0/L0)avec SL2(o/n)par l’application

(
a bx0
c d

)
�→
(
a b

cx0 d

)
,

oùa, b, d ∈ o/n et c ∈ cd/cdn. Faisons l’hypothèse :

(NT) n est premier à N(cd) etn ne divise ni 2, ni 3.

Soit�1
0(c, n) = SL2(F ) ∩

(
o c∗

cdn o

)
, �1(c, n) = Ker(SL(o⊕ c∗)→ Aut(n−1L0/L0))

et�1
1(c, n) =

{
γ =
(
a b

c d

)
∈ �1

0(c, n)
∣∣ d ≡ 1 (mod n)

}
.

La réduction modulon induit un diagramme cartésien :

�1(c, n)

��

� � �� �1
1(c, n)

��

� � �� �1
0(c, n)

��

� � �� SL(o⊕ c∗)

��(
1 0
0 1

)
� � ��
(∗ ∗

0 1

)
� � ��
(∗ ∗

0 ∗
)

� � �� SL2(o/n)

Les groupes�1(c, n) ⊂ �1
1(c, n) ⊂ �1

0(c, n) ⊂ SL(o ⊕ c∗) sont des sous-groupes de
congruence de SL2(F ). De même on définit les sous-groupes de congruence :

�(c, n) ⊂ �1(c, n) ⊂ �0(c, n) ⊂ GL+(o⊕ c∗) ⊂ GL+2 (F ),

�D(c, n) ⊂ �D1 (c, n) ⊂ �D0 (c, n) ⊂ G+(o⊕ c∗) ⊂ G+
Q
,

en remplaçant la condition d’unimodularité par celle d’avoir son déterminant appartenant
ào×+ (resp. ào×D+ := DQ ∩ o×+).

Lemme 1.4. Sous l’hypothèse(NT) le groupe�1(c, n) est sans torsion.

Démonstration.Par l’absurde. Supposons qu’il existe un élément de�1(c, n) d’ordre pre-
mierp. Le déterminant de cet élément est une racine de l’unité totalement positive, donc
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égale à 1. Cet élément admet comme valeur propre une racine de l’unitéζp �= 1, ainsi
que son inverseζ−1

p . En prenant sa trace on trouve queζp est quadratique surF , i.e.
[F(ζp) : F ] ≤ 2. Par ailleurs,ζp+ζ−1

p −2 ∈ n, donc N(n) est une puissance dep. D’après
(NT) on a alors queF et Q(ζp) sont linéairement disjoints, d’où[F(ζp) : F ] = p − 1.
On en déduit quep = 2 oup = 3, ce qui implique, par un calcul facile, quen divise 2 ou
3. Contradiction. �

Remarque 1.5. La condition(NT) est optimale pour que�1(c, n) soit sans torsion. En

effet, comme les matrices

(−1 0
0 −1

)
∈ �1

1(d
−1, (2)) et

(−2 1
−3 1

)
∈ �1

1(d
−1, (3)) sont

d’ordre fini, n ne peut diviser ni 2 ni 3. Par ailleurs, la condition quen soit premier

à�F est aussi nécessaire, comme le montre la matrice d’ordre fini

(
1 1√
5−5
2

√
5−3
2

)
∈

�1
1(d

−1, (
√

5)) (ici F = Q(
√

5)). Enfin, la condition quen soit premier à N(c) est bénigne,
car par le théorème d’approximation faible, chaque classe de Cl+

F contient des idéauxc
premiers à N(n).

Dans toute la suite du texte on suppose que l’hypothèse(NT) est satisfaite, de sorte
que�1(c, n) soit sans torsion.

Pointes pour les sous-groupes de congruence.Soit� un sous-groupe de congruence.
CommeF×�/F× est commensurable avec PSL2(o), l’ensemble de ses pointes est aussi
P1(F ) et l’ensemble� \P1(F ) est fini.

Les deux lemmes suivants décrivent les classes d’isomorphisme de�•0(c, n)-pointes
(• = ∅,D,1). Cette description sera utilisée dans la partie 2, où nous étudions les�•1(c, n)-
pointes. Notons que�D0 (c, n) = G+(o⊕ c∗) ∩G+(o⊕ (cn)∗).

Lemme 1.6. Soient
(
a

c

)
,
(
a′
c′
)
∈ F 2 − {0} et soitf un idéal fractionnaire deF .

Siao+ cf∗ = a′o+ c′f∗, alors il existeγ ∈ SL(o⊕ f∗) tel que
(
a′
c′
)
= γ
(
a

c

)
.

Démonstration.Posonsb = ao + cf∗. Il existentγ, γ ′ ∈ G1
Q
∩
(

b (bf)∗
bfd b−1

)
tels que(

a

c

)
= γ∞ et

(
a′
c′
)
= γ ′∞. Commeγ ′γ−1 ∈ SL2(o⊕ f∗) on a le lemme. �

En notant�F l’ensemble des idéaux fractionnaires et ClF le groupe des classes deF ,
on en déduit :

Lemme 1.7. On a deux bijections :

ilc : G+(o⊕ c∗) \ (F 2 − {0}) ∼−→ �F ,
(
a

c

)
�→ b = ao+ cc∗,

et

ilcn : G+(o⊕ (cn)∗) \ (F 2 − {0}) ∼−→ �F ,
(
a

c

) �→ b′ = ao+ c(cn)∗,
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qui induisent deux bijections d’ensembles finis :

clc : G+(o⊕ c∗) \P1(F )
∼−→ ClF , et clcn : G+(o⊕ (cn)∗) \P1(F )

∼−→ ClF .

Démonstration.Les flèches sont bien définie (voir l’action deG+
Q

surF 2 définie plus haut).
Le lemme précédent donne l’injectivité. La surjectivité découle du fait que tout idéal dans
un corps de nombres peut être engendré par deux de ses éléments. �

Variétés modulaires de Hilbert analytiques. Étant donné un sous-groupe de congruence
� on définitla variété modulaire de Hilbert analytiqueMan = � \HF . La variétéMan

est lisse, si et seulement, si� est sans torsion. En revancheMan n’est jamais compacte.
Les variétés modulaires de Hilbert, dont nous étudierons en détail la géométrie, sont

celles correspondant aux groupes de congruence�D1 (c, n).

Compactification de Satake. L’espace quotientMan∗ = � \H∗F est compact pour la
topologie de Satake. Il est l’union deMan et d’un nombre fini de points, appelés les pointes
(voir [12] Sect.I). Il est muni d’une structure de variété analytique complexe normale pour
laquelle les pointes sont des points singuliers sidF > 1 (voir [12] II.4).

2 Variétés abéliennes de Hilbert–Blumenthal
et formes de Hilbert

Dans la suite� (resp.�1) désigne le sous-groupe de congruence�D1 (c, n) (resp.�1
1(c, n))

et on poseMan= �D1 (c, n)\HF (resp.M1,an= �1
1(c, n)\HF ).

Définition 2.1. Une variété abélienne à multiplication réelle paro sur un schémaS est
la donnée d’un schéma abélienf : A → S de dimension relativedF et d’une injection
ι : o ↪→ End(A/S).

Soit c un idéal fractionnaire. Pour chaque variété abélienne à multiplication réelle
A/S, on définit un faisceau eno-modules sur le gros site étale deS en associant à unS-
schémaY le o-moduleA(Y )⊗o c. Ce foncteur est représentable par une variété abélienne
à multiplication réelle surS, notéeA⊗o c (voir [6]) ; elle est caractérisée par :

A⊗o c =
{
A/A[c−1], si c−1 entier.

(At ⊗ c−1)t , si c entier.

La première formule s’obtient en tensorisant parA suro la suite exacte courte 0→
o → c → c/o → 0. La seconde en résulte par dualité.

À partir de ι : o ↪→ End(A/S) on obtientc ↪→ Homo(A,A ⊗o c). Soit c+ =
c ∩ (F ⊗ R)+. Soit Symo(A,A

t ) le o-module des homomorphismes symétriques deA

versAt etP (A) ⊂ Symo(A,A
t ) le cône des polarisations.

Définition 2.2 ([6]). Une variété abélienneA de Hilbert–Blumenthal (abrégée en VAHB)
sur un schémaS est une variété abélienne à multiplication réelle paro, vérifiant la condition
de Deligne–Pappas suivante :
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(DP) il existe un isomorphismeo-équivariantλ : A ⊗ c
∼−→ At tel que viaλ on a

(c, c+) ∼= (Symo(A,A
t ),P (A)).

Un tel isomorphismeλ est appelé unec-polarisation.

Le groupeo×+ agit sur l’ensemble desc-polarisations d’une VAHBA/S.

Définition 2.3. On appelle une classe dec-polarisation, une orbiteλ de c-polarisations
souso×D+ = o×+ ∩DQ.

Remarque 2.4. Si�F est inversible dansS, alors la condition(DP) est équivalente à la
condition suivante de Rapoport [30] (voir [6] Cor.2.9 et [13] Chap.3.5) :

(R) le faisceauω = f∗�1
A/S est localement libre de rang 1 suro ⊗ OS pour la

topologie de Zariski.

Définition 2.5. Uneµn-structure de niveau sur une VAHBA/S est la donnée d’une im-
mersion ferméeo-linéaire deS-schémas en groupes finisα : (o/n)(1) ↪→ A[n], où
(o/n)(1) = (Gm⊗d−1)[n] désigne le dual de Cartier duS-schéma constanto/n.

Remarque 2.6. Commec est premier àn, la c-polarisationλ, combinée avec l’accouple-
ment deWeilA[n]×At [n] → (Gm⊗d−1)[n], donne un accouplemento-équivariant parfait
A[n] × A[n] → (Gm⊗c∗)[n]. Étant donné uneµn-structure de niveauα : (o/n)(1) ↪→
A[n], à l’aide de ce dernier, on lui associe de manière canonique un morphismeo-linéaire
surjectif deS-schémas en groupes finisα∗ : A[n] → c−1/nc−1, appelé leλ-dual de Cartier
deα. On a une suite exacte :

0→ (o/n)(1)
α−→ A[n] α∗−→ c−1/nc−1 → 0

Construction analytique de la VAHB universelle sur M1,an. Pour toutz ∈ HF et
γ ∈ GR on posej (γ, z) = c · z + d ∈ (F ⊗ C)×. D’après l’identitéj (γ γ ′, z) =
j (γ, γ ′(z))j (γ ′, z) on a un 1-cocycle :

GR −→ (o⊗OHF
)×, γ �→ (z �→ j (γ, z)).

On poseAan = �1 \(HF × (F ⊗ C))/o ⊕ c∗, où le groupe produit semi-direct(o ⊕
c∗)� �1 (pourγ · (m, n) = (m, n)γ−1) agit à gauche surHF × (F ⊗ C) par :γ (z, v) = (γ (z), j (γ, z)−1v)

(z, v)(m, n) = (z, v +m · z+ n).
(1)

La fibre du point�1z ∈ M1,an est la variété abélienneAan
z := (F ⊗ C)/Lz, où

Lz = (oz⊕ c∗). La flècheι(ξ) : (z, v) �→ (z, ξv) induit une action deξ ∈ o surAan, d’où
une injectionι : o ↪→ End(Aan/M1,an).

Pour tout fibré vectorielE surM1,an, soitE∨ le fibré dual. Il est facile de voir que
Lie(Aan/M1,an) = �1 \(HF × (F ⊗C)) etω = Lie(Aan/M1,an)∨ sont localement libres
de rang 1 suro⊗OM1,an.
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Pour touto-moduleLon a un isomorphisme entre Homo(L, d
−1)etL∗ = HomZ(L,Z),

obtenu en composant avec TrF/Q.

On a un isomorphismeo-linéaire∧2
oLz

∼= c∗, venant de l’accouplement parfaitλz :
Lz×Lz → F (u, v) �→ uvc−ucv

2i im(z) . L’application TrF/Q �λz nous fournit un isomorphisme
Lz ⊗o c ∼= L∗z , d’où unec-polarisationAz ⊗ c ∼= At

z.
Si o = n + y0c, la flècheM1,an× n−1d−1/d−1 → Aan[n], (z, v) �→ (z, y0v) munit

Aan d’uneµn-structure de niveau.

Proposition 2.7. (Aan, ι, λ, α)/M1,an est une VAHBc-polarisée analytique, munie d’une
µn-structure de niveau.

La flècheAan → M1,an est universelle, i.e. pour toute VAHB analytiqueA/S munie
d’uneµn-structure de niveau et d’unec-polarisation, il existe une unique flècheϕ : S →
M1,an et un unique isomorphisme de VAHB munies deµn-structure de niveau et dec-
polarisationA ∼= Aan×M1,an S. En particulier, siA est une VAHB complexe munie d’une
µn-structure de niveau et d’unec-polarisation, il existe un unique pointz ∈ M1,an et un
unique isomorphismeA ∼= Aan

z .

Idée de la démonstration.Il est clair que toute VAHB complexe est isomorphe à une
VAHB de la formeAan

z et que les deux VAHB analytiquesAan
z et Aan

z′ sont isomorphes
comme VAHB munies de leursµn-structures de niveau etc-polarisations si et seulement
si z′ ∈ �1z.

SoitA/S comme dans l’énoncé. Par ce qui précède, il existe une unique flèche ensem-
blisteϕ : S → M1,an telle queA ∼= Aan×M1,anS. L’analyticité deϕ se vérifie localement,
carϕ(s) = ∫

γ1
ω(s)/
∫
γ2
ω(s), où(γ1, γ2)est uneo-base locale convenable de l’homologie

deA/S etω est uneo⊗OS-base locale deω. �

Remarque 2.8. 1) Notons qu’en général pourG �= G∗ la variétéMan = � \HF n’est
qu’un espace de modules grossier pour le problème de modules de classes d’isomorphismes
deVAHB munies d’une classe dec-polarisation (voir la définition 2.3) et d’uneµn-structure
de niveau.

Comme�1 est un sous-groupe distingué de�, le quotiento×D+ agit surM1,an. Sur les
S-pointsε ∈ o×D+ envoie(A, ι, λ, α)/S sur(A, ι, ελ, α)/S. On aMan= o×D+ \M1,an.

En fait, le sous-groupeo×D+ ∩ o×2
n agit trivialement, car la multiplication parε ∈ o×

induit un isomorphisme(A, ι, λ, α) ∼= (A, ι, ε2λ, εα). DoncM1,an est un revêtement fini
étale deMan, de groupeo×D+/o

×
D+ ∩ o×2

n .
Pour toute VAHBA/S munie d’une classe dec-polarisation et d’uneµn-structure de

niveau on a des flèchesS → M1,an dont les composées avec la projectionM1,an→ Man

coïncident et telles queA/S avec sa classe dec-polarisation soit le pull back deAan/M1,an

munie de la classe de sac-polarisation universelle.
2) LorsqueG = ResF

Q
GL2, Hida, dans son livre [15] Chap.4 Sect. 4.1.2, a donné une

autre description deMan comme espace de modules grossier des VAHB avec classes de
F×+ -polarisation. Dans sa description,

Man= Man
1 (c, n) = F×+ \

∐
c′
M1

1(c
′, n)an,
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où c′ décrit les idéaux deF qui appartiennent à la même classe stricte quec.

VAHB analytique de Tate. Soit C = γ∞ une�-pointe (γ ∈ G∗
Q

). On commence par
étudier la forme d’un voisinage deC dansMan, puis on va décrire celle deAan, au-dessus
d’un tel voisinage dansM1,an.

1 cas: C =
[1
0

]
= ∞. Stab�(∞) =

{(
uε b

0 u−1

) ∣∣∣ u ∈ o×n , ε ∈ o×D+, b ∈ c∗
}
=

c∗ � (o×n × o×D+), oùo×D+ = o×+ ∩DQ et pour tout idéalf deF , o×f désigne le groupe des
unités deo congrues à 1 modulof.

Soitφ l’inclusion naturelleF → F ⊗ C ; on a une suite exacte courte :

0→ c∗ φ−→ F ⊗ C
q−→ Gm⊗c∗ → 1, (2)

obtenue par produit tensoriel parc∗ de 0→ Z → C
e2iπ ·−→ C∗ → 1.

Pourm ∈ F et z ∈ F ⊗ C, on poseqmz = q(φ(m)z) (= q(φ(m)z + φ(n)) pour tout
n ∈ c∗). On voit facilement :

Fait. PourH > 0 assez grand Stab�(WH ) = B� := � ∩ BQ.

Le groupeo×∞ := o×n × o×D+ agit sur le quotientDH = c∗ \WH par
(u, ε) · (z+ c∗) = u2εz+ c∗, et on a le diagramme suivant :

HF

��

WH
� ���

��
Man B� \WH

� ��� DH = c∗ \WH
� � ��mod o×∞�� F ⊗ C /φ(c∗)

q
∼ �� Gm⊗c∗ =: S∞

Le diagramme suivant décrit la structure de la VAHB universelleAan sur le voisinage
B�1 \WH de la pointe∞ dansM1,an :

B�1 \(WH × F ⊗ C)/o⊕ c∗

��

c∗ \(WH × F ⊗ C)/o⊕ c∗��

��

� � �� (Gm⊗c∗ ×Gm⊗c∗)/qo
z

��
B�1 \WH DH

� � ��mod o×n�� Gm⊗c∗ =: S∞.
Commentaires.1) La notationqo

z exprime quem ∈ o agit surGm⊗c∗ ×Gm⊗c∗ par la
formule(qz, qv) ·m = (qz, qvq

m
z ).

2) Le groupeo×n agit surS∞ ×Gm⊗c∗ paru · (qz, qv) = (qu
2

z , q
u
v ).

Définition 2.9. La VAHB c-polarisée au-dessus deS∞ ainsi obtenue s’appelle la VAHB
analytique de Tate, notée Tatec,o(qz). Sa fibre au pointqz ∈ S∞ est égale àGm⊗c∗/qo

z .

2 cas: C =
[
a

c

]
= γ∞, γ =

(
a b

c d

)
∈ G∗

Q
. Stab�(C) = B�,C := �∩ γBQγ

−1. Un

système fondamental de voisinages de la pointeC est donné par lesB�,C \ γWH . Notons
que pour tout sous-groupe�′ deGQ on a la suite exacte suivante :

1→ �′ ∩ UQ → �′ ∩ BQ → pr(�′ ∩ BQ)→ 1,
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où pr : BQ → TQ est la projection canonique. Le diagramme suivant :

HF �� Man= � \HF
∼ �� γ−1�γ \HF

γWH
��

��

��

B�,C \ γWH

∼ ��
��

��

γ−1�γ ∩ BQ \WH

��

��

γ−1�γ ∩ UQ \WH,
pr(γ−1�γ∩BQ)��

permet de nous ramener au cas de la pointe∞, pour le groupeγ−1�γ .

• Calcul deγ−1�γ ∩ UQ.

(
1 ξ∗
0 1

)
∈ γ−1�γ ⇐⇒

(
1+ acξ∗ a2ξ∗
−c2ξ∗ 1− acξ∗

)
∈ �

⇐⇒ ξ∗ ∈ a−2c∗ ∩ (ac)−1n ∩ c−2c∗−1n = (a2c∗−1 + acn−1 + c2(cn)∗)−1

= c∗(a2o+ ac(cn)∗ + c2c∗2n−1)−1 = c∗(ao+ cc∗)−1(ao+ c(cn)∗)−1.

Doncγ−1�γ ∩ UQ = (cbb′)∗, avecb = ao+ cc∗ et b′ = ao+ c(cn)∗.
PosonsX := cbb′ (sa classe est bien définie, d’après le lemme 1.7).

• Calcul deo×C := pr(γ−1�γ ∩BQ). Posonso×C,1 := o×C ∩ T1,Q. Alors l’on a une suite

exacte courte 1→ o×C,1 → o×C
ν→ ν(o×C )→ 1. En prenantγ =

(
a 0
c a−1

)
on a

o×C = {(u, ε) ∈ F××o×D+|∃ξ∗ ∈ a−2c∗, u−1−1+acξ∗ ∈ n, uε−u−1−acξ∗ ∈ a
c
c∗−1n}.

Le groupeo×C ne dépend que de la classe deγ dans� \GQ/BQ. Un calcul démontre
que l’on ao× ⊃ o×C,1 ⊃ o×n . Si l’idéaln est sans facteurs carrés, alorso×C,1 = o×n . Le calcul

explicite du groupeo×C dans le cas général, est un corollaire d’une autre description des
�-pointes, donnée dans [7] Prop 3.3.

Remarque 2.10.En général l’inclusionγ−1�γ ∩ T1,Q ⊂ o×C,1 est stricte, bien que ce

soit une égalité pour la pointe∞. Néanmoins le groupeγ−1�γ ∩ T1,Q est d’indice fini
danso×.

Le type de la pointeC est déterminé par :


l’ideal X∗,
le groupeo×C ,
l’action deo×C surX∗ \WH.

Le fait de remplacerγ parγ

(
a′ c′
0 a′−1

)
, multiplieX∗ para′−2 et conjugue l’action

deo×C surX∗ \WH , par l’isomorphismeWH → WN(a′)2H , z �→ a′2z+ a′c′.
Pour étudier la VAHB universelleAan/M1,an au voisinage de la pointeC, trouvons

quel réseau est stable parγ−1 SL(o ⊕ c∗)γ . Par le théorème de Bezout on peut prendre

γ =
(
a b

c d

)
∈ SL2(F )∩

(
b (bc)∗

bcd b−1

)
, oùb = ao+ cc∗. Posonsa = bc. Commeγ−1
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transforme le réseauL0 = o⊕ c∗ en le réseauL = b⊕ a∗

γ−1 SL(o⊕ c∗)γ = SL(b⊕ a∗) = SL2(F ) ∩
(

o b−2c∗
b2c∗−1 o

)
. Donc

Aan

��

B�1,C \(γWH × F ⊗ C)/o⊕ c∗� ���

��

∼ �� γ−1�1γ ∩ BQ \(WH × F ⊗ C)/b⊕ a∗

��
M1,an B�1,C \ γWH� ��� ∼ �� γ−1�1γ ∩ BQ \WH

carγ : Aan→ Aan (z, v) �→ (γ z, j (γ, z)−1v) etγ−1 envoieo⊕ c∗ surb⊕ a∗.
A partir de là, en posantAan

γ,H = γ−1�1γ ∩ BQ \(WH × (F ⊗ C))/b ⊕ a∗, on a la
description de la variété universelle au voisinage de la pointeC :

Aan
γ,H

��

X∗ \(WH × (F ⊗ C))/b⊕ a∗��

��

� � �� (Gm⊗X∗ ×Gm⊗a∗)/qb
z

��
γ−1�1γ ∩ BQ \WH X∗ \WH

mod o×C,1�� � � �� Gm⊗X∗ =: SC,

Le groupeb agit sur le toreGm⊗X∗ × Gm⊗a∗ par (qz, qv) · β = (qz, qvq
β
z ). Le

groupeo×C,1 agit surSC × Gm⊗a∗ paru · (qz, qv) = (qu
2

z q
u
ξ∗u , q

u
v ), où ξ∗u est un élément

de(b2c)∗, bien défini moduloX∗, et tel que

(
u ξ∗u
0 u−1

)
∈ γ−1�1γ .

On rappelle que, par définition, pour toutm ∈ F , z ∈ F ⊗ C on pose

qmz = q(φ(m)z) = q(φ(m)z+ φ(n))
pour toutn ∈ X∗, où

0→ X∗ φ−→ F ⊗ C
q−→ Gm⊗c∗ → 1.

Définition 2.11. La VAHB c-polarisée au-dessus deSC ainsi obtenue, s’appelle la VAHB
analytique de Tate, notée Tatea,b(qz). Sa fibre au pointqz ∈ SC est égale àGm⊗a∗/qb

z .

Formes modulaires de Hilbert de niveau� = �D
1 (c, n). Rappelons queZ[JF ] s’iden-

tifie au groupe des caractères du tore ResF
Q

Gm parκ =∑τ∈JF kτ τ �→ (x �→∏ τ(x)kτ ).
On note ce caractèrex �→ xκ et on utilisera la notation additive pour la loi de groupe sur
les caractères. Les éléments deZ[JF ] sont appelés despoids.

On suppose désormaisF �= Q. Pour tout poidsκ = ∑τ∈JF kτ τ , on peut définir
l’espace des formes automorphes de Hilbert holomorphes de poidsκ et niveau� comme
l’espace des fonctions holomorphesf : HF → C telles que pour toutγ ∈ �

f (γ (z)) = ν(γ )−κ/2j (γ, z)κf (z).

Ce sont les sections du fibré inversible analytiqueωκ surMan donné par le cocycle

�→ O×
HF
, γ �→ ν(γ )−κ/2j (γ, z)κ .

Cependant, on ne s’intéresse dans la suite de ce texte qu’aux formes qui peuvent
intervenir dans la cohomologie de la variété de Hilbert à coefficients dans un système local
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algébrique (c’est-à-dire donné par une représentation algébrique deG). Ces représentations
sont de la forme ⊗

τ∈JF
Symnτ ⊗Detmτ .

Une telle représentation ne définit un système local surMan que si le centre de� agit tri-
vialement. Cette condition équivaut à la condition d’algébricité de Clozel ([4] Sect.1.2.3) :

Définition 2.12. Un poidsκ ∈ Z[JF ] est dit algébrique si ses coordonnéeskτ sont su-
périeures ou égales à 2 et sont de même parité. On pose alorsk0 = max{kτ |τ ∈ JF },
mτ = k0−kτ

2 ∈ N, t =∑τ∈JF τ etnτ = kτ − 2 ≥ 0 (n = κ − 2t etκ + 2m = k0t).

Pour toute fonctionf : HF → C et pour toutγ ∈ G+
Q

, on pose :

f |κγ (z) = ν(γ )κ+m−t j (γ, z)−κf (γ z).

Considérons l’espace :

Gκ(c, n)
an= {f : HF → C

∣∣ ∀γ ∈ �, f |κγ = f et f holomorphe surH∗F
}
.

On appelle cet espace l’espace des formes modulaires holomorphes de poidsκ et
groupe de niveau�. Il est isomorphe à l’espace des sections globales du fibré analytique
ωκ ⊗ ν−n0t/2 surMan associé au cocyleγ �→ ν(γ )−n0t/2j (γ, z)κ avecn0 = k0 − 2.

Remarque 2.13.La torsion parν−n0t/2 induit un isomorphisme d’espaces vectoriels com-
plexes

H0(Man, ωκ) ∼= H0(Man, ωκ ⊗ ν−n0t/2).

Pour chaquef ∈ Gκ(c, n)an, on se propose d’expliciter la notion d’holomorphie en
une pointeC = γ∞ ∈ P1(F ). La fonctionfC := f |κγ est invariante par le groupe
γ−1�γ et donc par son sous-groupe de translationsγ−1�γ ∩ UQ

∼= X∗ (pour le calcul
de ce-dernier voir le paragraphe précédent). Par conséquent, elle admet un développement
en série de Fourier :

fC(z) =
∑
ξ∈X

aξ e
2iπ TrF/Q(ξz). (3)

La condition d’holomorphie en la pointeC se lit alors :

aξ �= 0⇒ ξ ∈ X+ ou ξ = 0. (4)

Pour tout(u, ε) ∈ o×C , il existeξ∗u,ε ∈ (b2c)∗, défini àX∗ près, tel que

(
uε ξ∗u,ε
0 u−1

)
∈

γ−1�γ . L’invariance defC par le groupeγ−1�γ ∩ BQ nous donne pour toutξ ∈ X la
relation :

au2εξ = εκ+m−t uκe2iπ TrF/Q(ξuξ∗u,ε )aξ . (5)

Principe du q-développement.Si pour toutξ on aaξ = 0, alorsf = 0.
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Principe de Koecher.Si F �= Q, alors la condition (4) est toujours satisfaite. Siκ n’est
pas parallèle, alorsa0 = 0 (pas de séries d’Eisenstein).

D’après le (5), pour toutu ∈ γ−1�γ ∩T1,Q etξ ∈ X, on aau2ξ = uκaξ , en particulier
a0 = uκa0, d’où la deuxième propriété.

Vérifions (4) par l’absurde : soientξ ∈ X et ξ∗ ∈ X∗+ tels queaξ �= 0 et 〈ξ, ξ∗〉 <
0. Alors, on peut choisiru ∈ γ−1�γ ∩ T1,Q de façon que la quantité〈u2ξ, ξ∗〉 soit
arbitrairement proche de−∞, ce qui contredit l’holomorphie def au pointiξ∗ ∈ HF . �

3 Compactifications toroïdales analytiques

Références : [1], [23].

On a vu qu’en ajoutant àMan un nombre fini de points (les�-pointes) on obtient un espace
analytiqueMan∗, compact pour la topologie de Satake. Il est aussi appelé compactification
minimale et n’est pas lisse sidF > 1, comme le montre un argument de topologie (voir
[12]).

Un voisinage typique de la pointe∞ est de la formeo×∞ \ q(DH ) ⊂ o×∞ \C×d . On
aurait pu tenter de compactifier cette pointe en considérant l’adhérence deo×∞ \ q(DH )
danso×∞ \Cd . Le problème est que sidF > 1 le quotient deCd par un groupe abélien,
ayant des points fixes isolés, n’est jamais lisse (voir [12] p. 30).

Il est important de disposer de compactifications lisses deMan avec diviseurs à croi-
sements normaux à l’infini (i.e.au-dessus des pointes). Par exemple, pour pouvoir donner
une décomposition de Hodge de la cohomologie singulière deMan, on doit introduire des
faisceaux cohérents à singularités logarithmiques à l’infini. Pour obtenir une compactifica-
tion lisse deMan, on utilise la théorie des immersions toroïdales, s’inspirant du fait qu’au
voisinage d’une pointe,Man ressemble au quotient d’un tore par l’action d’un groupe.

Immersions toriques. Dans ce paragraphe on adopte les notations suivantes :
k corps algébriquement clos.
S ∼= Gd

m tore algébrique surk.
X = Hom(S,Gm) ∼= Zd groupe des caractères deS. Pourξ ∈ X on noteraqξ le

caractère correspondant.
X∗ = Hom(Gm, S) ∼= Zd groupe des cocaractères deS. Pourξ∗ ∈ X∗ on noteraλξ∗

le cocaractère correspondant.
On a un accouplement parfait〈 , 〉 : X ×X∗ → Z.
Pour tout anneau commutatifR et tout monoïdeQ, on noteraR[qξ ; ξ ∈ Q] la R-

algèbre du monoïde.
On aS = Spec

(
k[qξ ; ξ ∈ X]) etS = Gm⊗X∗.

Remarque 3.1. Si k = C on peut identifierC /Z etGm par l’applicatione2iπ · et on a :

(i) X∗ ∼= π
top
1 (S).

(ii ) X∗
C
= X∗ ⊗ C revêtement universel deS.

(iii ) S ∼= X∗
C
/X∗ = Sc × iX∗R, oùSc ∼= X∗

R
/X∗ est le sous-groupe compact maximal

deS. On appelle ord: S → X∗
R

l’application déduite de la projection suriX∗
R

.
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Définition 3.2. Une immersion torique normale (affine) deS, est une immersion ouverte
deS dans une variété (=schéma intègre de type fini, séparé surk) normale (affine) munie
d’une action deS qui étend l’action deS sur lui-même.

Dans la suite, on ne considérera que des cônes polyédraux rationnels convexes deX∗
R

,
ouverts dans l’espace vectoriel qu’ils engendrent et stricts (i.e. qui ne contiennent pas de
droite) ; on abrégera ces propriétés en parlant de cônes p.r.c.o.s. Un tel côneσ est ditlisse,
si σ ∩X∗ est engendré par une partie d’une base deX∗.

Théorème 3.3([23] Chap.I, Théorème 1’).La correspondance :

σ �→ Sσ := Speck[qξ ; ξ ∈ X ∩ σ̌ ]
donne une bijection entre l’ensemble des cônes p.r.c.o.s. deX∗

R
et l’ensemble des immer-

sions toriques normales affines deS. De plusSσ est lisse, si et seulement si, le côneσ est
lisse.

Exemple 3.4.Voici trois exemples d’immersions torique pourS = Gm
2 :

• σ1 = (1,0)R+ +(0,1)R+, donneGm
2 ↪→ Spec(k[Z1, Z2]) ∼= A2.

• σ2 = (1,0)R+, donneGm
2 ↪→ Spec(k[Z1, Z2, Z

−1
2 ]) ∼= A1×Gm.

• σ3 = (1,1)R+ +(1,−1)R+, donne

Gm
2 ↪→ Spec(k[Z1Z2, Z1, Z1Z

−1
2 ]) ∼= Spec(k[Z1, Z2, Z3]/(Z1Z3 − Z2

2)).

Proposition 3.5([23] Chap.I, Théorème 3).SoientSσ1 et Sσ2 deux immersions toriques
normales affines deS. Alors, il existe un morphismeS-équivariantSσ1 → Sσ2, si et
seulement siσ1 ⊂ σ2.

On veut maintenant décrire le bord deSσ : il est stratifié en orbites sousS de points
à l’infini obtenus comme des limites “limt→0 λξ∗(t)”, pour ξ∗ ∈ X∗ ∩ σ . De manière
rigoureuse, pour toutξ∗ ∈ σ ∩X∗, on définit le pointλξ∗(0) ∈ Sσ , par :

∀ξ ∈ X ∩ σ̌ , qξ (λξ∗(0)) =
{

1, si 〈ξ, ξ∗〉 = 0

0, si 〈ξ, ξ∗〉 > 0.

Théorème 3.6([23] Chap.I, Théorème 2).

(a) Soientξ∗1 , ξ∗2 ∈ σ ∩ X∗. Alorsλξ∗1 (0) = λξ∗2 (0), si et seulement siξ∗1 et ξ∗2 appar-
tiennent à l’intérieur d’une même face deσ .

(b) ChaqueS-orbite deSσ contient un unique point du typeλξ∗(0), ξ∗ ∈ σ ∩X∗.
(c) On a une bijection entre les faces deσ et lesS-orbites deSσ , τ �→ o(τ).

(d) τ1 ⊂ τ2 si et seulement sio(τ2) ⊂ o(τ1).

(e) dim(τ )+ dim(o(τ )) = d.

Soit une faceτ deσ . On ao(τ) = Spec
(
k[qξ ; ξ ∈ X∩τ⊥]) eto(τ) =∐

τ⊂τ ′ o(τ
′). La

strateo(τ) est fermée dansSτ (donnée par l’idéal engendré par lesqξ tels que〈ξ, ξ∗〉 > 0
pour toutξ∗ à l’intérieur deτ ) etSτ est ouverte dansSσ . De plus les strates deSσ contenues
dansSτ sont les strates deSτ .
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Définition 3.7. Un éventaildansX∗
R

(= décomposition rationnelle partielle en cônes po-
lyédraux fortement convexes), est la donnée d’un ensemble� de cônes p.r.c.o.s. deX∗

R

deux à deux disjoints, tel que pour toutσ ∈ � et pour toute faceτ deσ , τ ∈ �. L’éventail
est dit lisse si tout les cônes qu’il contient sont lisses.

Tout éventail peut être raffiné en un éventail lisse, par subdivision des cônes. D’après
la proposition 3.5, étant donné un éventail�, on peut recoller lesSσi , i = 1,2, le long des
Sτ , τ désignant l’intérieur deσ 1 ∩ σ 2, et ainsi obtenir un schéma séparé, normal, intègre,
localementde type fini surk, notéS� ouS{σ }. Si� est fini,S� est une variété.

Théorème 3.8([23] Chap.I, Théorème 6).

(a)L’application� �→ S� donne une bijection entre les éventails deX∗
R

et les immer-
sions toriques normales deS.

(b) L’applicationσ �→ Sσ donne une bijection entre les facesσ et les ouverts affines
S-invariants deS� .

(c) L’applicationσ �→ Oσ := l’unique orbite fermée deSσ , est une bijection entre les
facesσ et lesS-orbites deS� . De plusτ ⊂ σ , si et seulement si,Oσ ⊂ Oτ .

Proposition 3.9([23] Chap.I, Théorèmes 7 et 8).SoientS� et S�′ deux immersions to-
riques normales deS. Alors, il existe un morphismeS-équivariantS� → S�′ , si et
seulement si,� ⊂ �′. De plus la flècheS� → S�′ est propre, si et seulement si,⋃
σ∈� σ =

⋃
σ∈�′ σ .

Remarque 3.10.Si k est un anneau (en particulier sik = Z) la construction qui à�
associeS� reste inchangée. En revanche, on n’obtient pas toutes les immersions toriques
de cette manière-là.

Carte locale pour une pointe deMan. Soit une�-pointeC = γ∞. On a vu dans la
partie 2 qu’un système de voisinages deC dansMan est donné, pourH > 0, par les
B�,C \ γWH

∼= o×C \Dγ,H , oùDγ,H = γ−1�γ ∩ UR \WH = X∗ \WH et où l’action
deo×C surDγ,H est donnée par(u, ε) · z = φ(u2ε)z + φ(uξ∗u,ε) (voir le paragraphe qui
précède la définition 2.11).

Notons qu’avec les notations de la remarque 3.1,X∗
R
= F ⊗ R,

SC
∼←
q
φ(X∗) \F ⊗ C, SC,c

∼←
q
F ⊗ R /φ(X∗) et ord : φ(X∗) \F ⊗ C → F ⊗ R est

l’application “partie imaginaire”. On a aussiX∗ \HF = ord−1((F ⊗R)+) etX∗ \WH =
ord−1{y ∈ (F ⊗ R)+ | ∏τ yτ > H }.

L’exponentielle donne une injectionq : Dγ,H ↪→ SC et l’action deo×C s’étend en une

action sur le tore complexeSC = Gm⊗X∗ par(u, ε) · qz = qu
2ε
z quξ∗u,ε .

L’action deo×C surSC tout entier, n’est pas libre (l’élément unité deSC est fixe par
cette action). Un autre problème est posé par le centre deo×C :

o×C,Z = {(u, ε) ∈ o×C | ε = u−2}.
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Lemme 3.11. (i) Le groupeo×C,Z agit trivialement surSC .

(ii ) Sous l’hypothèse(NT) o×C/o
×
C,Z agit librement et discontinuement surq(Dγ,H ).

Un calcul direct montre que siε = u−2, alorsξ∗u,ε ∈ X∗, d’où le (i). Le (ii) découle du
fait que sous l’hypothèse(NT) on a−1 /∈ o×C . �

On veut ajouter àSC une frontière analytiqueE de façon que l’action deo×C/o
×
C,Z surSC

se prolonge en une action libre et discontinue surE .Alors le quotient paro×C de l’adhérence
q(Dγ,H ) deq(Dγ,H ) dansSC ∪ E sera notre carte locale pour la compactification de la
pointeC.

Pour ce faire on considère un éventail�C deX∗
R+ = {0} ∪ (F ⊗R)+ qui est complet

(i.e. tel que
⋃
σ∈� σ = X∗

R+), stable pour l’action deo× et qui contient un nombre
fini d’éléments modulo cette action. L’existence d’une telle décomposition découle du
théorème des unités de Dirichlet (o×2 ∼= Zd−1). En effet, il suffit de décomposer en
cellulesφ(X∗) ∩ {y ∈ X∗

R+ | ∏τ yτ = minξ∗∈X∗ \{0} N(ξ∗)} ∼←−
exp

Zd−1 et prendre

chaque cellule comme base d’un cône.
SoitSC ↪→ S�C l’immersion torique correspondante, avec action équivariante deo×.

SoitE = S�C \ SC .
Quitte à raffiner notre décomposition (en subdivisant un cône et subdivisant les autres

cônes de manièreo×- équivariante) on peut toujours supposerS�C lisse.
Soitq(Dγ,H ) l’adhérence deq(Dγ,H ) dansS�C . On voit alors aisément que

Proposition 3.12. (i) On aq(Dγ,H ) = q(Dγ,H ) ∪ E .

(ii ) Le groupeo×C,Z agit trivialement surq(Dγ,H ). Le groupeo×C/o
×
C,Z agit librement

et discontinument surq(Dγ,H ).

L’espace analytiqueo×C \ q(Dγ,H ) est la carte de la pointeC. Pour compactifier la
pointeC on recolleMan eto×C \ q(Dγ,H ) le long deo×C \Dγ,H .

Recollement et compactification analytique.Soit Man = Man
� la variété analytique

complexe obtenue, par la construction du paragraphe précédent, en recollant àMan les
cartes locales pour toutes les�-pointes. Dans la suite nous écrirons justeMan, bien que
tout dépend des éventails�C .

Proposition 3.13.Man est une variété analytique complexe normale propre, contenant
Man comme sous-variété ouverte dense. Elle est lisse si tous les éventails�C sont lisses.
On a un morphisme de variétés analytiquesπ : Man → Man∗ qui est un isomorphisme
au-dessus deMan.

Démonstration.Pour démontrer la propreté deMannous utiliserons le critère de compacité
séquentielle. Soit une suite de pointszj ∈ Man. CommeMan est ouvert dense dansMan,
il suffit de considérer le cas oùzj ∈ Man (argument d’extraction diagonale). Puisque l’on
sait déjà queMan∗ est compact, on peut supposer que la suiteπ(zj ) converge vers une
pointeC deMan∗. Dans ce cas, pourj assez grand,zj appartient àDγ,H . Comme�C
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possède un nombre fini de cônes modulo l’action deo×C , on peut supposer qu’il existe un
côneσ ∈ �C , tel que pour toutj , q(zj ) appartient àSC,σ .

Montrons alors qu’il existe une suite extraite de la suiteq(zj )qui converge vers un point
deSC,σ . Considérons la suiteyj = ord(q(zj )) ∈ σ . On ayj,τ > 0 et limj→∞

∏
τ yj,τ =∞. Si l’on décompose lesyj dans une base deσ , on trouve aisément qu’au moins une

coordonné tend vers+∞. D’après la description de la topologie deSC,σ , donnée dans [1],
il est clair que l’on peut extraire deq(zj ) une sous-suite convergente dansSC,σ . �

4 Variétés et formes de Hilbert arithmétiques

L’espace de modules de Hilbert–Blumenthal.Soitc un idéal deF , muni de sa positivité
naturellec+ = c ∩ (F ⊗ R)+. Posons� = N(dn) = �F N(n).

On a un foncteur contravariantM1 (resp.M) de la catégorie desZ[ 1
N(n) ]-schémas vers

celle des ensembles, qui à un schémaS associe l’ensemble des quadruplets(A, ι, λ, α)/S

(resp.(A, ι, λ, α)/S) modulo isomorphisme, où(A, ι) est uneVAHB de dimension relative
d, λ est unec-polarisation (resp.λ est un classe dec-polarisations ; voir Déf.2.3) surA et
α : (o/n)(1) ↪→ A[n] est uneµn-structure de niveau.

Théorème 4.1([29], [37]). Le foncteurM1 est représentable par un schéma quasi-projec-
tif M1 sur Z[ 1

N(n) ] muni d’un quadruplet universel(A, ι, λ, α). Le schémaM1 est lisse

au-dessus deZ[ 1
�
]. De plusM1(C) ∼= M1,an et doncM1 est géométriquement connexe.

Soit f : A → M1 la projection canonique. On poseω = ωA/M1 = f∗�1
A/M1

et H1
dR = H1

dR(A/M
1) = R1f∗�•A/M1. Au-dessus deZ[ 1

�
] on a localement pour la

topologie de Zariskiω ∼= o⊗OM1 etH1
dR
∼= L0 ⊗OM1, oùL0 = o⊕ c∗.

Corollaire 4.2. Le foncteurM admet un schéma de modules grossierM sur Z[ 1
N(n) ]

quasi-projectif et lisse au-dessus deZ[ 1
�
]. Le schémaM est le quotient deM1 par le

groupe finio×D+/(o
×
D+ ∩ o×2

n ) qui agit proprement et librement par

[ε] : (A, ι, λ, α)/S �→ (A, ι, ελ, α)/S.

Il est important de noter pour la suite que les automorphismes[ε] deM1 définis dans le
corollaire se prolongent en une action du groupeo×D+/(o

×
D+ ∩ o×2

n ) sur les fibrésω et
H1

dR. L’action surω est donnée par la formules �→ ε−1/2[ε]∗s, oùs est une section deω.
L’action surH1

dR vient de celle sur le complexeRf∗�•A/M1. Ces actions sont définis sur

l’anneau des entiers du corps de nombresF ′′ = F(
√
ε, ε ∈ o×D+).

Par quotient, on peut définir des fibrés encore notésω et H1
dR surM. Au-dessus de

Z[ 1
�
] on a encore localement pour la topologie de Zariskiω ∼= o⊗OM etH1

dR
∼= L0⊗OM ,

oùL0 = o⊕ c∗.
Pour chaqueµ ∈ c+, on noteLµ le faisceau inversible ample surA obtenu comme

image inverse du fibré de Poincaré surA×At par le morphisme(idA, λ � (idA ⊗ µ)).
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Formes modulaires de Hilbert arithmétiques. Considérons le schéma en groupesT1 =
Reso

Z
Gm qui est un modèle entier du toreF× = ResF

Q
Gm. Ce n’est un tore que surZ[ 1

�F
]

comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 4.3. SoitF = Q(
√
D), avecD ≡ 3 (mod 4) sans facteurs carrés. AlorsT1 =

Spec(Z[X, Y ][ 1
X2−DY 2 ]) et pourp > 2 premier on a :T1(Fp) = F×p ×F×p , si

(
D
p

)
= 1 ;

T1(Fp) = F×
p2, si
(
D
p

)
= −1 ; T1(Fp) = F×p ×F+p , si

(
D
p

)
= 0.

On suppose désormaisF �= Q et on se place au-dessus deZ[ 1
�
]. Considérons le

faisceauM = Isomo⊗OM
(o⊗OM,ω). C’est unT1-torseur Zariski surM.

CommeT1 est affine surM, le faisceauM est représentable par un schémaf : M → M

(voir [26] III.4 Théorème 4.3). En particulier on a un isomorphismeT1 ×
M

M ∼= M×
M

M,

(t, x) �→ (tx, x).
Sur le schéma de modules finM1 le schéma correspondantM1 représente le foncteur :

M1 : Z[ 1
�
]-Sch → Ens, qui à unZ[ 1

�
]-schémaS associe l’ensemble des quintuplets

(A, ι, λ, α, ω)modulo isomorphisme, où(A, ι, λ, α) est une VAHB, comme plus haut, et
oùω est un isomorphisme deo-fibrés inversiblesω : o⊗ OS ∼= ω. La flèche d’oubli fait
deM1 un faisceau Zariski surM1.

Pour la définition de l’espace des formes modulaires de Hilbert, nous suivons de près
le paragraphe 6.8 dans [30], rédigé par P. Deligne.

Soitκ ∈ Z[JF ] = X(T1) un poids et soitF ′ un corps de nombres, contenantF ′′ ainsi
que les valeurs du caractèreκ : F× → C×.

Si D = Gm, on peut prendre, par exemple,F ′ = Q et κ = kt (poids parallèle), ou
bienF ′ = F gal κ ∈ Z[JF ] poids quelconque.

SoitO′ l’anneau des entiers deF ′. Le morphisme de groupes algébriquesκ : ResF
Q

Gm→
ResF

′
Q

Gm, se prolonge en un morphisme Reso
Z

Gm → ResO
′

Z
Gm, qui équivaut (par la for-

mule d’adjonction) à un morphisme de groupes algébriques surO′, Reso
Z

Gm×Spec(O′)→
Gm×Spec(O′), noté encoreκ.

Pour toutZ[ 1
�
]-schémaY , on poseY ′ = Y × Spec(O′[ 1

�
]). On a ainsi unT ′

1-torseur
f ′ : M′ → M ′. Le tore déployéT ′

1 agit surf ′∗OM′ ; la composante−κ-isotypique
(f ′∗OM′)[−κ] est un faisceau inversible surM ′, notéωκ .

Définition 4.4. 1) Soit R une Z[ 1
�
]-algèbre. On définit l’espaceG(c, n;R)geom des

formes modulaire de Hilbert de niveau� et à coefficients dansR, comme
H0(M×Spec(Z[ 1

�
]) Spec(R),OM).

2) SoitR uneO′[ 1
�
]-algèbre. Une forme modulaire de Hilbert arithmétique de poids

κ, de niveau� et à coefficients dansR, est une section globale deωκ surM ×Spec(Z[ 1
�
])

Spec(R). On noteGκ(c, n;R)geom := H0(M ×Spec(Z[ 1
�
]) Spec(R), ωκ) l’espace de ces

formes modulaire de Hilbert.

Remarque 4.5. 1) Le faisceauωt (t = ∑ τ ) n’est autre que le faisceau∧dω = det(ω)
surM, etωkt - sa puissancek-ième. Les formes modulaires de Hilbert de poids parallèle
k ≥ 1, s’écrivent doncGkt (c, n)geom= H0(M, (∧dω)⊗k).
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2) Le torseurM n’est pas trivial, car sinon pour toutk ≥ 1 (∧dω)⊗k serait le fibré
trivial sur M, et à fortiori surMan. Or, par le principe de Koecher H0(Man,OMan) =
H0(Man,OMan) = C, ce qui contredirait l’existence de formes modulaires de Hilbert
cuspidales non-nulles en poidskt .

3) Si F ′ ⊃ F gal, on aT ′
1 := T1 × Spec(O′[ 1

�
]) ∼= Gm

JF ×Spec(O′[ 1
�
]) et par le

théorème de diagonalisabilité des tores [21], on a :

f ′∗OM′ =
⊕

κ∈X(T1)

ωκ, H0(M′,OM′) =
⊕

κ∈X(T1)

H0(M ′, ωκ).

Par ailleurs, l’action deo permet de décomposerω = Lie(A′/M ′)∨ ∼= o ⊗ OM ′ en
somme directe de fibrés inversiblesωτ surM ′, indexés par les différents plongementsτ
deo dansO′. On aωκ = ⊗τ (ωτ )⊗kτ .

4) SiR est uneO′[ 1
�
]-algèbre, avecF ′ ⊃ F gal, on a :

G(c, n;R)geom=
⊕

κ∈X(T1)

Gκ(c, n;R)geom.

Constructions de fibrés automorphes.Dans la partie 2 on a introduit les formes mo-
dulaires de Hilbert classiques comme des sections globales de certains fibrés de formes
différentielles holomorphes surMan. Dans ce paragraphe nous donnons des constructions
de fibrés surMan etM, à partir de représentations de certains groupes. Ces fibrés serviront
à redéfinir et étudier les formes modulaires de Hilbert arithmétiques.

Soit un poids algébriqueκ etn,m ∈ Z[JF ] comme dans la définition 2.12. On notera
Vn la représentation algébrique deG donnée par

Vn =
⊗
τ∈JF

Symnτ ⊗Detmτ . (6)

•Considérons le revêtement universelu : HF → Man. Il est bien connu que l’on a une
équivalence de catégories entre les représentations de� sur desK-vectoriels de dimension
finie, qui sont triviales sur le centre, et les systèmes locaux enK-vectorielsVan surMan,
qui à unK-vectoriel de dimension finieV muni d’une telle action de� associe le système
local Van des sections continues de� \(HF × V )→ Man (V étant muni de la topologie
discrète).

Définition 4.6. On noteVan
n le système local associé à représentationVn.

• Une autre construction de fibrés est donnée par la tour promodulaireM̃Q → MQ, où
M̃Q = limproj

r≥1
M(c, nr)Q. On a une suite exacte

1→ π1(MQ, x)
mod,geom→ π1(MQ, x)

mod= Gal(M̃Q/MQ)→ Gal(Qab/Q)→ 1.

De plus, le groupeπ1(MQ, x)
mod est un sous-groupe ouvert de GL2(̂o) ; la projection sur

la p-composante fournit un morphisme continu canonique

π1(MQ, x)
mod→ GL2(o⊗ Zp).



572 Mladen Dimitrov and Jacques Tilouine

On a donc un foncteur de la catégorie des représentations algébriques deG, vers celle
des faisceaux lisses surMQ. Ce foncteur associe à la représentationV le faisceauV des
sections continues deπ1(MQ, x)

mod\(M̃Q × V )→ MQ.

Définition 4.7. On noteVn le faisceau lisse surMQ associé àVn.

• Dans le cadre arithmétique le revêtement universelHF de la première construction

est remplacé par le torseurM′ T ′
1→ M ′ du paragraphe précédent. On a un foncteur de la

catégorie des représentations algébriques duO′[ 1
�
]-schéma en groupesT ′

1 , vers celle des
fibrés décomposables en fibrés inversibles surM ′, qui àW1 associe le produit contracté

M′ T ′
1× W1 =: W1, défini comme le quotient par la relation d’équivalence(mt,w) ∼

(m, tw) pourm ∈ M′, t ∈ T ′
1 etw ∈ W1.

Remarque 4.8. Pour chaqueκ ∈ Z[JF ] = X(T1), notonsW1,κ la O′[ 1
�
]-représentation

de T ′
1 associée àκ. On aW1,κ = ω−κ . On peut ainsi redéfinirGκ(c, n)geom comme

H0(M ′,W1,−κ).

• On suppose queD a un modèle entierD surZ[ 1
�F
] (c’est le cas pourD = Gm ou

ResF
Q

Gm). Rappelons que leo-fibré projectif de rang deuxH1
dR = R1f∗�•A′/M ′ est muni

d’un accouplement parfait symplectiqueo-linéaire associé au choix d’un représentantλ

de la classe dec-polarisations universelleλ = o×D+ · λ. On définit alors leD-torseur

MD = IsomD
o⊗OM

(o⊗OM,∧2
o⊗OM

H1
dR)

au-dessus deM, dont lesS-points sont ceux de Isomo⊗OM (o⊗OM,∧2
o⊗OM

H1
dR) induisant

via λ un élément deD(OS) dans(o⊗OS)
×.

•On choisit pour modèle entier du tore maximal standardT deB le schéma en groupes
T = T1 ×D . On en déduit un modèle entier deB dontT est tore maximal standard via

(u, ε) ∈ T �→
(
u · ε 0

0 u−1

)
. On va définir unB ′-torseurM′

B
B ′→ M ′ à l’aide du

o-fibréH1
dR muni de la filtration de Hodge

0→ ω→ H1
dR → ω∨ ⊗ cd−1 → 0.

Soit L0 = o ⊕ c∗. On munitL0 ⊗ OM ′ de la filtration canonique à deux crans as-
sociée àB ′ : 0 ⊂ c∗ ⊗ OM ′ ⊂ L0 ⊗ OM ′ . On définit alorsM′

B comme le produit
fibré de Isomfil

o⊗OM′ (L0⊗OM ′ ,H1
dR) et IsomD

o⊗OM′ (o⊗OM ′ ,∧2
o⊗OM′H

1
dR) au-dessus de

Isomo⊗OM′ (o⊗OM ′ ,∧2
o⊗OM′H

1
dR). C’est unB ′-torseur surM ′.

Il définit un foncteurFB ′ de la catégorie des représentations algébriques duO′[ 1
�
]-

schéma en groupesB ′ vers celle des fibrés surM ′ qui sont des extensions successives

de fibrés inversibles. Il est donné par le produit contracté :V �→ V := M′
B

B ′
× V ,

(c’est-à-dire le quotient par la relation(m̃b, v) ∼ (m̃, bv), pour m̃ ∈ M′
B , b ∈ B ′ et

v ∈ V ).

Définition 4.9. On noteVn le fibré filtré surM ′ image deVn parFB ′ .



Variétés et formes modulaires de Hilbert arithmétiques pour�1(c, n) 573

• SiW est uneO′[ 1
�
]-représentation du toreT ′ (sur unO′[ 1

�
]-module libre de type

fini) on peut la voir comme une représentation deB ′, en faisant agir le radical unipotent
U′ trivialement. Le foncteurFB ′ associe àW un fibréW décomposable en somme directe
de fibrés inversibles.

On pourrait également construireW à l’aide duT ′-torseurM′ ×M ′ M′
D .

Définition 4.10. Soientn,m ∈ Z[JF ] et c ∈ Z tels quen + 2m = ct . SoitWn,c la
représentation irréductible deT ′, donnée par le caractère

(u, ε) ∈ T ′
1 ×D ′ �→ unεm.

On noteWn,c le fibré inversible surM ′ image deWn,c par le foncteurFB ′ .

• Considérons le modèle entierG deG surZ[ 1
�F
] par

G = ResoZ GL2×Reso
Z

GmD .

On introduit pour finir unG′-torseurMG′
G′→ M ′ à l’aide deH1

dR = R1f∗�•A′/M ′ muni
de sa connexion de Gauss–Manin qui est intégrable. Plus précisément, on munitL0⊗OM ′
de la connexion plate Id⊗ d et on pose

M′
G = IsomD

o⊗OM′ (L0 ⊗OM ′ ,H1
dR).

Il définit un foncteurFG′ de la catégorie des représentations algébriques duO′[ 1
�
]-

schéma en groupesG′ vers celle des fibrés surM ′ munis d’une connexion intégrable. Il est

donné par le produit contracté :V �→ V∇ := M′
G

G′× V , (c’est-à-dire le quotient par
la relation(m̃g, v) ∼ (m̃, gv), pourm̃ ∈ M′

G, g ∈ G′ etv ∈ V ).

Définition 4.11. On noteV∇
n le fibré à connexion surM ′ image deVn par le foncteurFG′ .

Pour uneO′[ 1
�
]-représentation algébriqueV deG, on peut comparerVan, V, V etV∇

comme suit

Proposition 4.12. 1) SurM ′, on aV = V∇ et
2) SurMan, on aV ⊗OM OMan ∼= Van⊗OMan etVan⊗Zp ∼= (V)an.

Pour la démonstration de ce résultat, voir [27] Sect.5.2.2, lemme 9.

5 Compactifications arithmétiques de la variété de Hilbert

Dans cette partie nous énonçons le résultat principal de [7] en conservant les notations de
cette référence. En particulier, nous utiliserons la notion de(R, n)-composanteC (Déf.3.2
de [7]) à qui sont associés les objets suivants : des idéauxb, b′, a = bc, X = cbb′ ; une
racine de l’unitéζC d’ordre l’exposantn du groupeb′/b ; des groupes d’unitéso×C , o×

C
,

o×C,1, o×
C,1

; des sous-groupesHC = o×
C
/o×C ,HC,1 = o×

C,1
/o×C,1 du groupe(Z /nZ)×.
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De façon imprécise mais suggestive, on peut penser à une(R, n)-composante comme
à une orbite sous le groupe de Galois d’une(R, n)-pointe (loc. cit.pour plus de détails).

Définition 5.1. Un éventail�-admissible� = (�C)C est la donnée pour chaque(R, n)-
composanteC d’un éventail complet�C deX∗+, stable paro×C et contenant un nombre
fini d’éléments modulo cette action, de sorte que les données soient compatibles aux
isomorphismes de(R, n)-composantesC ∼= C′.

On se fixe un éventail lisse�-admissible� = (�C)C .

SoitRC = Z[qξ ; ξ ∈ X]. SoitSC = Spec(RC) = Gm⊗X∗ le tore surZ de groupe
des caractèresX = cbb′.

Soit SC ↪→ S�C , l’immersion torique associée. On rappelle qu’elle est obtenue en
recollant, pourσ ∈ �C , les immersions toriques affinesSC ↪→ SC,σ = Spec(RC,σ ), où
RC,σ = Z[qξ ; ξ ∈ X ∩ σ̌ ]. SoitS∧C,σ le complété deSC,σ le long deS∞C,σ := SC,σ \ SC et
S∧
�C le complété deS�C le long deS∞

�C := S�C \ SC .

PosonsSC,σ = Spec(R∧C,σ ) etS0
C,σ = SC ×

SC,σ

SC,σ = Spec(R∧C,σ⊗RC,σ R). Siσ ′ ⊂ σ ,

on a une flècheSC,σ ′ → SC,σ .
Le théorème suivant est une variante pour le groupe� des théorèmes de Rapoport

[30], et Chai [3] ; les modifications nécessaires pour son énoncé et sa démonstration sont
données dans [7].

Théorème 5.2.Soit� = {�C}C un éventail�-admissible lisse.
(i) Il existe unZ[ 1

N(n) ]-schéma propreM = M� lisse au-dessus deZ[ 1
�
], une immer-

sion ouvertej : M ↪→ M et un isomorphisme de schémas formels

ϕ :
∐

(R,n)−composantes/∼

(
S∧
�C/o

×
C

)× Spec(Z[ 1
N(n) , ζC]HC )

∼−→ M
∧
,

oùM
∧

est le complété formel deM le long du diviseur à croisements normaux à l’infini
M \M.

(ii ) Il existe un unique schéma en groupes semi-abélienf : G → M1 qui prolonge
la VAHB universellef : A → M1. Ce schéma en groupes est muni d’une action deo

au-dessus deM1 prolongeant celle surA. C’est un tore au-dessus deM1 \M1.
(iii ) On a un isomorphisme de Kodaira–Spencer logarithmique :

�
M1(dlog∞) ∼= ω

G/M1 ⊗o⊗O
M1
(ω

G/M1 ⊗o dc−1),

où ω
G/M1 = e∗�

G/M1, en notante : M1 → G la section unité def . En outreωG/M

coïncide avec le faisceau(f ∗�G/M1)
G desG-invariants def ∗�G/M1.

(iv) LeZ[ 1
N(n) ]-schéma

M1∗ = Proj
Z[ 1

N(n) ]
(
⊕k≥0�(M1, ωkt

G/M1
)
)
,

est indépendant du choix de�. Le morphisme canoniqueπ : M1 → M1∗ est surjectif
et équivariant pour l’action du groupe finio×D+/(o

×
D+ ∩ o×2

n ). Le quotient deM1∗ pour



Variétés et formes modulaires de Hilbert arithmétiques pour�1(c, n) 575

cette action est un schéma projectif, normal, de type fini, notéM∗. La restriction àM de la
surjection canoniqueπ : M → M∗ induit un isomorphisme sur un ouvert dense deM∗,
noté encoreM.

(v) Le schémaM∗\M est fini et étale surZ[ 1
N(n) ] et il est isomorphe à :∐

(R,n)−composantes/∼
Spec(Z[ 1

N(n) , ζC]HC ).

Les composantes connexes deM∗\M sont appelées les pointes deM. Cependant celles-ci
ne sont des points fermés que pour les(R, n)-composantes non-ramifiées.

(vi) La complétion formelle deM le long de l’image réciproqueπ−1(C) d’une(R, n)-
composante non-ramifiéeC, est canoniquement isomorphe à(

S∧
�C/o×n×o×D+

)× Spec(Z[ 1
N(n) ]).

Pour le (iii), on voit localement en passant aux variétés de Tate au voisinage de chaque
pointe que la flèche de Kodaira–Spencer induit un isomorphisme.

6 Compactifications toroïdales des variétés de Kuga–Sato

Dans toute cette partie, on se limite au cas du groupe de niveau�1, (D = Gm) et donc
Man= M1,an de sorte qu’il y a une VAHB analytique universelleAan→ Man.

La variété analytique de Kuga–SatoAan,s est définie comme le produit fibrés-fois de
Aan au-dessus deMan. SoitMan une compactification toroïdale deMan, comme dans la
partie précédente. On note de mêmeGs le produit fibrés fois deG par lui-même au-dessus
deMan. On veut compactifierAan,s en une variété analytiqueAan,s projective lisse au-
dessus deMan de manière à ce que le schéma semi-abélienGs opère naturellement dessus,
en prolongeant l’action par translation deAan,s sur elle-même. Le caractère naturel de ce
prolongement sera détaillé dans l’énoncé du théorème 6.4 plus bas.

Nous procéderons en effectuant des compactifications partielles de chaque pointe à
l’aide d’immersions toroïdales, puis en recollant ces dernières on obtiendra la compacti-
fication cherchée.

Si on pose(Aan
γ,H )

s = γ−1�γ ∩ BR \(WH × (F ⊗ C)s)/(b⊕ a∗)s , la description de
la VAHB au voisinage de la pointeC = γ∞, faite dans la partie 2, donne :

(Aan
γ,H )

s

��

X∗ \(WH × (F ⊗ C)s)/(b⊕ a∗)s��

��

� � �� (Gm⊗X∗ × (Gm⊗a∗)s)/bs

��
γ−1�γ ∩ BR \WH X∗ \WH = Dγ,H

� � ��
mod o×C�� Gm⊗X∗ =: SC

où on rappelle quea = bc etX = cbb′.

Le groupebs � o×C (produit semi-direct donné par(β1, . . . , βs; (u, ε))(β ′1, . . . , β ′s;
(u′, ε′)) = (β1+β ′1u−1ε−1, . . . , βs+β ′su−1ε−1; (uu′, εε′))) agit à gauche surX∗+×(a∗)s ,
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ainsi que sur(F ⊗ R)+ × (F ⊗ R)s , par :

(β1, . . . , βs; (u, ε)) · (q; l1, . . . , ls) = (u2εq, ul1 + u2εqβ1, . . . , uls + u2εqβs)

Notons que cette action est bien définie, carX∗b ⊂ a∗.
On aimerait ajouter àGm⊗X∗ × (Gm⊗a∗)s une frontière analytiqueF au dessus

de la frontière analytiqueE de SC et sur laquellebs � o×C agit discontinument et de
manière compatible avec l’action deo×C surE . Le quotient parbs � o×C de l’adhérence de
q(Dγ,H )× (Gm⊗a∗)s dansGm⊗X∗ × (Gm⊗a∗)s ∪ F serait alors la compactification
partielle de la pointeC (voir la partie 3).

Le problème se traduit en le problème combinatoire suivant :
Soit un éventail complet� deX∗

R+ = {0} ∪ R∗JF+ , stable pour l’action deo×+ et qui
contient un nombre fini d’éléments modulo cette action. Trouver un éventail complet�̃

deX∗
R+ × (a∗

R
)s stable pour l’action debs � o×+, contenant un nombre fini d’éléments

modulo cette action et tel que la projection de chaqueτ ∈ �̃ surX∗
R+ soit un desσ ∈ �.

Soit ξ∗0 un élément deX∗+ de norme minimale. Soitε1, . . . , εd−1 une base deo×2

et posons� = {∏i∈I εi | I ⊂ {1, . . . , d − 1}}. Alors l’ensemble� des intérieurs
des
⋂
u∈U R+ Convε∈�(uεξ∗0 ), avecU décrivant les sous-ensembles finis deo×2, est un

éventail complet deX∗
R+, stable pour l’action deo× et contenant un nombre fini d’éléments

modulo cette action.
Soit e(1), . . . , e(d) une base deb et posons�′ = {∑i∈I e(i) | I ⊂ {1, . . . , d}}.

Considérons l’ensemblẽ�′′ des cônes fermés suivants :

R+ Convε∈�;e1,...,es∈�′
(
(u2ε2ξ∗0 ; (β1 + e1)uε

2, . . . , (βs + es)uε2)
)
,

avecβ = (u;β1, . . . , βs) décrivant(o×/{±1})× bs .
Il ne suffit pas de prendre les intérieurs des intersections finies de tels cônes pour

obtenir l’éventail cherché̃�, car l’intersection de deux cônes dẽ�′′ n’est pas forcément
une face de chacun. Cependant, on n’en est pas loin, car une face donnée d’un cône de�̃′′
ne rencontre qu’un nombre fini parmi les autres cônes. De ce fait :

1) si on découpe un des cônes de�̃′′ (en prenant par exemple un point rationnel à
l’intérieur, bien que cela ne soit pas forcément nécessaire) de façon que les autres cônes
intersectent les nouveaux cônes ainsi obtenus en des faces de ces-derniers, et

2) si on découpe les autres cônes en conséquence, en translatant le découpage du 1)
par le groupebs � o×+,

alors on obtiendra un nouvel ensemble de cônes fermés�̃′ qui sera plus fin quẽ�′′ et
dans lequel l’intersection de deux cônes sera une face de chacun.

L’ensemble�̃ des intérieurs des intersections finies de cônes de�̃′ sera alors un
éventail complet deX∗

R+ × (a∗R)s stable pour l’action debs � o×+, contenant un nombre
fini d’éléments modulo cette action et tel que la projection de chaqueτ ∈ �̃ sur(F ⊗R)+
soit un desσ ∈ �. �

Quitte à raffiner̃�, on pourra le supposer lisse.
Par la même méthode que dans la partie 3 on obtient alors une compactification lisse

de la forme voulue deAan,s . L’énoncé précis sera donné plus tard dans cette partie, dans
le cas arithmétique (le cas analytique en découle par les arguments habituels).
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Compactifications arithmétiques des variétés de Kuga–Sato.On rappelle que dans
cette partie, on se limite au cas du schéma de modules finM = M1, de sorte qu’il existe
une VAHB universelleA → M par le Théorème 4.1. Soit� un éventail�-admissible
et M ↪→ M� = M ←↩ D la compactification toroïdale associée, avecD diviseur à
croisements normaux.

Pour chaque entiers ≥ 1 on définit la variété de Kuga–SatoAs = A×
M
. . .×

M
A (s-

fois), qui est munie d’un morphisme projectif lissefs : As → M.
Le but est de construire (en s’inspirant de [11]) des compactifications toroïdalesAs ↪→

As = As

�̃
←↩ E, avecE diviseur à croisements normaux relatif, au-dessus des compac-

tifications toroïdales deM. En d’autres termes on veut obtenir un diagramme :

As �
� ��

fs
��

As

fs��

E�
���

����
M

� � ��

����������� M�

��

D�
���

�����������

Spec(Z[ 1
N(n) ])

avecfs semi-stable et projectif.
L’importance de l’existence d’une variétéAs → M pour chaque valeur de l’entiers

apparaîtra clairement dans la section sur la théorie de Hodge. Pour démontrer le théorème
de dégénérescence de la suite spectrale BGG duale vers de Rham, on doit en effet recourir,
suivant [11], VI.5.5, au théorème de Deligne de dégénérescence de la suite spectrale de
Hodge vers de Rham pourfs : As → M.

L’éventail considéré dans la partie précédente pour la compactification analytique ne
peut pas être réutilisé ici, car la méthode de [11] utilise des éventails munis d’une fonction
de polarisation. On utilise la décomposition de Voronoi–Delaunay, qui est naturellement
munie d’une fonction de polarisation (voir aussi [24]).

Données de dégénérescence.

Définition 6.1. Soienta et b deux idéaux deo tels queab−1 = c. Des données de dégé-
nérescence, pour la variété de Kuga–Sato consistent en :

− (polarisation) des morphismeso-linéairesφi : b → a, 1≤ i ≤ s.
− (flèche tautologique) une forme bilinéaireb : b× a → Z telle que pour toutm ∈ o,

α ∈ a et β ∈ b on aitb(mβ, α) = b(β,mα) et telle pour tout 1≤ i ≤ s l’application
b(·, φi(·)) soit une forme bilinéaire définie positive surb.

SoitC une(R, n)-pointe, donnée par un réseauL deF 2, une suite exacte deo-modules
0 → a∗ → L → b → 0 et une applicationo-linéaire injectiveα : n−1d−1/d−1 ↪→
n−1L/L. On associe àC l’idéal X = ab′ ⊃ ab (voir [7] section 3). A chaque
(ξ∗, (µi)1≤i≤s) ∈ X∗+ × cs+, on peut associer des données de dégénérescenceφi = φµi
et b = bξ∗ , définies par : pour toutα ∈ a, β ∈ b et 1 ≤ i ≤ s φi(β) = µiβ et
b(β, α) = TrF/Q(ξ∗αβ).
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On poseC+ = X∗+ et C̃+ = C+ × (a∗)s . Le groupebs � o×C agit à gauche sur̃C+ (de
même que dans (1) le groupe(o⊕ c∗)� � agit surHF × (F ⊗ C)) par{

(u, ε)(q; l1, . . . , ls) = (u2εq; ul1, . . . , uls)
(β1, . . . , βs)(q; l1, . . . , ls) = (q; l1 + β1q, . . . , ls + βsq) .

Fonctions de polarisation. Le but est de construire :
• Un éventail�C deCR+ qui esto×-admissible.
• Un éventail�̃C deC̃R+ qui estbs � o×-admissible et tel que pour toutτ ∈ �̃C , il

existeσ ∈ �C tel que pr1(τ ) ⊂ σ . Si de plus cette inclusion est une égalité l’éventail sera
dit équidimensionnel.

• Une fonction de supportsur�̃C , i.e. une fonctionϕ : C̃Q+ → Q qui est continue,
convexe,entière surX∗ × (a∗)s linéaire sur chaqueτ ∈ �̃C (donc linéaire par morceaux),
bs � o×-invariante et telle que pour toutλ ≥ 0 ϕ(λ·) = λϕ(·).

Si de plusϕ est strictement convexe au-dessus de chaqueσ ∈ �C (i.e. pour tout
τ ∈ �̃C , il existeσ ∈ �C , n ∈ N et l̃∗ ∈ X × as tels que

τ = { l̃ = (q, l) ∈ C̃+ | q ∈ σ, nϕ(̃l) = 〈̃l∗, l̃〉},
alorsϕ est appelée unefonction de polarisation.

Décomposition de Voronoi–Delaunay.Fixons une(R, n)-pointeC, ainsi que desµi ∈
c+, 1≤ i ≤ s. On a ainsi des polarisationsφi = φµi , 1≤ i ≤ s.

Pour tout choix deβ = (βi)1≤i≤s ∈ bs , on définit une fonction :

χβ : C̃Q+ → Q , (q, l1, . . . , ls) �→
∑

1≤i≤s
bq(βi, φi(βi))+ 2li (φi(βi)).

L’applicationχβ est la composée de

(q, l1, . . . , ls) �→
∑

1≤i≤s
qµiβ

2
i + 2liµiβi

avec l’application trace TrF/Q : F → Q.
On pose pour̃l = (q, l = (l1, . . . , ls)) ∈ C̃Q+

ϕ(̃l) = min
β∈bs

χβ (̃l),

L’applicationϕ est 1-tordue, au sens de [11], car pour toutβ ∈ bs on a

ϕ(β · (q, l)) = min
β ′∈bs

χβ ′(q, l + qβ) = min
β ′∈bs

χβ+β ′(q, l)− χβ(q, l) = ϕ(̃l)− χβ(̃l)

Pourσ ∈ � fixé etB ⊂ bs un sous-ensemble fini on définit :

τσ,B = { l̃ = (q, l) ∈ C̃+ | q ∈ σ, ∀β ∈ B χβ(̃l) = ϕ(̃l)}.

Proposition 6.2. L’éventail �̃ = {τσ,B} est un éventail completbs � o×− admissible,
équidimensionnel dẽC+ et ϕ est une fonction de polarisation1-tordue. Il existe une
subdivision lisse dẽ�, muni d’une polarisationk-tordue, pour un certaink ≥ 1.
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On se propose de calculer l’action debs � o× sur l’éventail�̃.
Pourβ ∈ bs on aχβ(q, l) = ϕ(q, l), si et seulement si pour tout, e ∈ bs on a

χβ+e(q, l)− χβ(q, l) = TrF/Q(e(2l + q(2β + e))µ) ≥ 0. On en déduit

τσ,B = {(q, l) ∈ C̃+ | q ∈ σ, ∀β ∈ B, ∀e ∈ bs TrF/Q(e(2l + q(2β + e))µ) ≥ 0}.
Pour toutu ∈ o× on a

u · τσ,B = {(u2q, ul) ∈ C̃+ | q ∈ σ, ∀β ∈ B, ∀e ∈ bs TrF/Q(e(2l + q(2β + e))µ) ≥ 0}
= {(u2q, ul) ∈ C̃+ | u2q ∈ u2σ,

∀β,∀e TrF/Q(u
−1e(2ul + u2q(2u−1β + u−1e))µ) ≥ 0}

= τu2σ,u−1B.

Si y ∈ bs on a

y · τσ,B = {(q, l + qy) ∈ C̃+ | q ∈ σ,
∀β ∈ B, ∀e ∈ bs TrF/Q(e(2l + q(2β + e))µ) ≥ 0}

= {(q, l − 2qy) ∈ C̃+ | q ∈ σ,
∀β,∀e TrF/Q(e(2(l + qy)+ q(2(β − y)+ e))µ) ≥ 0}

= τσ,B−y.

Le diagramme suivant décrit l’action debs � o× sur l’éventail�̃.

τσ,B
·u ��

·y
��

τu2σ,u−1B

·yu−1=u·y��
τσ,B−y ·u �� τu2σ,u−1B−u−1y

Modèles relativement complets faibles.On introduit la notion demodèles relativement
complets faibles polarisésdans le cas totalement dégénéré qui nous intéresse (voir [11]
VI.1.7, ainsi que la partie 2 de [28]).

SoitR un anneau excellent, intégralement clos, noethérien, complet pour la topologie
I -adique, pour un idéal radicielI = √

I . SoitK le corps des fractions deR. Soit S =
Spec(R), η son point générique etS0 = Spec(R/I) le sous-schéma fermé défini parI .

Considérons le tore déployé̃G = (Gm ⊗ a∗)s × S = Spec(R[Xα;α ∈ as]) sur S.
Un ensemble de périodesbs ⊂ G̃(K) équivaut à la donnée d’une application bilinéaire
non-dégénéréebs × as → K×, (β, α) �→ Xα(β). Une polarisationφ sur l’ensemble des
périodesbs est la donnée d’un homomorphismeo-linéaireφ : bs → as , tel que :

(i) Xφ(β)(β ′) = Xφ(β
′)(β), pour toutβ, β ′ ∈ bs ,

(ii ) Xφ(β)(β) ∈ I , pour toutβ ∈ bs \{0}.
Définition 6.3. Unmodèle relativement complet faible polarisédeG̃, par rapport à(bs , φ),
est la donnée des éléments suivants :

(a) Un schéma intègrẽP , localement de type fini surR, dont la fibre générique est
isomorphe à̃Gη.

(b) Un faisceau inversiblẽL surP̃ .
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(c) Une action du torẽG sur (P̃ , L̃), étendant l’action par translation sur la fibre
générique et son faisceau structural. On note cette actionSg : P̃ → P̃ , S∗g : L̃ → L̃, pour

tout point fonctorielg deG̃.

(d) Une action debs sur (P̃ , L̃), notéeTβ : P̃ → P̃ etT ∗β : L̃ → L̃, étendant l’action

debs surG̃η par translation (viabs ⊂ G̃(K)).

satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Il existe un ouvert̃G-invariantU ⊂ P̃ de type fini surS et tel quẽP = ∪β∈bs Tβ(U).

(ii ) L̃ est ample sur̃P , au sens que les compléments des lieux des zéros des sections
globales�(P̃ , L̃⊗n), n ≥ 1, forment une base de la topologie de Zariski deP̃ .

(iii ) Pour toute valuationv surR(G̃) (le corps des fonctions rationnelles surG̃), qui
est positive surR, on a :

v a du centre sur̃P ⇐⇒ pour toutα ∈ as , il existeβ ∈ bs avecv(Xα(β)Xα) ≥ 0.

L’intérêt des modèles relativement complets faibles polarisés(P̃ , L̃) est qu’en suivant

les flèches du diagramme :̃P P̃
complétion��

quotient formel parbs
��

P P
algébrisation

��

l’on peut construire “le quotient”(P,L) de (P̃ , L̃) par le groupe des périodesbs . Nous
allons utiliser cette construction dans le théorème suivant.

Énoncé du théorème. Soientµi ∈ c+, 1 ≤ i ≤ s. Soit As = A ×M . . . ×M A. Soit
� = (�C)C un éventail complet et lisse deCR+ qui esto×-admissible et soit̃� = (�̃C)C
éventail complet et lisse dẽCR+ qui estbs � o×-admissible, équidimensionnel au-dessus
de� et muni d’une fonction de polarisationk-tordueϕ.

Théorème 6.4. Il existe unZ[ 1
N(n) ]-schémaAs = As

�̃
propre (et même projectif) sur

M = M� , muni d’un faisceau inversible ampleL tel que :

(i) As |M = As est la variété de Kuga–Sato universelle au-dessus deM et L|As

s’identifie avec la puissance tensoriellek-ième du faisceau inversible ample⊗ipr∗iLµi ,
où pour1≤ i ≤ s, pri : As → A désigne lai-ième projection etLµi désigne le faisceau
ample inversible canonique surA, obtenu par pull-back du faisceau de Poincaré par le
morphisme(idA, λ � (idA ⊗ µi)).

(ii )As possède une stratification naturelle paramétrée par�̃/(bs � o×).
(iii ) Le schémaAs est lisse surZ[ 1

�
] etAs \As est un diviseur à croisements normaux

relatif surM. Le morphismefs : As → M est semi-stable.

Supposons que pour toutσ ∈ �, il existeτ ∈ �̃ tel queσ × {0} = τ . Alors :

(iv) Le schéma semi-abélienGs est contenu comme ouvert dense dansAs et la res-
triction deL à Gs coïncide, comme dans le(i) avec la puissance tensoriellek-ième du
faisceau inversible ample canonique⊗ipr∗iLµi . De plusGs → M agit surAs en prolon-
geant l’action deAs sur lui-même par translation.

(v) Le faisceau�1
As/M

(dlog∞) est isomorphe àfs
∗
(ωG/M

⊕s).
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(vi) Pour tout couple d’entiersa, b ≥ 0, on a des isomorphismes canoniques

Rafs∗
( b∧

�1
As/M

(dlog∞)
) ∼= a∧

(cd−1 ⊗ ω∨
G/M

)⊕s ⊗
b∧
ωG/M

⊕s .

Dans le reste de l’article on abrégera�•
As/M

(dlog∞As/M) en�•
As/M

(dlog∞).

Remarque 6.5. La canonicité des isomorphismes de(vi) montre en particulier que les
faisceauxRafs∗

∧b
�1

As/M
(dlog∞) sont :

1) indépendants du choix de la compactification toroïdale deAs choisie,

2) munis d’une action naturelle deGs et deo,

3) localement libres surOM ⊗ o.

Démonstration du théorème. On construitP = As en suivant les étapes de [11] VI.1 :
Pour chaque(R, n)-pointe C la projection de�̃C sur �C nous donne un morphisme
d’immersions toroïdales (voir [23]) :

S̃C
� � ��

��

S̃�̃C

��
SC

� � �� S�C

où SC (resp.S̃C) désigne le tore déployé de groupe des caractèresX (resp.X × as). Le
morphismẽS�̃C → S�C est équivariant pour l’action des toresS̃C → SC et pour l’action
des groupesbs � o× → o×.

Il est crucial de noter alors que :
− la fonction de polarisationϕ : C̃+ → Z induit un faisceau inversible relativement

ampleL surS�̃C (voir [23]).
− le fait queϕ estk-tordue nous donne, pour toutβ ∈ bs et tout pointg de G̃s =

(Gm⊗a∗)s la relation

S∗gT ∗β = Xφ(β)(g)2kT ∗β S∗g ,

qui est similaire à celle imposée en plus dans la définition des modèles relativement com-
plets (voir [28]2.1(iv)).

− pour toutσ ∈ �C le pull-back de(S̃�̃C ,L) par le morphismeSC,σ → S�C

est un modèle relativement complet faible polarisé du toreG̃s × SC,σ , relativement à
(bs , (φµi )1≤i≤s).

Ainsi, par le résultat principal sur ces modèles [11] VI.1.10, on obtient un schéma
proprePσ surSC,σ [ 1

N(n) , ζC], prolongeant le pull-backAs
σ de la variété de Kuga–Sato

universelle àS0
C,σ [ 1

N(n) , ζC], et un faisceau inversible ampleLσ surPσ , prolongeant le
faisceau inversible ample canonique⊗ipr∗iLµi deAs

σ .

Par compatibilité des immersions toriques, comme dans [11] IV.3 p. 104, on obtient
un schéma propre

gC : P�C → S∧
�C [ 1

N(n) , ζC],
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appelé le “bon modèle formel compact” en la pointeC, et un faisceau inversible ample
L�C surP�C . Le couple(P�C ,L�C ) descend àS∧

�C/o
×
C × Spec(Z[ 1

N(n) , ζC]HC ).
On peut alors algébriser et recoller ces schémas, ainsi que les faisceaux inversibles

amples, pour obtenir un morphismef : P → M et un faisceau inversible ampleL surP ,
de sorte que :

1) f est projectif surM,
2) on a canoniquementP |M ∼= As ,
3) le schéma semi-abélienGs agit surP en prolongeant l’action par translation deAs

sur lui-même au-dessus deM,
4) si pour toutC, �̃C contient lesσ × {0} pour toutσ ∈ �C , le schémaGs est muni

d’une immersion ouvertej : Gs ↪→ P d’image dense dansP , et le faisceauj∗L coïncide
avec le faisceau ample canonique surGs associé à(µ1, . . . , µs), via la c-polarisation
canonique sur le schéma semi-abélienGs prolongeant celle deAs .

5) Pour tout côneτ ∈ �̃C et σ ∈ �C , avec pr1(τ ) = σ , la complétion formelle de
P → M le long de laτ -strate (au-dessus de laσ -strate deM) s’identifie, localement pour
la topologie étale, au morphisme d’immersion toriques

S̃C,τ → SC,σ .

Remarque 6.6. 1) Le qualificatif “faible” fait référence au fait que la construction deP à
partir deG̃, bien que du type de celle de Mumford (complétion, quotient par les périodes,
puis algébrisation), ne suppose pas que le schémaP̃ associé au tore déployé̃G contienne
ce tore, (on a encore cependantG̃η = P̃η).

2) j : Gs ↪→ P n’est pas une immersion toroïdale au-dessus deM.

On poseAs = P . Il reste à vérifier les énoncés(v) et (vi) du théorème. A partir de
j : Gs ↪→ As , on obtient j∗ : �1

As/M
(dlog∞)→ �1

Gs/M
qui induit un isomorphisme

surfs
∗
e∗�1

Gs/M
= fs

∗
(ωG/M

⊕s), d’où le(v).

Le (vi) se déduit à partir du(v) et du cup-produit

a∧
R1fs∗
(
OAs

)→ Rafs∗(OAs ) (7)

Pour montrer que cette flèche est un isomorphisme on se ramène d’abord par complétion
aux bons modèles formels compacts (voir VI.1.11 de [11]), qui permettent de remplacer
le morphismefs : As → M par les morphismes d’immersions toriques

g : S̃C,τ → SC,σ .

On exploite alors l’action dẽG surRag∗(OS̃C,τ
) qui permet de calculer la cohomologie

des immersions toriques comme au bas de la page 208 de [11]. �

Les points(v) et (vi) du théorème précédent sont en partie conséquence du fait plus
général suivant que le complexeRf ∗�•A/M(dlog∞) ne dépend pas du choix de la com-

pactification toroïdaleA (voir le lemme VI.3.4 de [11] qui se transpose sans changement

à notre cas). On en déduit en particulier que le fibréH
1
dR ne dépend pas du choix de la

compactification toroïdaleA au-dessus deM et qu’il est muni d’une action deo. En fait,
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si on posejM : M ↪→ M, alorsH
1
dR s’identifie au sous-faisceau dejM∗H1

dR(A/M) des
sectionsG-invariantes deH1

dR(G/M).
La suite spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique fournit une suite exacte courte

0→ f ∗�A/M(dlog∞)→ H
1
dR → R1f ∗OA → 0

qui est, elle-aussi, indépendante deA. La filtration de Hodge surH
1
dR est donc indépen-

dante deA. On a la première partie de la

Proposition 6.7. Étant donné un�-éventail complet� deC+, le fibréH
1
dR ne dépend

pas du choix de la compactification toroïdaleA au-dessus deM ; il en est de même pour
sa filtration de Hodge et pour sa connexion logarithmique prolongeant la connexion de
Gauss–Manin. Il est muni d’une action naturelle deG et deo. La connexion de Gauss–
Manin logarithmique est compatible avec la flèche de Kodaira–Spencer

ωG/M → (ω∨
G/M

⊗o cd−1)⊗�M(dlog∞).
Démonstration.On démontre que la connexion de Gauss–Manin possède un prolongement
indépendant deA et que ce prolongement est unique. Pour une compactification donnéeA,
on peut définir la connexion de Gauss–Manin logarithmique (voir la section 2 de [22] dans
le cas non-logarithmique) comme suit. Posons Fili �•

A
(dlog∞) = im(f

∗
�i
M
(dlog∞)⊗

�•−i
A
(dlog∞)→ �•

A
(dlog∞)) et considérons la suite exacte de complexes

0→ Fil1 /Fil2 → Fil0 /Fil2 → Fil0 /Fil1 → 0 (8)

La connexion de Gauss–Manin s’identifie alors au morphisme connectant

R1f ∗ gr0 → R2f ∗ gr1 .

Si l’on pose FiliG = Fili �•G(dlog∞) = im(f
∗
�i
M
(dlog∞) ⊗ �•−iG (dlog∞) →

�•G(dlog∞)), où le dlog∞ n’est relatif qu’aux pôles le long du diviseur verticalf
∗∞

deG, on peut identifier (8) à la sous-suite (exacte) desG-invariants de

0→ Fil1G /Fil2G → Fil0G /Fil2G → Fil0G /Fil1G → 0,

qui ne dépend pas deA. Encore une fois, ceci résulte de ce que la connexion de Gauss–
Manin surA est A-invariante ; elle se prolonge donc localement de façon unique via

l’identificationH
1
dR = H1

dR(G/M)
G. �

7 Applications de la compactification toroïdale arithmétique

Irréductibilité du schéma M ⊗ Fp (p � �). Le schémaM est géométriquement irré-
ductible surZ[ 1

�
]. Il en est de même pour leT1-torseurM surM.

La démonstration est la même que dans [11] IV.5.10 : la fibre générique deM est
géométriquement connexe par la description transcendante deMan et le principe GAGA ;
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il en est de même pour la fibre générique d’une compactification toroïdaleM. Soit a :
M → S = Spec(Z[ 1

�
]) le morphisme structural. Ce morphisme est lisse donc plat. Il est

propre donca∗OM est unZ[ 1
�
]-module de type fini. Par platitude, ce module est libre de

rangr. En passant à la fibre générique, on voit quer = 1 parce que cette fibre est connexe
(et propre). Le Théorème de Connexité de Zariski montre que la conditiona∗OM = Z[ 1

�
]

entraîne la connexité des fibresM ⊗ Fp (p � �). La lissité deM ⊗ Fp entraîne alors
l’irréductibilité géométrique deM ⊗ Fp.

Prolongement des fibrés automorphes.On peut reprendre la construction de fibrés auto-
morphes de la partie 4 à l’aide de torseurs surM. Dans ce paragraphe on se place au-dessus
deZ[ 1

�
].

On commence par le cas deM1. Fixons un éventail�-admissible lisse(�C)C et une
compactification toroïdaleM1 = M1

� . Soitf : G → M1 le schéma semi-abélien construit

surM1. Rappelons que l’on poseω
G/M1 = e∗�

G/M1, oùe : M1 → G désigne la section
unité. On aω

G/M1
∼= O

M1 ⊗ o localement pour la topologie de Zariski (voir [7]).

Alors M1 := Isom
M1

(
O
M1 ⊗ o, ω

G/M1

)
est unT1-torseur de Zariski surM1.

Un point deM1 est un couple(x, ω) constitué d’un pointx ∈ M1, et d’une(o⊗O
M1)-

baseω deω
G/M1.

Comme dans la partie 4, leo-fibré inversibleω
G/M1 descend en uno-fibré inversible

surM, noté encoreω. Alors leT1-torseur de Zariski

M = IsomM
(
OM ⊗ o, ω

)
prolonge leT1-torseurM surM, défini dans la partie 4.

SoitO′ l’anneau des entiers deF gal(
√
ε, ε ∈ o×D+).

Pour toutZ[ 1
�
]-schémaY , on poseY ′ = Y × Spec(O′[ 1

�
]).

On a un foncteurF T1 des représentations algébriques duO′[ 1
�
]-schéma en groupes

T ′
1 , vers les fibrés décomposables en fibrés inversibles surM

′
, qui àW associe le produit

contractéM
′ T ′

1× W =: W
Si Wst est la représentation standard deT ′

1 (i.e. o ⊗ O′[ 1
�
] avec action deo×), on

a Wst = ω∨. Pour tout caractèreκ, vu commeO′-représentation deT ′
1 , on obtient le

prolongement canonique deωκ = W1,−κ àM, commeM
′ T ′

1× O′[ 1
�
](−κ).

Pour alléger les notations, on note encoreωκ le prolongement canonique deωκ àM.

Principe de Koecher. Dans toute cette partie on supposeF �= Q. Pour tout poidsκ ∈
Z[JF ] et pour touteZ[ 1

�
]-algèbreR contenant les valeurs deκ, on a :

Théorème 7.1(Principe de Koecher [30] 4.9).

�
(
M × Spec(R), ωκ

) = �
(
M × Spec(R), ωκ

)
Démonstration.Il suffit de vérifier l’holomorphie d’une section globale deωκ le long
du diviseur à l’infini deM. Il suffit donc de montrer que pour toute(R, n)-pointe C,
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les sections globales méromorphes du pull-back deωκ surS∧
�C × Spec(R) qui sonto×C -

invariantes sont holomorphes. Le pull-backωC deω surS∧
�C×Spec(R) est canoniquement

isomorphe àa ⊗ OS∧
�C
⊗ R. On peut donc identifier une section méromorphe deωC à

une sériefC = ∑ξ∈X aξqξ , telle que pour tout(u, ε) ∈ o×C d’après (5) on aau2εξ =
uκe2iπ TrF/Q(ξuξ∗u,ε )aξ . Supposons quefC ne soit pas holomorphe. Il existe doncξ0 non
totalement positif tel queaξ0 �= 0. C’est donc qu’il existeξ∗0 ∈ X∗R+ avec TrF/Q(ξ0ξ

∗
0 )

strictement négatif. CommeF �= Q, on peut choisir des unités(u, ε) ∈ o×C de manière à
rendre la quantité TrF/Q(u

2εξ0ξ
∗
0 ) arbitrairement proche de−∞. Soitσ un cône polyédral

de�C contenantξ∗0 . Par définition deS∧σ , on voit quefC n’est pas méromorphe surS∧σ ,
ce qui est absurde. �
q-développement. Pour alléger les notations on se cantonne au cas des pointes non-
ramifiées. Voir la partie 8 de [7] pour le cas général. Soitκ ∈ Z[JF ] et soitR uneO′[ 1

�
]-

algèbre, oùO′ désigne l’anneau des entiers d’une clôture galoisienne deF . Soit C une
(R, n)-pointe uniformisée non ramifiée ; posons

R
(κ)
C (R) :=

{ ∑
ξ∈X+∪{0}

aξq
ξ
∣∣ aξ ∈ R, au2εξ = εκ/2uκaξ , ∀(u, ε) ∈ o×C

}
Comme le pull-backωC deω sur S∧

�C × Spec(R) est canoniquement isomorphe à
a⊗OS∧

�C
⊗ R, on a

ωκC =
(
a⊗OS∧

�C
⊗ R)−κ

Or
(
a⊗OS∧

�C
⊗ R)−κ = (a⊗O′)−κ ⊗O′

(
o⊗OS∧

�C
⊗ R)−κ .

Notons queR(κ)C (R) = (o ⊗ OS∧
�C
⊗ R
)−κ est unOS∧

�C
⊗ R-module inversible et

a(κ) := (a⊗O′)−κ est unO′-module inversible.
On peut donc associer à toute forme modulaire de Hilbertf de poidsκ, niveau�

définie surR, un élémentfC ∈ a(κ) ⊗O′ R(κ)C (R).

Définition 7.2. La sériefC est appelée leq-développement de la formef en la pointeC.
On note evC,κ l’applicationf �→ fC .

Le principe duq-développement en une pointeC non-ramifiée s’énonce alors :

Proposition 7.3. Pour touteO′[ 1
�
]-algèbreR,

1) l’application

evC,κ : Gκ(c, n;R)→ a(κ) ⊗O′ R(κ)C (R)

est injective,
2) pour toute inclusionR⊂R′ d’algèbres, sif ∈Gκ(c, n;R′) etfC ∈a(κ)⊗O′R(κ)C (R),

alorsf ∈ Gκ(c, n;R).
L’énoncé 2) dans le cas de l’anneau nulR = 0 redonne 1).
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Démonstration.Les deux énoncés résultent du suivant : soitR un groupe abélien ; l’ap-
plicationf �→ fC :

H0(M,ωκ ⊗ R)→ a(κ) ⊗ R[[qξ ; ξ ∈ X+ ∪ {0}]]
est injective (on utilise le principe de Koecher pour passer àM).

Par commutation des deux membres aux limites inductives, on se ramène aisément au
casR = Z ouR = Z /r Z. Par l’irréductibilité géométrique deM surZ[ 1

�
], une section

globales deωκ surM ⊗Z /r Z est nulle, si et seulement si son pull-back à la complétion
deM ⊗ Z /r Z le long d’un diviseur est nul. SoitC une pointe ;S∧

�C/o
×
C s’identifie à la

complétion deM� le long deπ−1(C). Il suffit donc que le pull-back des àS∧
�C/o

×
C soit

nul. C’est-à-dire que evC,κ (s) soit nul. �

Remarque 7.4. 1) L’application evC somme des evC,κ

G(c, n;R) =
⊕

κ∈Z[JF ]
Gκ(c, n;R)→ R ⊗ Z[[qξ ; ξ ∈ X+ ∪ {0}]]

n’est pas injective en général comme le montre l’exemple deF = Q, R = Fp, � =
SL2(Z) : le noyau de evC ⊗ idFp⊕

κ∈Z

Gκ(c, n;Fp)→ Fp[[q]]

est l’idéal engendré parEp−1 − 1.
2) PourF totalement réel quelconque, le noyau de la flèche evC ⊗Fp à été calculée

par Goren (voir [13] Chap.5, Corollaire 4.5).
3) En fait, siR est uneZ-algèbre sans torsion, evC est injective grâce au théorème de

Dedekind d’indépendance linéaire des caractères distincts.

Prolongement de fibrés filtrés et à connexions.Fixons un éventail admissible princi-
palement polarisé(�̃, φ̃) pourA au-dessus de l’éventail admissible� = (�C) fixé pour
M1 ; on a ainsi un morphisme de compactifications toroïdalesf : A → M1 prolongeant
f : A → M1.

Dans ce qui suit, on posera pour abréger�•
A/M1

(dlog∞) = �•
A/M1

(dlog∞
A/M1)

et H
1
dR = R1f ∗�•A/M1

(dlog∞). Ce dernier faisceau est localement libre de rang 2 sur

o⊗ O
M1. En outre, il est muni d’une filtration à deux crans donnée par la suite spectrale

de Hodge vers de Rham :

0→ f ∗�A/M1(dlog∞)→ H
1
dR → R1f ∗OA → 0

Par le théorème 6.4(vi), on a des isomorphismes canoniques de faisceaux

f ∗�A/M1(dlog∞) ∼= ω
G/M1 etR1f ∗OA

∼= ω∨
G/M1

⊗ cd−1.

La filtration de H
1
dR se réécrit donc Fil0 H

1
dR = H

1
dR, Fil1 H

1
dR = ω

G/M1 et

gr0 H
1
dR = ω∨

G/M1
⊗ cd−1.
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Comme dans la partie 4 le fibréH
1
dR descend en un fibré surM jouissant aux mêmes

propriétés.

On définit unD-torseurMD = IsomD
o⊗OM

(o ⊗ OM,∧2
o⊗OM

H
1
dR) au-dessus deM,

dont lesS-points sont ceux de Isomo⊗OM
(o⊗OM,∧2

o⊗OM
H

1
dR) induisant viaλun élément

deD(OS) dans(o⊗OS)
×.

On définit unB-torseurMB
B→ M comme le produit fibré deMD et de

Isomfil
o⊗OM

((o⊗OM)
2,H

1
dR) au-dessus de Isomo⊗OM

(o⊗OM,∧2
o⊗OM

H
1
dR).

Il définit un foncteurF B ′ de la catégorie des représentations algébriques duO′[ 1
�
]-

schéma en groupesB ′ vers celle des fibrés surM
′
qui sont des extensions successives de

fibrés inversibles. Le foncteur est donné parV �→ V := MB ′
B ′
× V .

Si Vst =
(
o[ 1
�
])2 est la représentation standard deB, on aVst = H

1
dR.

Définition 7.5. Pour tout poids algébriqueκ et n,m ∈ Z[JF ] comme dans la définition
2.12, on noteVn etWn,c les prolongements àM

′
construits à l’aide deF B ′ des fibrésVn

etWn,c des définitions 4.9 et 4.10.

Remarque 7.6. 1) Pour touteO′[ 1
�
]-représentation algébriqueV deB ′, le fibréV est le

prolongement de Mumford deV, c’est-à-dire que son pull-back à toute carte locale donnée

par une immersion toriqueSC
j
↪→ SC,σC

α
est engendré par les sectionsSC-invariantes de

j∗V. En effet, c’est vrai pourH
1
dR par la proposition 6.7 et donc pour tout les fibrés

obtenus par pléthysme à partir deH
1
dR. Ceci implique par exemple, que pour tout un poids

algébriqueκ etm, n ∈ Z[JF ], comme dans la définitions 2.12, le foncteurF B ′ fournit sur
C ( surQ ou surQp) le prolongement de Mumford de SymnH1

dR⊗ (∧2H1
dR)

⊗m et deωκ .
2) Rappelons que sur une clôture galoisienneF gal deF , on a en posant

H1
dR,τ,F gal = H1

dR⊗F,τ F gal, ωτ = ω ⊗F,τ F gal,

SymnH1
dR,F gal =

⊗
τ

Symnτ H1
dR,τ,F gal, etωκ =

⊗
τ

Symkτ
F gal ω

τ .

3) Soitp premier ne divisant pas�. Le foncteurF B ne donne le prolongement de
Mumford des faisceauxRsf∗�•A/M surM ⊗ Zp que lorsques < p. En effet, pour tout

s < p, Illusie [?] a montré queRsf�•
A/M

(dlog∞) est libre sur(o⊗ OM). Il en résulte

que le foncteurF B ′ fournit le prolongement de Mumford deM ⊗ Zp àM ⊗ Zp des
faisceaux SymnH1

dR⊗ (∧2H1
dR)

⊗m lorsquep − 1>
∑
τ (nτ + 1).

On définit de plus unG-torseur de Zariski :

M∇ = Isomo⊗OM
(L0 ⊗OM,H

1
dR)

On définit ainsi un foncteur de la catégorie des représentations algébriques deG sur
O′[ 1

�
] vers celle des fibrés surM

′
munis d’une connexion intégrable à singularités loga-
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rithmique et dont la réduction modulop est quasi-nilpotente en chaquep � � (voir [27]
Sect.5.2). On observera d’ailleurs que l’utilisation du torseurM∇ défini ici aurait simplifié
substantiellement la présentation de la partie 5.2 citée en rendant la partie 5.2.3 inutile.

Définition 7.7. Pour tout poids algébriqueκ et n,m ∈ Z[JF ] comme dans la définition
2.12, on noteV∇

n le prolongement àM
′
du fibréV∇

n construit dans la définition 4.11.

Décomposition de Hodge–Tate de H•(M ⊗ Qp, V). Dans cette section, nous ne consi-
dérons que la filtration de Hodge dite aussiF -filtration (et son gradué associé). C’est-à-dire
que la filtration par le poids dont les gradués sont purs est ici ignorée : les gradués que
nous faisons apparaître sont encore munis d’une filtration par le poids.

Sur C. Nous remercions H. Hida pour avoir attiré notre attention sur le point de vue
transcendant suivant. SoitV uneQ-représentation deG, de système local surMan associé
V. On a GL2(F ⊗ R)/(F ⊗ R)×O2(F ⊗ R) = SL2(F ⊗ R)/SO2(F ⊗ R). Par cette

identification on voit que

(
1 0
0 −1

)
· z = −z ;

Le groupe de Weyl deG, W = O2(F ⊗ R)/SO2(F ⊗ R) ∼= {±1}JF agit donc sur
(Man,V) : si εJ = (−1J ,1J ) ∈ W et z = (zJ , zJ ) ∈ HF , εJ · (z, v) = ((−zJ , zJ ), v).

Sur H•(Man,VC) = H•(Man,V)⊗ C, on a donc l’action deW d’une part et celle de
la conjugaison complexec sur les coefficients de l’autre. Soitετ = (−1τ ,1τ ) ∈ W . On
décompose en espaces propres pour l’action desετ ⊗ c :

H•(Man,VC) =
⊕
J⊂JF

HJ,J (Man,VC)

où, en notantχJ la fonction caractéristique d’une partieJ deJF , on a

HJ,J (Man,VC) = {x; (ετ ⊗ c)(x) = (−1)χJ (τ)x}
Cette décomposition est plus fine que la décomposition donnée par la filtration bête :

pour tout entiera tel que 0≤ a ≤ d, on a

grabêteHd(Man,VC) =
⊕

J⊂JF ,card(J )=a
HJ,J (Man,VC)

Si F = Q , JQ = {idQ} et V = Q, la décomposition de Hodge de H1(Man,C)
en HJQ,∅(Man,C) = H1,0 ∼= H0(Man∗, �Man(dlog∞)) et H∅,JQ(Man∗,C) = H0,1 ∼=
H1(Man,Oan

M), oùMan∗ désigne la compactification toroïdale, qui coïncide ici avec la
compactification de Satake.

On voit à l’isomorphisme d’Eichler–Shimura, on voit que la partie Eisenstein du H1

est concentrée dans le H1,0.

Cette décomposition de nature transcendante a un parallèle algébrique semblable au
Th.5.5 Chap.VI de [11]. La simplicité de l’écriture ci-dessus vient de ce que le groupe
dérivé deG(R) est un produit de copies de SL2.
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Sur Qp. Soit p un nombre premier etVn la Qp-représentation algébrique deG définie

dans (6). On peut lui associer un faisceau lisseVn surM1⊗Q et des fibrésVn (resp.V
∇
n )

surM1⊗Qp qui sont filtrés (resp. à connexion à singularités logarithmiques intégrable et
quasi-nilpotente).

La démonstration de la dégénérescence des suites spectrales des Th.5.5 et 6.2 du Cha-
pitre VI de [11] dont les termes E1 sont donnés en termes du complexe de Bernstein–
Gelfand–Gelfand (dualisé et faisceautisé) s’adapte au cas de la variété de Hilbert. Il est
important de noter que c’est la démonstration de ce théorème qui requiert l’utilisation des
compactifications toroïdales de toutes les puissances de la variété de Kuga–Sato et pas
seulement de la puissance première. En effet, par un théorème de Deligne [5] Sect. 3.2, la
suite spectrale de Hodge vers de Rham

Ei,j1 = Hj (As , �i
As (dlog∞))⇒ Hi+j (�•

As (dlog∞))
dégénère en E1. On en déduit comme dans [11] p. 234 la dégénérescence en E1 de la suite
spectrale

Ei,j1 = Hi+j (M1,griF (R
sfs∗�•

As/M1
(dlog∞)⊗�•

M1
(dlog∞)))⇒

⇒ Hi+j (Rsfs∗�•
As/M1

(dlog∞)⊗�•
M1
(dlog∞)),

où laF -filtration est obtenue en faisant le produit tensoriel des deux filtrations de Hodge. En
prenants = n0d, le fibréVn est par pléthysme (voir [27]Appendice II) un facteur direct de
(R1f∗�•

A/M1
(dlog∞))⊗s qui, par la formule de Künneth, est lui-même un facteur direct

deRsfs∗�•
As/M1

(dlog∞). On en déduit la dégénérescence en E1 de la suite spectrale de

Hodge vers de Rham

Ei,j1 = Hi+j (M1,griF (Vn ⊗�•
M1
(dlog∞)))⇒ Hi+j (M1,Vn ⊗�•

M1
(dlog∞)).

Par le Théorème de comparaison de Faltings [10], la Gal(Qp/Qp)-représentation

H•(M1⊗Qp,Vn) est de de Rham et pour toute compactification toroïdalef : A → M1

def : A → M1, on a un isomorphisme canonique

H•(M1 ⊗Qp,Vn)⊗ BdR ∼= H•(M1,Vn ⊗�•
M1
(dlog∞))⊗ BdR.

Les poids de Hodge–Tate de H•(M1 ⊗ Qp,Vn) sont donc donnés par les sauts de

la filtration de Hodge sur H•(M1,Vn ⊗ �•
M1
(dlog∞)) venant de la suite spectrale ci-

dessus. Nous allons calculer ces derniers comme dans [11] Th.5.5 ou [27] à l’aide d’un
sous-complexe facteur direct deVn ⊗ �•

M1
(dlog∞), appelé le complexe BGG. Avant

d’énoncer le théorème nous allons introduire quelques notations.

On identifie l’ensemble des parties deJF avec le groupe de WeylW deG, en asso-
ciant àJ ⊂ JF l’élémentεJ = (−1J ,1J ) ∈ W . Pour toutJ ⊂ JF on posep(J ) =∑
τ∈J (k0−mτ−1)τ +∑τ∈JF \ J mτ τ ; de même, poura =∑τ∈JF aτ τ ∈ Z[JF ], on pose
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|a| =∑τ∈JF aτ ∈ Z. Le complexe BGG est défini comme :

K
i

n =
⊕

J⊂JF ,|J |=i
W εJ (n+t)−t,n0.

SoitH =
(( 0 0

0 −1

)
τ

)
τ∈JF

∈ (gl2)
JF . On a−(εJ (n + t) − t, n0)(H) = |p(J )| ;

en effet le caractère deT correspondant à(n; n0) est donné par la formule
(
a 0
0 d

)
�→

a(n0t+n)/2d(n0t−n)/2. Ainsi pour toutτ ∈ JF on a

−(ετ (nτ + 1)− 1; n0)(H) =
{
n0−nτ

2 = mτ , si ετ = 1(⇐⇒ τ ∈ J ),
n0+nτ+2

2 = k0 −mτ − 1, siετ = −1(⇐⇒ τ ∈ J ).
La F -filtration surK

•
n est donnée par Fili K

•
n =
⊕

J⊂JF ,|p(J )|≥i W εJ (n+t)−t,n0.

Théorème 7.8. (i) On a un quasi-isomorphisme de complexes filtrés

K
•
n ↪→ Vn ⊗�•

M1
(dlog∞).

(ii) La suite spectrale donnée par laF -filtration

Ei,j1 =
⊕

J⊂JF ,|p(J )|=i
Hi+j−|J |(M1,W εJ (n+t)−t,n0)⇒ Hi+j (M1,Vn ⊗�•

M1
(dlog∞))

dégénère enE1.

(iii) Pour tout entierj , 0 ≤ j ≤ d, les poids de Hodge–Tate de la représentation
p-adiqueHj (M1 ⊗Qp,Vn) appartiennent à l’ensemble{|p(J )|, |J | ≤ j}.

Ce théorème admet un corollaire, donnant des propriétésp-adiques des représentations
galoisiennes associées aux formes modulaires de Hilbert. PrenonsG = ResF

Q
GL2 de sorte

qu’on connaisse l’existence de ces représentations galoisiennes. Soitf ∈ Gκ(c, n) une
forme de Hilbert cuspidale pour ResF

Q
GL2 propre pour tous les opérateurs de Hecke, pri-

mitive de poids algébriqueκ (voir 2.12). Soitρf la représentation de Gal(Q/F ) dans
GL2(Qp), associée àf et à un plongement deQ dansQp. Soit Wf la f -partie de
Hd! (MQ,Vn(Qp)). Soit F̃ la clôture galoisienne deF dansQ. Pour toutτ ∈ JF on
notefτ le conjugué interne def parτ . D’après un résultat de Brylinski et Labesse [2] les
semi-simplifications des restrictions à Gal(Q/F̃ ) des représentationsWf et

⊗
τ∈JF ρfτ

sont isomorphes.
En prenant les invariants de laF -filtration deVn ⊗ �•

M1
(dlog∞) par le groupe de

Galois du revêtement étaleM1 → M, on obtient une filtration sur le complexeVn ⊗
�•
M
(dlog∞) surM, appelée encoreF -filtration. De même, on définit le complexe BGG

surM en prenant les invariants du complexe BGG surM1. La suite spectrale associée est
donnée par invariants de la suite spectrale du Théorème 7.8 (ii). D’où la première assertion
du
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Corollaire 7.9. (i) La suite spectrale donnée par laF -filtration

Ei,j1 =
⊕

J⊂JF ,|p(J )|=i
Hi+j−|J |(M,W εJ (n+t)−t,n0)⇒ Hi+j (M,Vn ⊗�•M(dlog∞))

dégénère enE1.

(ii) Les poids de Hodge–Tate deWf sont les entiers|p(J )|, J ⊂ JF , comptés avec
multiplicité.

Démonstration.(ii) On aW εJ (n+t)−t,n0 = ω−εJ (n+t)+t ⊗ Detp(J ).
Il résulte du théorème 7.8 (comme dans [11] Th.5.5 et [27] Sect.2.3) que les sauts de

la filtration de Hodge figurent parmi les|p(J )|, J ⊂ JF . De plus,

gr|p(J )| Hd(M,Vn ⊗�•M(dlog∞)) = Hd−|J |(M,ω−εJ (n+t)+t ⊗ Detp(J )).

D’après [8] Cor.2.7 la suite spectrale est Hecke équivariante. Il suffit donc de voir que
pour toutJ ⊂ JF , le Qp-espace vectoriel(

Hd−|J |(M,ω−εJ (n+t)+t ⊗ Detp(J ))⊗Qp

)[f ]
est de dimension 1.

Grâce à l’existence d’une structureQ-rationnelle du complexe BGG sous-jacent aux
complexes BGG surQp et surC, en prenant un plongement deQp dansC, on a un
isomorphisme Hecke-équivariant

Hd−|J |(M,ω−εJ (n+t)+t ⊗ Detp(J ))⊗Qp
C = HJ,J (Man,Vn,C).

Or, par l’isomorphisme d’Eichler–Shimura–Harder laf -partie HJ,J (Man,Vn,C)[f ]
est de dimension 1 surC, pour toutJ ⊂ JF (voir [18]). �

Remarque 7.10.1) Le motifWf est pur de poids(k0− 1)d. L’ensemble de ses poids de
Hodge–Tate est stable par la symétrieh �→ (k0 − 1)d − h, correspondant au passage au
complémentaire|p(J )| �→ |p(J )|. Cette symétrie est induite par la dualité de Poincaré
Wf ×Wf → Q(−(k0 − 1)d).

2) SiF est un corps quadratique etf une forme de Hilbert cuspidale propre de poids
κ surF . En notantτ le plongement non-trivial deF , on voit que les sauts de la filtration
de Hodge deWf sontmτ , k0 −mτ − 1, k0 +mτ − 1,2k0 −mτ − 2.

Sur Zp. On a également une version cristalline. Soitp un nombre premier ne divisant pas
� et soitV un Zp-module libre de type fini muni d’une action algébrique deG de plus
haut poidsn ∈ N[JF ]. On suppose quep− 1>

∑
τ (nτ + 1). Comme dans le paragraphe

précédent, on peut associer àV
1) un faisceau lisseV surM1 ⊗Qp, et

2) un fibréV surM1 ⊗ Zp, filtré et à connexion logarithmique intégrable quasi-
nilpotente.

Étant donnée des compactifications toroïdalesf : A → M1, on a un un théorème de
comparaison de Faltings [10] reliant H•(M1 ⊗Qp,V) et H•log−cris(M

1,V).
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Prenons pourV la représentation géométriquement irréductible de plus haut poids
n ≥ 0. Un analogue surFp de la suite spectrale du théorème 7.8 donne le théorème (voir
[27] et [8] Sect.5)

Théorème 7.11.Supposons quep ne divise pas� et quep−1>
∑
τ (nτ +1). Alors pour

toutj compris entre0etd, les poids de Hodge–Tate du module cristallinHj (M⊗Qp,Vn)
sont les|p(J )|, oùJ parcourt l’ensemble des parties deJF telles que|J | ≤ j .

8 Autres formes de Hilbert arithmétiques

Dans toute cette partie on suppose queD = Gm, c’est-à-direG = G∗, de sorte que tous
les sous-groupes de congruence considérés sont contenus dans SL2(F ), et en particulier
� = �1,Man= M1,an etM = M1.

Formes de Hilbert–Jacobi. Le but de ce paragraphe est de poser les définitions et les
propriétés de base des formes modulaires de Hilbert–Jacobi arithmétiques. Le cas des
formes de Siegel-Jacobi a déjà été traité par J. Kramer [25]. Nous donnons d’abord la
définition des formes modulaires de Hilbert–Jacobi surC, inspirée de [9].

Dans le paragraphe sur la VAHB analytique universelle nous avons déjà considéré le
groupe produit semi-direct�J = (o⊕ c∗)�� (pourγ · (m, n) = (m, n)γ−1). Ce groupe
agit à gauche surHF × (F ⊗ C) par :{

γ (z, v) = (γ (z), j (γ, z)−1v)

(m, n)(z, v) = (z, v +m⊗ z+ n⊗ 1)
.

Soientκ ∈ Z[JF ] = X(T ) etµ ∈ c = X(Gm⊗c∗) et soiteµ = µ � q : F ⊗C → C×
la composée de l’applicationq : F ⊗ C → Gm⊗c∗, définie dans (2), et du caractèreµ.

Pour chaque élémentγ =
(
a b

c d

)
∈ � et (m, n) ∈ o⊕ c∗ on définit une transformation

linéaire de l’espace des fonctions holomorphes

f : HF × (F ⊗ C)→ C , (z, v) �→ f (z, v),

en posant : {
(f |κ,µγ )(z, v) = j (γ, z)−κeµ(− cv2

j (γ,z)
)f (γ (z, v))

(f |κ,µ(m, n))(z, v) = eµ(m2z+ 2mv)f ((m, n)(z, v))
(9)

Les relations suivantes :

(i) (f |γ )|γ ′ = f |(γ γ ′), pour toutγ, γ ′ ∈ �,

(ii) (f |(m, n))|(m′, n′) = f |(m+m′, n+ n′), pour toutm,m′ ∈ oetn, n′ ∈ c∗,
(iii) (f |(m, n))|γ = (f |γ )|((m, n)γ ), pour toutγ ∈ �,m ∈ o etn ∈ c∗,

sont faciles à démontrer (le calcul révèle que (ii) et (iii) sont équivalentes respectivement
à eµ(2mn) = 1 eteµ(cdn2 + abm2 + 2bcmn) = 1).



Variétés et formes modulaires de Hilbert arithmétiques pour�1(c, n) 593

Une façon équivalente de formuler (i), (ii) et (iii) à la fois, est de dire que(9) définit une
action du groupe produit semi-direct�J sur les fonctions holomorphes surHF × (F ⊗C).

Définition 8.1. Une forme modulaire de Hilbert–Jacobi de poidsκ ∈ Z[JF ], indiceµ ∈ c
et niveau� est une fonction holomorphef : HF × (F ⊗ C)→ C vérifiant :

(i) f |κ,µγ = f , pour toutγ ∈ �,

(ii) f |κ,µ(m, n) = f , pour tout(m, n) ∈ o⊕ c∗ ;

(iii) f est “holomorphe à l’infini” : pour chaque pointeC = γ∞ ∈ P1(F ), avec
γ ∈ GQ, la fonctionfC := f |κ,µγ admet un développement en série de Fourier

fC(z, v) =
∑

ξ∈X,α∈a

aξ,αe
2iπ TrF/Q(ξz+αv),

similaire à celui du (3). La condition d’holomorphie en la pointeC se lit alors :

aξ,α �= 0⇒ 4ξµ− α2 ∈ (Xc)+ ∪ {0}. (10)

Principe du q-développement.Si pour toutξ ∈ X, α ∈ a on aaξ,α = 0, alorsf = 0.

Pour toutu ∈ o×C , il existeξ∗u ∈ (ab)∗, défini àX∗ près, tel que

(
u ξ∗u
0 u−1

)
∈ γ−1�γ ∩

BR. L’invariance defC par le groupeγ−1�γ ∩BR nous donne pour toutξ ∈ X la relation :

au2ξ,uα = uκe2iπ TrF/Q(uξξ∗u )aξ,α. (11)

En utilisant le diagramme commutatif suivant :

0 �� c∗
φ �� C⊗c∗ e2iπ ·⊗id��

id⊗Tr(µ·)
��

C× ⊗c∗ ��

µ
��

0,

C
e2iπ ·

�� C×

on obtient pour toutβ ∈ b la relation :

aµβ2+αβ+ξ,α+2µβ = aξ,α. (12)

Principe de Koecher.SiF �= Q, alors la condition (10) est toujours satisfaite. Siκ n’est pas
parallèle, alorsa0,0 = 0 (pas de séries d’Eisenstein parmi les formes de Hilbert–Jacobi).
Enfin, il n’existe de formes de Hilbert–Jacobi non-nulles que siµ ∈ c+.

On montre d’abord, par l’absurde, que siaξ,α est non nul, alorsξ ∈ X+. Soientα ∈ a,
ξ ∈ X etξ∗ ∈ X∗+ tels queaξ,α �= 0 et〈ξ, ξ∗〉 < 0. D’après (11), pour toutu ∈ γ−1�γ ∩
TR, on aau2ξ,uα = uκaξ,α �= 0. En particulier,a0,0 = uκa0,0, d’où la deuxième pro-

priété. Commef est holomorphe au point(iξ∗,0), la série
∑
u∈γ−1�γ∩TR

uκe−2iπ〈u2ξ,ξ∗〉
converge absolument, ce qui est impossible, par le théorème des unités de Dirichlet.

La relation (12), nous dit alors que pour toutβ ∈ b, on aµβ2 + αβ + ξ ∈ X+. On en
déduit queµ ∈ c+ et 4ξµ− α2 ∈ (Xc)+ ∪ {0}. �

Tout comme les formes modulaires de Hilbert, les formes modulaires de Hilbert–Jacobi
admettent elles aussi une définition purement géométrique.
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Tout élémentµ ∈ c donne un morphisme(id, λ � (id⊗µ)) : A → A ×At , d’où un
faisceau inversible ample surA, Lµ = (id, λ � (id⊗µ))∗PA, oùPA désigne le faisceau
de Poincaré surA×At .

Définition 8.2. Soit R uneZ[ 1
�
]-algèbre contenant les valeurs deκ. Une forme modu-

laire de Hilbert–Jacobi de poidsκ ∈ Z[JF ], indiceµ ∈ c, niveau� et à coefficients
dansR, est une section globale def ∗ωκ ⊗ Lµ sur A ×Spec(Z[ 1

�
]) Spec(R). On note

Jκ,µ(R) = Jκ,µ(c, n;R) := H0(A ×Spec(Z[ 1
�
]) Spec(R), f ∗ωκ ⊗ Lµ) l’espace de ces

formes modulaire de Hilbert–Jacobi.

Soit une(R, n)-pointeC et soitR uneZ[ 1
�
, ζC]-algèbre. En évaluant une forme de

Hilbert–Jacobif ∈ Jκ,µ(R) sur les objets de Tate associés à une pointeC, on obtient
comme dans [25] leq-développement def enC

fC =
∑

ξ∈X,α∈a

aξ,αq
ξXα.

En transposant la méthode de [25] au cas de Hilbert on obtient alors les relations (11)
et (12) qui impliquent, comme plus haut le principe de Koecher (10), lorsqueF �= Q.

Principe du q-développement.SoientM1 ⊂ M2 sont des groupes abéliens etf ∈
Jκ,µ(M2). Si leq-développement def en une(R, n)-pointeC est à coefficients dansM1,
alorsf ∈ Jκ,µ(M1).

Étant donné une compactificationA = A�̃,ϕ de la variété de Hilbert–Blumenthal
universelleA, comme dans la partie 6, on définit l’espace des formes modulaire de Hilbert–
Jacobi relatives à cette compactification :

Jκ,µ(R; �̃, ϕ) := H0(A×Spec(Z[ 1
�
]) Spec(R), f ∗ωκ ⊗Lµ).

À noter que le prolongement àA du faisceau inversible ampleLµ dépend de la pola-
risationϕ.

Contrairement au cas des formes modulaires de Hilbert, pour les formes de Hilbert–
Jacobi on a juste une inclusion

Jκ,µ(R; �̃, ϕ) ↪→ Jκ,µ(R)

Dans [25] Kramer démontre que cette inclusion est stricte pour les formes de Siegel-
Jacobi. Il serait intéressant d’étudier cette question dans le cas de formes de Hilbert–Jacobi.

Comme dans la partie précédente, on peut alors associer à toute(R, n)-pointeC et tout
f ∈ Jκ,µ(R; �̃, ϕ) sonq-développement enC

fC =
∑

ξ∈X,α∈a

(ξ,α)≥ϕ

aξ,αq
ξXα.

Notons que

(ξ, α) ≥ ϕ ⇐⇒ ∀q ∈ X∗+, ∀l ∈ a∗ max
β∈b

TrF/Q(−µqβ2 − 2µlβ + ξq + αl) ≥ 0,
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alors que

4ξµ− α2 ≥ 0 ⇐⇒ ∀q ∈ X∗+, ∀l ∈ a∗ max
β∈bR

TrF/Q(−µqβ2 − 2µlβ + ξq + αl) ≥ 0.

L’anneau où vit leq-développement d’une forme deJκ,µ(R; �̃, ϕ) est donc en général
strictement inclus dans celui où vit leq-développement d’une forme deJκ,µ(R). Il serait
intéressant de savoir s’il existe des éventails�̃, munis d’une fonction de polarisationϕ
pour lesquelles on a une égalité.

Séries thêta et formes de Hilbert de poids demi-entier.

Références : [32], [33], [36].

Dans cette section, on suppose quec = c2
0 est un carré et est premier à 2.

Sur C. On déduit facilement de [32] (Prop.1.1 et 1.2, en fait plutôt Prop.3.2 et Lemme 3.5)
qu’il existe un facteur d’automorphie de poidst/2 pour�0(c,4), c’est-à-dire une fonction
h : �1

0(c,4)× HF → C× holomorphe en la seconde variable telle que

h(γ1γ2, z) = h(γ1, γ2(z)) · h(γ2, z)

et pour toutγ ∈ �1
0(c,4), en notantt =∑τ∈JF τ ,

(∗) h(γ, z)2 = χ(γ ) · j (γ, z)t

oùχ est un caractère quadratique de�0(4) qui ne dépend que de l’image dans(o/4o)× de
dγ .

Soit�1
0(c,4)+ = Ker(χ). C’est un sous-groupe de congruences d’indice 2 de�1

0(c,4).
Par exemple, siF = Q, on a�0(4)+ = �1(4).

Soitn un idéal entier deo tel que� soit sans torsion.

Hypothèse.On suppose dans toute cette partie ainsi que dans celle concernant les formes
de Hilbertp-adiques de poids demi-entier que 4 divisen danso.

On a alors

� = �1
1(c, n) ⊂ �1

0(c,4)+.

Par la formule(∗) ci-dessus, on a donc pour toutγ ∈ �, h(γ, z)2 = j (γ, z)t .
Pour tout poids demi-entierκ = t

2 + λ, λ ∈ Z[JF ], on pose pour toutγ ∈ �,
jκ(γ, z) = h(γ, z) · j (γ, z)λ.

On noteGκ(�) l’espace des fonctionsf holomorphes surHF satisfaisantf (γ (z)) =
jκ(γ, z) · f (z) pour toutγ ∈ �.

On définit un fibré inversible ωκ holomorphe sur Man, correspondant
au facteur d’automorphiejκ(γ, z) ; c’est le quotient deHF × C par � agissant par
γ (z, u) = (γ (z), jκ(γ, z) · u).

On a un isomorphisme canoniqueGκ(�) ∼= H0(Man, ωκ).
Pourz ∈ C, soite(z) = exp(2iπz) et e : (F ⊗ C)→ C×, z = (zτ )τ �→ e

(∑
τ zτ
)
.
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Soit n = 4n0. Pour chaque fonctionη : c0 → C, constante modulon0c0, on définit
une série thêta par

θ(z, η) =
∑
α∈c0

η(α)e(α2z)

C’est la valeur env = 0 (Thetanullwert) de la fonction thêta de(z, v) ∈ HF × (F ⊗C)
etη ∈ S(Ff ) définie comme suit : on fixe un élémentc0 dec0 premier à 2 et qui engendre
c0/nc0 et on pose

θ(z, v; η) =
∑
α∈c0

η(α)e(α2z+ c0αv)

Lemme 8.3. On aθ(z, η) ∈ Gt/2(�). Les fonctionsθ(z, η) pourη parcourant l’ensemble
des fonctions surc0/n0c0, définissent des sections globales deωt/2 surMan.

Démonstration.La modularité se déduit de [32] Prop.1.2, ou de [33] (4.3). Le point de
la vérification est que, au sens de la Prop.2.4 de [33], on agη = η pour toutg dans (le
relèvement de) l’adhérence de� dansGf . Il suffit pour cela de voir que pour toutx ∈ c0̂o,
la fonction caractéristiqueηx dex+nc0̂o satisfaitgηx = ηx . On se ramène àg triangulaire
supérieure ou bien triangulaire inférieure, mais dans ce cas on exige que le coefficientc

engendre l’idéalc2
0dn. On conclut alors à l’aide des formules (3.2) et (3.3) de [32] et de la

formule (i) de Prop.2.3 de [33]. �

Sur Z[ 1
2�

]. On va examiner la question de l’algébrisation et du prolongement des fibrés
inversiblesωκ (κ demi-entier) à une compactification toroïdaleM. Pour cela on va rappeler
des résultats classiques dans le cas du groupe symplectique mais qui mériteraient peut-être
d’être détaillés davantage dans le cas des variétés de Hilbert.

SoitN = N1(c, n) l’espace de modules des(A,L) oùA est uneVAHBc-polarisée avec
structure de niveau� et oùL est un fibré inversible ample symétrique, trivialisé le long de
la section nulle, définissant la polarisation surA. Cet espace existe et est un schéma lisse
surZ[ 1

2� ] par [11] IV.7. Soitf : A → M la variété abélienne universelle surM ;N est un
A[2]-torseur surM ; il n’est pas connexe ; on peut montrer que son groupe des composantes
connexes est naturellement isomorphe àd−1/2d−1. SoitfN : AN → N le pull-back de
f àN . Par définition,AN est muni d’un fibré inversible symétrique relativement ample
universelL.

Donnons une description transcendante deN (inspirée de [11] V.3, p. 161) :

Nan∼= � \
(
HF × 1

2
(o⊕ c∗)/(o⊕ c∗)

)
pour l’actionγ · (z, x) = (γ (z), xγ−1 + (1

2cd,
1
2ab)), pourγ =

(
a b

c d

)
.

La construction de cet isomorphisme est un exercice utilisant lesThetanullwerteθ(z, z+
c0x, η0), x ∈ 1

2(o⊕ c∗)/(o⊕ c∗) et oùc0 ∈ c0 ; voir p. 160–161 de [11].
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Le sous-groupe d’Igusa de�1
1(c, n0) donné par les conditionsab et cd pairs est le

stabilisateur dex = (0,0) dans� ; ceci fournit par conjugaison par la matrice

(
2 0
0 1

)
une sectionjan deMan dansNan. La description algébrique de l’image deM est le lieu
où le fibréL est engendré par ses sections paires. C’est une composante connexe deN .

Remarque 8.4. Si F = Q, seule une des quatre série thêta est paire et seul le point
(1

2, 1
2), parmi les quatre points de 2-torsion, est préservé par le sous-groupe d’Igusa.

Soit j : M → N la section algébrique (surZ[ 1
2� ]) ainsi définie. Le fibré inversible

L vu commeN -schéma n’est pas un schéma en groupes, mais il est muni d’une section
nulle 0L (composée des sections nulles deL → A etA → N ) ; soit L0 = 0∗LTL/A le
fibré tangent relatif deL×N M surM. On note pour abrégerV = 0∗LTL/M = j∗0∗LTL/N

le fibré tangent deL×N M surM. Ce fibré, muni de la filtration{0} ⊂ L0 ⊂ V, définit
un torseur sous le parabolique stabilisateur deL0 dont le quotient de Levi estT1 ×Gm.

Pour touteZ[ 1
2� ]-algèbreR et tout caractèreξ du quotient de Leviξ : T1×Gm → R×,

on définit un fibré inversible algébriqueVξ = V
ξ× Ga surMR par contraction parξ ; c’est-

à-dire par quotient par la relation d’équivalence(vθ, α) ∼ (v, ξ(θ) ·α) pourθ ∈ T1×Gm,
v ∈ V etα ∈ Ga .

Lemme 8.5. Pour tout poids demi-entierκ = t/2+ λ, soit ξκ : T1 × Gm → C× donné
par (x, y) �→ λ−1(x)y. On a un isomorphisme canonique

ωκ ∼= Vξκ

de fibrés inversibles analytiques surMan.

Démonstration.On a la description transcendante suivante de la variété analytiqueL sur
Man :

Lan∼= � \ (HF × (F ⊗ C)× C) /(o⊕ c∗),

pour l’actionγ (z, v, u) = (γ (z), j (γ, z)−1·v, h(γ, z)e( c
(cz+d)v

2)·u)et(z, v, u)·(m, n) =
(z, v +m · z+ n, e(−1

2m
2v) · u).

Pour voir que la formule donnant l’action de� est correcte, il suffit de donner le cocycle
� × HF → (F ⊗ C)× × C× qui définit le fibré 0∗LT an

L/M .

1) Sa(F ⊗ C)×-partie est imposée : c’estj (γ, z)−1 ;
2) pour laC×-partie, il suffit de noter que les fonctionsv �→ θ(z, v; η) sont des sections

globales sur(F ⊗ C) = Lie(Az) deLz par la théorie analytique des diviseurs thêta (on
laisse en exercice la démonstration détaillée de ce fait, disons seulement que l’on vérifie
que les invariants de Weil(H,ψ,0, L) [35] VI.3 de θ(z, v, η) correspondent à ceux du
diviseur symétrique ample�z défini parLz). Le facteur d’automorphie cherché est alors
donné par les relationsθ(γ (z, v); η) = h(γ, z) · e( c

(cz+d)v
2) · θ(z, v; η) pourγ ∈ � (voir

Prop.1.1 de [32]).
On en déduit aisément queVξκ est défini par le même facteur d’automorphie queωκ ;

d’où le résultat. L’argument des séries thêta montre aussi que la formule pour l’action de
o⊕ c∗ est également correcte. �
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Corollaire 8.6. Pour tout poids demi-entierκ = t/2 + λ, le fibré inversible complexe
ωκ surMan est l’analytifié du fibré inversible algébriqueVξκ , défini surM au-dessus de
Z[ 1

2� ]. On notera encoreωκ ce fibré algébrique.

On construit, comme dans [11] IV.7, pour tout éventail admissible� une compactifi-
cation toroïdale lisseπ : N → M compatible àN → M. Rappelons que le schéma semi-
abélienG surM a une action deo et est lui-aussi muni d’unec-polarisationλ : c⊗oG ∼= Gt

prolongeant celle deA. Par définition deN , le pull-backGN deG est muni d’un fibré
inversible symétrique relativement ampleL prolongeantL. Soit 0L la section nulle deL
surN . On définit le prolongement deωκ àM surZ[ 1

2� ] commeVξκ oùV = j
∗
0∗
L
TL/N .

Pour touteZ[ 1
2� ]-algèbreR contenant les valeurs deκ, on peut ainsi définir leR-

module des formes arithmétiques de poids demi-entierκ par

GDκ(�;R) = H0(M × Spec(R), ωκ)

et le principe de Koecher en poids demi-entier s’énonce :

GDκ(�;R) = H0(M × Spec(R), ωκ)

Sa démonstration est analogue au cas entier.
On peut même définir le module des formes de tout poids demi-entier. Notons que

ω = f∗�1
A/M = 0∗�1

A/M par propreté deA surM mais que 0∗L�1
L/M �= fL,∗�1

L/M .
Considérons leT1-torseurM = IsomO⊗OM (O⊗OM,ω) ; formons unGm-torseur sur

M donné par

M+ = IsomM(OM,0∗L�1
L/M/0∗�1

A/M))

ou encoreM+ = IsomM(OM,V∨/ω).
C’est unT1 ×Gm-torseur de Zariski surM.
En tant queM-schéma, il classifie les systèmes(A, λ, ι, α,L, ω, s)S sur unZ[ 1

2� ]-
schémaS, oùω est uneO ⊗OS-base de 0∗�A/S , ets uneOS-base de 0∗�L/A.

On définit le module des formes modulaires de poids demi-entiers comme

GD(�,R) = H0(M+ × Spec(R),OM+)

C’est un module gradué sur l’algèbreZ[JF ]-graduée

G(c, n, R) = H0(M,OM)

L’action (f, g) �→ f · g est induite par le pull-back àM+ de f ∈ H0(M,OM) par
M+ → M ; ce dernier morphisme provient de la projection deL surA.

Fait. Pour toutκ = t/2 + λ, on a OM+[ξκ ] = Vξκ = ωκ et doncGDκ(�,R) =
GD(�,R)[ξκ ]. En effet, une fonctionf (∗, ω, s) satisfaisant pour tout

(x, y) ∈ T1 ×Gm, f (∗, xω, y · s) = λ−1(x)yf (∗, ω, s)
définit une section deVξκ .

Par la définition algébrique deωκ , on peut définir leq-développement en une pointeC de
M, d’une forme arithmétique de poids demi-entierκ comme le composé du développement
de Fourier-Jacobi (i.e. le pull-back à la variété de Tate au-dessus deS

∧
�C , défini comme
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une série grâce à la trivialité du pull-back du fibrée∗�1
L/G

) et de l’ évaluationqv �→ 1

(i.e.v = 0).
Observons que sur le groupe des unités totalement positives deF , uκ = ut/2uλ = uλ

est bien défini et est à valeurs dans l’anneau des valeurs deλ.
On a le “principe duq-développement” en une pointeC (disons non-ramifiée) :

Proposition 8.7. Pour toute extensionR ⊂ R′ deZ[ 1
2� ]-algèbres contenant les valeurs

deκ, si f ∈ GDκ(�;R′) etf ∈ R(κ)C (R), alorsf ∈ GDκ(�;R).
Idée de démonstration.Par irréductibilité géométrique deM, une section du fibréωκ est
uniquement déterminée par son pull-back à la VAHB de Tate.

Application. Soit R ⊂ C une Z[ 1
2� ]-algèbre contenant les valeurs deη : c0/nc0 →

C ; la séries thêtaθ(z, η) dont on a montré qu’elle appartient àGDt/2(�) est en fait
dansGDt/2(�;R). De même pour les séries d’Eisenstein [32], une fois établi leurq-
développement. Nous espérons revenir sur ce point ultérieurement.

9 Tour d’Igusa et formes modulaires de Hilbertp-adiques

Une autre “presque-application” est le résultat fondamental d’irréductibilité de la tour
d’Igusa. C’est une presque-application au sens que la méthode des compactifications to-
roïdales donne un résultat intéressant mais insuffisant pour établir cette irréductibilité.
Rappelons que, par ailleurs, l’irréductibilité géométrique a été établie dans cette situation
par Ribet [31] et dans une situation plus générale (pour les groupes symplectiques ou
unitaires sur des corps totalement réels) par Hida [14]. Ribet utilise la monodromie locale
en un point ordinaire et Hida utilise la théorie de Galois des tours de variétés de Shimura,
due à Shimura.

Dans toute cette partie, on se limite au casD = Gm et doncM = M1 de sorte qu’il y
a une VAHB universelleA → M.

L’invariant de Hasse. On suppose toujours[F : Q] > 1.
SoitM∗, resp.M la compactification minimale, resp. une compactification toroïdale,

deM.
Rappelons que le prolongement canoniqueωt

G/M
deωt àM descend àM∗ en un fais-

ceau ample (on suppose comme d’habitude� net). Ceci est démontré dans [7] Thm8.6(vi).
Soitp premier, premier avecndc. Pour tout entierm ≥ 1, soit

M∗
m = M∗ × Spec(Z /pm Z).

L’invariant de HasseH est la section globale deω(p−1)t surM∗
1 définie comme suit.

Soit V : A(p) → A le morphisme de Verschiebung surM1. FormonsV ∗ : ωA/M1
→

ωA(p)/M1
et prenons sa puissance extérieure maximale

∧d
V ∗. Via l’identification cano-

nique
∧d

ωA(p)/M1
= (∧d ωA/M1

)⊗p, on interprète
∧d

V ∗ comme une section globale

deω(p−1)t
A/M1

. Par le principe de Koecher, c’est une section globale deω(p−1)t surM∗
1. On



600 Mladen Dimitrov and Jacques Tilouine

définit pour toutm ≥ 1 le lieu ordinaireM∗,ord
m deM∗

m comme l’image inverse du lieu
M
∗,ord
1 deM∗

1 oùH �= 0.M∗,ord
1 est un ouvert affine deM∗

1 carH est une section globale
d’un faisceau ample ; de plus, une puissanceHs se relève enE surZp, car une section mo-
dulop d’un faisceau très ample se relève ; cette section définit un ouvert affineM

∗,ord
m sur

Z /pm Z d’équationE �≡ 0 (mod p). Lorsquem tend vers l’infini, les complémentaires
de ces ouverts définissent un voisinage tubulaire ouvert d’équation|E|p < 1 du diviseur
non-ordinaireE = 0 dans l’espace rigideM rig associé auxMm.

SoitMord
m = M

∗,ord
m ∩Mm et soitM

∗,ord
m = π−1(M

∗,ord
m ).

Remarque 9.1. Par le caractère local du principe de Koecher (voir la démonstration du
Théorème 7.1), on a lorsqued > 1 :

H0(Mord
m ,OMord

m
) = H0(M

ord
m ,O

M
ord
m

) = H0(M∗,ord
m ,O

M
∗,ord
m

)

Ceci entraîne que l’ouvertMord
m ne peut être affine, puisqu’il est distinct de l’ouvert

affineM∗,ord
m .

Tour d’Igusa et monodromie aux pointes. Pour toutn ≥ 1, la composante neutre du
schéma fini et platA[pn]est purement torique au-dessus deMord

m . On définit la tour d’Igusa
surMord

m par

Tm,n = IsomMord
m
(d−1 ⊗ µpn,A[pn]0)→ Mord

m , n ≥ 1

Notons queTm,n → Mord
m est une suite de(o/pno)×-torseurs finis étales puisque

(o/pno)× = Aut(d−1 ⊗ µpn).
Le morphismesTm,n → Mord

m sont donc affines.
La question de l’irréductibilité géométrique de la tour d’Igusa équivaut à celle de la

connexité géométrique de ces revêtements (puisque la base est géométriquement connexe).
Ceci équivaut aussi à la surjectivité des représentations associées à ces revêtements (après
choix d’un point base géométrique) :

ρn : π1(M1 ⊗ Fp)→ (o/pno)×.

Cette surjectivité a été établie par Ribet [31] et Hida [14] dans un cadre plus général
(voir aussi [15]). Chai, [3] Sect.4.6, a proposé une autre approche via les compactifications
toroïdales, inspirée de [11]V.7. Malheureusement, cette approche n’est pas concluante dans
toutes les situations de compactifications toroïdales, et en particulier pas dans le cas des
variétés de Hilbert. Expliquons pourquoi. L’idée est de calculer la monodromie locale au
voisinage d’une pointe non-ramifiée dans la compactification minimale. Elle ne permet
cependant que d’obtenir un sous-groupe fermé de(o⊗Zp)

× qui est ouvert si la conjecture
de Leopoldt est vraie.

Pour alléger la notation dans l’argument ci-dessous, on omet (mais on sous-entend)
l’extension des scalaires àFp. Tout d’abord le casF = Q est connu. Par conséquent,
la VAHB obtenue en formant le produit tensoriel de la courbe elliptique universelle au-
dessus de la courbe modulaireY paro (puis si nécessaire unec-isogénie pour obtenir une
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c-polarisation) fournit un morphisme deY dans la variété de Hilbert qui permet d’inclure
(Z /pn Z)× dans l’image deρn.

Pour obtenir un gros sous-groupe du noyau(o/pno)×1 de la norme, Chai procède comme
suit. Soitπ : M1 → M∗

1. SoitC une pointe non-ramifiée deM∗
1 et soitR la complétion

de l’anneau local deM∗
1 enC. PosonsS�C =∐σ∈�C Sσ etS

′
�C = S�C/o×C . Soit(S�C )0

(resp.(S
′
�C )0) le complémentaire du diviseur à l’infini(S�C )∞ (resp.(S

′
�C )∞). L’image de

Spec(R) dansM∗
1 est contenue dansM∗ ord

1 , grâce à la description de la VAHB universelle
sur Spec(R) comme quotient de Mumford. On a des morphismes de groupes

π1((S
′
�C )

0)→ π1(Spec(R) \{C})→ π1(M
ord
1 )

On observe que l’on a un revêtement étale

ξn : T 1,n = IsomM1
(d−1 ⊗ µpn,G1[pn]0)→ M

ord
1 = π−1(M∗ ord

1 )

prolongeant le revêtement étaleT1,n → Mord
1 .

Le pull-back deξn àS�C est trivial car la description deG1|S
�C

comme variété de Tate

montre que surS�C , on a un isomorphisme canoniqueG1[pn]0 ∼= µpn ⊗ a compatible
avec l’action deo×C . Ainsi S�C × T 1,n = S�C × (o/pn)× et l’action deo×C sur le membre
de gauche correspond à l’action diagonale sur le membre de droite. L’image deρn contient
donc l’image deo×C dans(o/pn)×.

On notera que le revêtement connexe étaleS
∞
�C → (S

′
�C )∞ de groupeo×C n’est pas

de type fini (seulement localement de type fini). Néanmoins on peut former une tour de
revêtements finis connexes étales en quotientantS

∞
�C par(o×C )p

n
.

Comme le pull-back deG1 → M1 à(S
′
�C )∞ est le quotient du tore de Tate sur(S�C )∞

paro×C , on voit queo×C/(o
×
C )
pn est contenue dans l’image deρn dans(o/pno)×. En passant

à la limite projective, on obtient l’image deπ1(M
ord
1 ) dans(o⊗Zp)

× contient bienZ×p ·o×.

Formes modulairesp-adiques. Cette théorie est une application directe de l’irréducti-
bilité de la tour d’Igusa.

On a définiT m,n dans la section précédente ; c’est un torseur fini étale surM
ord
m ; il est

donc affine sur ce schéma. Ce dernier n’est pas affine, mais on a vu que H0(M
ord
m ,O

M
ord
m

) =
H0(Mord

m ,OMord
m
) et que le spectre de cet anneau estM

∗,ord
m . Soit

Vm,n = H0(Tm,n,OTm,n) = H0(T m,n,OT m,n)

l’algèbre des fonctions régulières surTm,n. En passant à la limite inductive surn puis
projective surm, on obtient l’anneauV des fonctions sur le ind-pro-schéma

T∞,∞ → Mord∞

Notons que comme les morphismes de transitionTm,n+1 → Tm,n sont affines,Tm,∞
est un schéma etT∞,∞ est un schéma formel surM∞.

Mord∞ est le schéma formel obtenu en retirant le lieu supersingulierE ≡ 0 (mod p) de
la complétionM∞ du schémaMZp le long de sa fibre spéciale (E désigne un relèvement
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quelconque deHs surZp comme précédemment). Dans le langage de la géométrie rigide,
on retire le voisinage tubulaire ouvert de rayon 1 autour du diviseur supersingulier.

SoitAp la catégorie des algèbresp-adiquement complètes. Le ind-pro-schémaT∞,∞
représente le foncteur qui associe àR ∈ Ap l’ensemble des classes d’isomorphisme de
(A, ι, λ, α, φ)/R où (A, ι, λ, α) définit un point deM × Spec(R) et φ : µp∞ ⊗ d−1 →
A[p∞] est une immersion fermée de groupesp-divisibles. De façon équivalente, on peut
définirφ comme un isomorphisme de groupes formelsĜm ⊗ d−1 → Â (complétions des
schémas en groupes le long de leur section unité). On appelle un tel plongementφ une
rigidification du groupe formel̂A.

Pour touteZp-algèbrep-adiquement complèteR, on pose

V(c, n;R) = V ⊗̂R
On l’appelle l’algèbre des formes modulairesp-adiques de niveau auxiliairenà coefficients
dansR. Elle est munie d’une action du groupe de GaloisT1(Zp) = (o⊗Zp)

× du revêtement
T∞,∞ → Mord∞ . On pose pour tout homomorphisme continuκ : T1(Zp)→ R×

Vκ(c, n;R) = V(c, n;R)[−κ]
La donnée d’une rigidificationφ : Ĝm ⊗ d−1 → Â induit un isomorphismeφ∗ :

o⊗OT∞,∞ ∼= ω par le principe GéométrieAlgébrique-Géométrie Formelle pour le schéma
propreA surM. SoitM∞ la complétion deM formelle le long de la fibre spéciale. On
obtient un morphisme deM∞-schémas formelsT∞,∞ → M∞ ; il fournit un homomor-
phismej de l’algèbre des formes classiques vers celle des formesp-adiques.

j : G(c, n) = H0(M,OM)→ V(c, n;R)
Remarque 9.2. Si κ est un caractère algébrique deT1, j envoie les formes classiques
de poidsκ vers les formesp-adiques de poidsκ. Cette application est injective (voir
ci-dessous) mais est loin d’être surjective, le module de droite étant de rang infini. La
théorie de Hida permet de montrer que sur les sous-modules des formes ordinaires, on a
un isomorphisme. Il serait intéressant par une généralisation appropriée de méthodes de
Mazur-Coleman d’étendre aux formes de Hilbert surconvergentes de pente fixée un tel
résultat de classicité.

Théorème 9.3.1) Pour toute(R, n)-pointe non-ramifiéeC, on a un homomorphisme
injectif

evC : V(c, n;R)→ R[[qξ ; ξ ∈ X+ ∪ {0}]],
où X = cb2, qui est donné par l’évaluation sur la VAHB de Tate surS

0
C,σ , munie de

sa rigidification canonique(pour toutσ ∈ �C). De plus, pour touteR ∈ Ap, si f ∈
V(c, n;R) et pour toute(R, n)-pointe non-ramifiéeC deM, on aevC(f ) ∈ pR[[qξ ]],
alorsf ∈ pV(c, n;R).

2) le morphismeevC est compatible via l’homomorphismej avec celui défini pour les
formes classiques.

Démonstration.1) Rappelons la propriété universelle deT∞,∞ = Isom
M

ord
∞
(µp∞ ⊗

d−1,G[p∞]0) : Pour tout schéma semi-abélienG → S sur un schéma formelS et pour
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tout morphismeG→ G au-dessus d’un morphismeS → M∞, il y a une bijection cano-
nique entre l’ensemble des rigidificationsµp∞ ⊗ d−1 ∼= G[p∞]0 et celui des relèvements
S → T∞,∞ du morphisme donnéS → M∞.

La rigidification canoniqueµp∞ ⊗ d−1 ∼= Gσ [p∞]0 fournit donc un morphisme de
schémas formels de la complétionp-adique deSC,σ versT∞,∞. Ce morphisme est étale.
L’irréductibilité du schéma formelT∞,∞ entraîne qu’une section globale d’un faisceau
localement libre surT∞,∞ nulle surSC,σ est identiquement nulle.

2) Cet énoncé pour une algèbreR résulte de 1) appliqué à l’algèbreR/pR. �

Corollaire 9.4. Pour tout poidsκ ∈ Z[JF ], j restreint àGκ(c, n;R) est injectif.

Remarque 9.5. SiR est plate surZp, par indépendance linéaire des caractères algébriques
distincts, on déduit du corollaire que l’applicationj elle-même est injective. Par contre,
ce n’est pas le cas pour uneZp-algèbrep-adique quelconque (c’est faux pourFp).

Corollaire 9.6. L’homomorphismeevC est d’image fermée dansR[[qξ ; ξ ∈ X+ ∪ {0}]]
muni de la topologie de la convergence coefficient par coefficient.

Démonstration.Si fn ∈ V(c, n;R) et evC(fn+1) ≡ evC(fn) (mod pn), alors,fn+1 ≡ fn
(mod pn V(c, n;R))et doncfn converge dans l’algèbrep-adiquement complèteV(c, n;R).

�
Pour chaquer ≥ 1 ; on va définir un homomorphisme d’algèbres

jr : G(c, npr ;R)→ V(c, n;R)
compatible avec les poids.

Le théorème de représentabilité de Mumford (GIT) entraîne qu’il existe unZp-schéma
quasi-projectif de type finiM0(c, np

r) classifiant les VAHBc-polarisées(A, ι, λ, α)S
munies d’uno/pr -module cycliqueC (c’est-à-dire, localement libre suro⊗OS de rangpr

et annulé parpr exactement). La normalisation de ce schéma dansM1(c, np
r)×SpecQp

définit un modèle entier surZp deM1(c, np
r). Il est muni d’un morphisme propre et plat

πr versM.
Les faisceauxωκ surM1(c, np

r) sont les pull-back parπr desωκ surM. SoitM∞,r
la complétion formelle de ce schéma le long de sa fibre spéciale. La définition deT∞,r
comme solution du problème de modules des immersions ferméesµpr ⊗ d−1 ↪→ A[pr ]
montre qu’il y a une immersion ouverte canoniqueT∞,r ↪→ M∞,r . Cette immersion
est d’image dense dans l’une des composantes irréductibles deM∞,r . Soit M∞,r =
M∞×M∞M∞,r . On a vu qu’il y a unM∞-morphisme canoniqueT∞,∞ → M∞ ; on vient
d’autre part de construire unM∞-morphismeT∞,∞ → T∞,r → M∞,r ; on obtient donc
un morphismeT∞,∞ → M∞,r qui fournit l’homomorphisme d’algèbresjr par restriction
au lieu ordinaire sur les fonctions.

SoitM∞,∞ = lim← M∞,r . En fait, en passant à la limite projective sur les morphismes

T∞,∞ → M∞,r , on voit facilement que

T∞,∞ → M∞,∞ et T∞,∞ → Mord∞,∞
sont des immersions ouvertes. On peut définir un fibré inversible
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Si l’on ne tient pas à préserver l’intégralité (c’est à dire que l’on se limite auxQp-

algèbres), on peut aussi formuler cette construction en considérant l’espace rigideT
rig∞,r

associé àT∞,r ; c’est un ouvert deM1(c, np
r)rig ; l’avantage de cette approche est que ces

espaces rigides sont lisses et connexes (alors que le schémas formel deM1(c, np
r) a un

grand nombre de composantes irréductibles).
SoitM1(c, np

r)ord l’image inverse dansM1(c, np
r)rig deM1(c, n)

ord par le morphisme
d’oubli du groupe cyclique d’ordrepr . On voit queT rig∞,r est contenu dansM1(c, np

r)ord

. Par conséquent leT1-torseur rigideM(c, npr)rig surM1(c, np
r)rig classifiant les VAHB

munies d’ uno-groupe cyclique d’ordrepr et d’uneo⊗OS-base deω, est image deT rig∞,∞
par le même argument que précédemment.

Théorème 9.7.Pour toutr ≥ 1, pour toutκ ∈ Z[JF ], l’homomorphisme d’algèbres des
formes classiques de niveaupr vers les formesp-adiques

jr,κ : Gκ(c, npr ;R)→ V(c, n;R)
est injectif.

Démonstration.On sait d’une part que l’intégralité est préservée ; on considère d’autre
part les espaces rigidesM

rig∞,r resp.T∞,∞, qui sont connexes par l’irréductibilité de la tour
d’Igusa. Ceci entraîne l’injectivité duq-développement des formes classiques de niveau
npr ainsi que celui des formesp-adiques aux(R, n)-pointes deM relevées à l’aide de la
rigidification canoniqueφcande laVAHB de Tate associée àC. On déduit alors le théorème
de la compatibilité des morphismes deq-développement. �

Remarque 9.8. 1) À la différence du cas du niveau premier àp, l’utilisation de la géo-
métrie rigide simplifie l’argument car la fibre spéciale deM1(p

r) est compliquée.
2) L’homomorphismejr somme desjr,κ est injectif siR estZp-plate.

En fait, la compatibilité des morphismes deq-développement est vraie sur un ensemble
de pointesp-adiques plus grand que l’ensemble fini des relèvements standards des(R, n)-
pointesC deM donnés par la rigidification canoniqueφcan de la VAHB de Tate associée
à C. Cet ensemble est appelé l’ensemble des pointes non-ramifiées. On va le définir et le
caractériser à l’aide de l’immersion ouverte (de schémas formels ou rigides)

T∞,∞ → M∞,∞

Définition 9.9. Une pointe deT∞,∞ est un couple constitué d’une(R, n)-pointeC deM
et de la classe d’isomorphismei(a) (a ∈ (o⊗ Zp)

×) du morphisme canonique

TateC(q)→ T∞,∞

donné par la VAHB de Tate(TateC(q), ιcan, λcan, αcan) au-dessus deSC,�C → M, munie
de la rigidificationφcan� [a]).
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Deux telles classes d’isomorphismei(a) et i(a′) coïncident si et seulement sia et a′
sont congrus moduloo× car ce groupe agit par automorphismes du carré cartésien

TateC(q)

��

�� T∞,∞

��
SC

��
M .

SoitPT∞ l’ensemble des pointes deT∞,∞. La fibre dePT∞ au-dessus d’une pointe deM
est donc un(o⊗ Zp)

×/o×-torseur.
NotonsP∞ l’ensemble des pointes deM1(c, np

∞) = lim← M1(c, np
r). C’est un espace

p-adique compact et il résulte immédiatement du théorème d’approximation forte et de
la décomposition d’Iwasawa queP∞ est un fibré au-dessus de l’ensemble des pointes de
�1(c, n), ses fibres étant des copies de

U(Zp) \G(Zp)/T1(Zp)U(Zp)

où U est le radical unipotent du Borel supérieur. Par action sur l’ouvert des vecteurs
primitifs ((o⊗ Zp)

2)prim de(o⊗ Zp)
2, on identifie ce quotient à

U(Zp) \((o⊗ Zp)
2)prim/o×.

Ce quotient s’identifie à l’ensemble des classes d’homothétie par un scalaire deo× de

vecteurs primitifs

(
a

c

)
dans(o ⊗ Zp)

2, où c ∈ (o ⊗ Zp) et a parcourt un système de

représentants de(o⊗Zp)/(c). Notons

[
a

c

]
une telle classe.Tout élément deP∞ s’écrit donc

comme un couple constitué d’une(R, n)-pointe deM et d’une classe

[
a

c

]
. On introduit la

notion de profondeur d’une pointe :

profp

([
a

c

])
= ordp(c)

Les pointes de profondeur infinie sont appelées les pointes non ramifiées. SoitP nr∞ le
sous-espace des pointes non-ramifiées ; c’est un torseur sous(o⊗ Zp)

×/o× au-dessus de
l’ensemble des pointes deM.

Lemme 9.10. L’immersion ouverteT∞,∞ ↪→ M∞,∞ identifiePT∞ etP nr∞.

Soit C(P nr∞;R) l’espace des fonctions continues surP nr∞ à valeurs dans une algèbre
p-adiqueR. On peut repérer une telle pointe comme un couple constitué d’une(R, n)-
pointec et d’un élémenta de(o⊗Zp)

×. Pour toutf ∈ V(c, n;R), leq-développement en
une pointe non ramifiée(c, a) est bien défini : c’est l’évaluation sur la variété de Tatec(q)

munie de la rigidification

φc � [a] : Ĝm ⊗ d−1 → T̂atec(q), t �→ φc([a](t))
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Ces flèches deq-développement induisent un homomorphisme d’algèbres

ev : V(c, n;R)→ C(P nr∞;R)
Le noyau s’appelle l’espace des formes modulairesp-adiques cuspidales. C’est un idéal
deV(c, n;R) notéVcusp(c, n;R)

Par ce qui précède,V(c, n;R) contient pour chaque poidsκ ≥ 2t

Gκ(c, np
∞;R) =

⋃
r≥0

Gκ(c, np
r ;R)

ainsi que

G(c, n;R) =
⊕
κ≥0

Gκ(c, n;R)

Il est de plus évident que les formes cuspidales classiques sont envoyées dans les formes
p-adiques cuspidales. Hida a démontré

Théorème 9.11.SoitR uneZp-algèbre plate etp-adiquement complète. Alors

(i) Gcusp(c, n;R)[ 1
p
] ∩ V(c, n;R) est dense dansVcusp(c, n;R),

(ii) De même, pour toutκ ≥ 2t , Gcusp
κ (c, np∞;R) est dense dansVcusp(c, n;R) sur

les parties ordinaires.

Le premier énoncé est démontré dans [19], essentiellement pour toutes les variétés
PEL (voir Th.2.2 et Cor.3.4). Le second est démontré dans [17]. L’énoncé analogue sans
limitation aux parties cuspidales n’est pas établi mais il est conjecturé.

Formes modulaires de Hilbert de poids demi-entierp-adiques. Nous allons donner
une définition purement algébro-géométrique des formes modulaires de Hilbertp-adiques
de poids demi-entier. L’avantage de ce point de vue est qu’il évite de recourir à la multi-
plication par une série thêta de poidst/2 pour passer du poids demi-entier au poids entier
pour établir les propriétés arithmétiques des formes de poids demi-entier. De cette manière,
on peut établir directement différents résultats obtenus par Hida dans [16] Sect.2, h.1-h5.
Nous reviendrons sur ce point dans un travail ultérieur.

Soitp premier, premier avec 2 N(cdn). Pour chaque couple(m, n) d’entiers,m, n ≥ 1,
on a défini le(o/pno)×-torseurT̃m,n fini étale surMord

m .
On considère leTm,n-schéma donné par

T +m,n = IsomTm,n(OTm,n ,0
∗�L/A)

c’est unGm-torseur surTm,n.
Chaque schémaT +m,n est géométriquement connexe par irréductibilité de la tour d’Igusa.

Soit V +m,n l’anneau des fonction surT +m,n. Il est muni d’une action deGm. La partie de
V +m,n sur laquelleGm agit trivialement n’est autre queVm,n. Considérons celle oùGm agit
parm1 : y �→ y. Notons-laVDm,n. On a une action naturelle deVm,n surVDm,n induite
par la multiplication dansV +m,n. Pour toute algèbrep-adiquement complèteR, on définit
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le module des formes modulairesp-adiques de Hilbert à coefficients dansR comme

VD(c, n;R) =
(
lim←
m

lim→
n

VDm,n

)
⊗̂R

C’est naturellement unV(c, n;R)-module.
On a un morphisme naturelT +∞,∞ → M+ défini par pull-back àM+ deT∞,∞ → M.

Il fournit un morphisme

jd : GD(c, n;R)→ VD(c, n;R)
compatible avec les actions des formes modulaires de poids entier classiques resp.p-
adiques pour l’homomorphisme

j : G(c, n;R) ↪→ V(c, n;R)
En particulier, pour tout poids demi-entierκ = t/2+ λ, si l’on pose

VDκ(c, n;R) = V+(c, n;R)[ξκ ] = VD(c, n;R)[λ−1]
on a

jd : GDκ(c, n;R)→ Vκ(c, n;R)
On a une notion deq-développement aux pointes non-ramifiées. Considérons d’abord

les pointes non-ramifiées standards (données par la rigidification canonique des VAHB de
Tate). Observons que pour toute(R, n)-pointeC deM, et toutσ ∈ �C , le pull-back du
fibréL surG à la VAHB de Tate TateC(q) surSC,σ est trivial. La base 1 fournit alors un
morphisme de la complétionp-adique deSC,σ versT +∞,∞, qui fournit un homomorphisme
d’algèbres

evC : VD(c, n;R)→ R[[qξ ; ξ ∈ X+ ∪ {0}]].
On a un principe duq-développement (conséquence de l’irréductibilité géométrique

de la tour desT +m,n) qui affirme l’injectivité de evC et même son “universelle injectivité” :
siR ⊂ R′, sif est définie surR′ et si evC(f ) est à coefficients dansR, alorsf est définie
surR.

La compatibilité de evC avec la flèche deq-développement des formes de Hilbert de
poids demi-entier arithmétiques entraîne l’injectivité dejκ pour chaque poids demi entier
κ et l’injectivité dejd sur toute algèbrep-adiqueZp-plate. En outre, ceci entraîne que
l’image deVD(c, n;R) est fermée dansR[[qξ ; ξ ∈ c+ ∪ {0}]] muni de la topologie de la
convergence coefficient par coefficient. La démonstration est la même que pour les formes
p-adiques de poids entier.

On définit le module des formes cuspidales de poids demi-entier comme le noyau de
l’application

VD(c, n;R)→ C(P nr∞, R)

donnée parf �→ φf où pour chaquea ∈ (o⊗Zp)
×/o×, φf (a) désigne le terme constant

duq-développement

f
(

TateC(q), ιcan, λcan, αcan, φcan� [a], scan
)
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Application. On peut définir des formes modulaires de Hilbertp-adiques de poids demi-
entier en formant lesq-développements de séries thêta et de séries d’Eisenstein associées
à des caractèresp-adiques continus de conducteur divisantc0Np

∞. Ces caractères sont
limites de caractères algébriques qui définissent des formes de poids demi-entier arith-
métiques. Ces séries définissent donc des éléments deVD(c, n;R), oùR est une algèbre
p-adiquement complète contenant les coefficients des séries finie et plate surZp.
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