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Cet article a pour origine deux exposés donnés par le second auteur a Varenna. Son contenu
est cependant assez différent de celui des exposés. Il traite de certains aspects arithmétiques
du lien entre les variétés et les formes modulaires de Hilbert. Plusieurs points classiques ne
sont pas abordés faute de temps : opérateurs de Hecke, théorie de Serre—Tate. Par contre,
cet article donne des détails sur les compactifications toroidales de la variété abélienne
de Hilbert—Blumenthal universelle (voir la partie 6), ainsi que plusieurs applications;

la plupart, si elles sont peut-étre connues des experts, ne semblent pas figurer dans les
publications sur ce théme ; en particulier, celles relatives a la théorie de Hodge, aux formes
de poids demi-entier et de Hilbert-Jacobi nous paraissent nouvelles.

Nous avons grandement bénéficié d’'un séminaire sur ce sujet que nous avons organisé
au premier semestre 2001-02 a Paris 13. Nous tenons a en remercier tous les participants
et en particulier G. Chenevier, Y. Henrio, A. Mokrane, S. Morel et S. Rozensztajn. Nous
voulons également remercier H. Hida, qui nous a éclairés sur plusieurs points de ce travail.
Une partie de cet article a été rédigée alors que le second auteur séjournait a I'Institut de
Mathématiques de I'Université de Minster dans le cadre de la SFB 478 sur I'invitation de
C. Deninger. Il a apprécié les excellentes conditions de travail et I'atmosphere cordiale qui
y régnent.

Nous avons divisé notre travail en deux articles ; ainsi ce texte est muni d’'un compagnon
[7] qui donne les détails sur les compactifications (toroidales et minimale) des variétés de
Hilbert—Blumenthal en niveald; (¢, n), en particulier aux pointes ramifiées. L'organisation
du présent article est la suivante :
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1 Variétés modulaires de Hilbert analytiques

Références : [12], [34].

Notations. Soit F un corps de nombres totalement réel de dégeéd, d’anneau des en-
tierso, de differente et de discriminani r = Nz (0). On noteJr = Homg_qig (F, C)
I'ensemble de ses plongements (réels). On abrégeraNy:/q.

On se donne un groupe algébriqé® o, intermédiaire entréGm, g et Re% Gm,
connexe :

Gm < D — Reg,Gp.

On définit le groupe algébriqué, ¢ (resp.G}‘Q) comme le produit fibré d® (resp.
Gm) et de Reé GL, au-dessus de Ré@m. On a le diagramme cartésien suivant :

Re% SLyC G*C GC Reﬁé GL,
J o 5
1€ Gm© DS Reg) Gm,

ou la flechey : Re% GLy, — Re% Gm est donnée par la norme réduite.

Le sous-groupe de Borel standard @e son radical unipotent et son tore maximal
standard sont noté®, U et T, respectivement. On poge = T N ker(v).

Pour touteQ-algebreR et pour tout groupe algébriqu# surQ, on noteHy, le groupe
de sesk-points.

Remarque 1.1. Danstoutesles applicationsle gro@eerasoitR%GLz, SoitG*. Nous

avons préféré ne pas fixérdeés le départ, cat* intervient dans I'étude géométrique des
formes modulaires de Hilbert (le probléme de modules de variétés abéliennes de Hilbert
associé aG* est représentable : voir la partie 2), alors que/R8k, intervient dans
I'étude arithmétique des formes modulaires de Hilbert (les variétés de Shimura associées
a Reé GL2 ne sont en général que des espaces de modules grossiers, mais on connait
I'existence de représentations galoisiennes associées aux formes modulaires de Hilbert
propres pour R%sGLz). Cette présentation a été inspirée par [2].

Le domaine symétrique hermitien$r. Soit(F ®R) (resp.Gi) la composante neutre
de (F ® R)* (resp. deGR). Le groupeG]g agit par homographies sur I'espafe =
(ze FRC |im@i € (FRR)L} = $’/F, ou$H désigne le demi-plan de Poincaré
("isomorphisme étant donné par® w — (t(§)w)re ;).
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Posons = (v—1,...,v/=1) € Hir etkL = Staly; (). Alors Gp/KL = Hp, par

12 xy-12
g — g@) dinversex +iy — < 0 yl2 ) K%.

Via l'inclusion $r < PY(F ® C), z > [ﬂ I'action deGEzg sur$Hr est compatible

avec I'action naturelle d&¢ surP(F @ C).
Les points rationnel®'(F) du bordP'(F ® R) de $r sont appelés legointes On

poseco = [é] Le groupeGg agit transitivement sur I'ensemble des pointes. On a
Bg = Staly;, (c0) etP(F) = Gg/Bg.

On munit 'espace)®. = $r LU PY(F) de la topologie de Satake, donnée par :

— la topologie usuelle suj r,

— pour toute pointe® € P(F), s'écrivantC = yoo avecy € G@, un systéeme
fondamental de voisinages ouverts@est donné par ley Whlher: ou

Wi ={ze9r | [[imeo > H}.

L'espace;, est séparé (mais pas localement compact!) pour cette topologie (voir [12]
1.2.9.).
Action de G('[S sur les o-réseaux. Le groupeGg agit & gauche suF?, pary - (m, n) =
(m,n)y L ouy e Ggetm,n e F. SoitG(E le sous-groupe d&q forme des éléements
dont le déterminant appartient au sous-groupe des éléments totalement pgsités .
Posons} = 0* N F}.

Pour tout idéal fractionnairede F on posg* = §~10~1. On a un accouplement parfait
Treg: fx i — Z.

Soit L un o-réseau de&F'2; c’est uno-module projectif de rang deux, donc il s'écrit,

quitte & changer la base @&, commeL = ¢ @ f*, avece etf des idéaux fractionnaires de
F. Le stabilisateur du réseap f* dansG, est égal a:

Gre®f) =y € Gjldelly) € 0¥} N (e}’a (ei) )
LorsqueG = G* (resp.G = Re% GLy), on écrit Sl(e @ *) (resp. GL (e @ §)), ala

place deG T (e @ f*). Notons que N Q = {1}, et donc Sl(e & f*) est formé d'éléments
dont le déterminant vaut 1.

Lemme 1.2. Dans laSL,(F)-orbite de toub-réseaul de F2, il existe uno-réseau de la
formeo @ ¢*, avecc un idéal fractionnaire deF.

Démonstration.ll est clair que la Sk(F)-orbite deL contient au moins un réseau de la
formee @ f*. Prenons € ¢ etc € fo satisfaisanto + cef* = ¢. Par le théoreme de Bezout,
¢ * .-

P e_l) et 'image de

¢ @ f* par cette matrice vawt®d ¢*, avecc* = ef*. L'idéal ¢* est canoniquement isomorphe

il existe alors une matrice unimodulai(écl Z) € SLa(F) N (
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é/\gL et donc ne dépend pas de la matrice de passage unimodulaire particuliere Choisie.

En vertu de ce lemme, nous ne considérerons par la suite querdssau de la forme
o @ ¢*, avecc un idéal fractionnaire dé'.

Remarque 1.3. Considérons le cas ol = Re% GL,. Alors l'application L > A2L
induit une bijection entre I'ensemble d€%-orbites deo-réseaux. de F? et le groupe de

classes strictes d'idéaux £l
Notons que deux groupes Gilo @ ¢*) et GL* (0 @ ¢'*) sont conjugués dar@é, si et

seulement, si les idéawet ¢’ appartiennent au méme genre (i/e= £¢?c, avect € F
ete idéal deF).

Sous-groupes de congruence c[éa. On fixe dans la suite un idéal fractionnairet on
considére le résealp = o @ c*.

On se donne aussi un idéalC o. Le o/n-modulen1Ly/Lg est libre de rang 2.
Prenonsxg € F, aveco = n + xocd. La multiplication parxg induit alors les isomor-

phismeso/n —> ¢*/c*n etcd/cdn —> o/n ce qui nous permet d'identifier I'image de
SL(o@c*) dans Autn~1Lg/Lo) avec Sla(o/n) parl’application(z bj’) — (Cio Z)
olUa, b,d € o/netc € c0/con. Faisons I'hypothése :

(NT) n est premier & ko) etn ne divise ni 2, ni 3.

o ¢*

SoitI'3(c, n) = SLa(F) N <Can 0), I'(c,n) = Ker(SL(o @ ¢*) — Aut(n1Lo/Lo))

et['%(c,n)z{y= a Z)erg(c,n)wzl(modn)}.

La réduction modula induit un diagramme cartésien :

(e, ) I'}(c, ) I'§c, ) SL(o @ ¢*)

v v v i
1 0 * % * %

(o 1) > (o 1) > (o *) > Ska(e/m)

Les grouped™i(c,n) C I'f(c,n) C T3(c,n) C SL(o @ ¢*) sont des sous-groupes de
congruence de SI(F). De méme on définit les sous-groupes de congruence :
[(c,n) C I'1(c,n) C To(e,n) € GLT (0 & ¢*) € GLJ (F),

2 n) crP@en crden cGtoa ) c Gf,
en remplagant la condition d’'unimodularité par celle d’avoir son déterminant appartenant
ao} (resp. &j,, := DgNof).
Lemme 1.4. Sous I'hypothéséNT) le groupel’; (¢, n) est sans torsion.

DémonstrationPar I'absurde. Supposons qu'’il existe un élémerit te, n) d’ordre pre-
mier p. Le déterminant de cet élément est une racine de 'unité totalement positive, donc
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égale a 1. Cet élément admet comme valeur propre une racine de Eyn#€l, ainsi
gue son inversq;l. En prenant sa trace on trouve gggeest quadratique SuF, i.e.
[F(¢p) : F]1 < 2.Par aiIIeurs;,,+§p‘1—2 € n,donc N(n) est une puissance geD’apres
(NT) on a alors queF et Q(¢,) sont linéairement disjoints, d'oiF () : F] = p — 1.
On en déduit quep = 2 ou p = 3, ce qui implique, par un calcul facile, qualivise 2 ou
3. Contradiction. O

Remarque 1.5. La condition(NT) est optimale pour quEi(c, n) soit sans torsion. En

_01 _01 €14 (2) et :é 1 e i1, (3) sont

effet, comme les matrice(s
d’ordre fini, n ne peut diviser ni 2 ni 3. Par ailleurs, la condition quesoit premier

5 o . , 1 1
a Ar est aussi nécessaire, comme le montre la matrice d’ordr{fygl_5 B3| €
Tz 7z

rie-1, (v/5) (ici F = Q(+/5)). Enfin, la condition que soit premier & Nc) est bénigne,
car par le théoreme d’approximation faible, chaque classe pa:(mtient des idéaux
premiers a Nin).

Dans toute la suite du texte on suppose que I'hypotfid3¢ est satisfaite, de sorte
qguerl'i(c, n) soit sans torsion.

Pointes pour les sous-groupes de congruencé&oitI" un sous-groupe de congruence.
CommeF*T'/F* est commensurable avec P%t), 'ensemble de ses pointes est aussi
PY(F) et 'ensembld™ \ P1(F) est fini.

Les deux lemmes suivants décrivent les classes d'isomorphisiig(den)-pointes
(e = @, D, 1). Cette description sera utilisée dans la partie 2, ot nous étudidrytes)-
pointes. Notons qUE{ (¢, n) = GT (0 @ ¢*) N G T (0 & (en)*).

/
Lemme 1.6. Soient(j), (3) € F2— {0} et soitf un idéal fractionnaire dev.
1 * / X<l 1 1 k al a
Siao + cf* = d'o + f*, alors il existey € SL(o & {*) tel que(c,> = y(c).

%
Démonstration.Posonsy = ao + cf*. Il existenty, y’ € G(b N (b?b (:f)l) tels que

/

(‘CZ) = yoo et (CCZ,) = y’00. Commey’y ! € SLy(o @ f*) on a le lemme. O

En notantlr I'ensemble des idéaux fractionnaires e; @ groupe des classes die
on en déduit :

Lemme 1.7. On a deux bijections :
. .t * 2 ~ a *
ile : G0 ® )\ (F2=(0) = 7r, (£) = b =a0 +cc”,

et
ilen : GT(0® (en)*)\ (F2 —{0}) = 1r, (i) — b =ao0+ c(en)*,
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qui induisent deux bijections d’ensembles finis :
cle : Gto® ) \PYF) —> Clg, et clen: GT(0® (en)*) \PL(F) —> Clp.

DémonstrationLes fléches sont bien définie (voir 'action @& sur F2 définie plus haut).
Le lemme précédent donne l'injectivité. La surjectivité découle du fait que tout idéal dans
un corps de nombres peut étre engendré par deux de ses éléments. O

Variétés modulaires de Hilbert analytiques. Etantdonné un sous-groupe de congruence
" on définitla variété modulaire de Hilbert analytiquaZ@" = I'' \ $z. La variétéman
est lisse, si et seulement,Iiest sans torsion. En revanch&" n’est jamais compacte.
Les variétés modulaires de Hilbert, dont nous étudierons en détail la géométrie, sont
celles correspondant aux groupes de congruFt{Pc(e, n.

Compactification de Satake. L'espace quotiend/™ = T'\ $7. est compact pour la
topologie de Satake. Il est I'union d¢2" et d’un nombre fini de points, appelés les pointes
(voir [12] Sect.l). Il est muni d’'une structure de variété analytique complexe normale pour
laguelle les pointes sont des points singuliegsi> 1 (voir [12] 11.4).

2 Variétés abéliennes de Hilbert—Blumenthal
et formes de Hilbert

Dans la suitd” (resp.I'!) désigne le sous-groupe de congruengéc, n) (resp.I'i(c, n))
et on pose@" = I'P(c, n)\Hr (resp.M13" = I'l(c, n)\HF).

Définition 2.1. Une variété abélienne a multiplication réelle pasur un schéma est
la donnée d’'un schéma abéligh: A — S de dimension relativéy et d'une injection
t:0— End(A/S).

Soit ¢ un idéal fractionnaire. Pour chaque variété abélienne & multiplication réelle
A/S, on définit un faisceau esrmodules sur le gros site étale 8een associant a uf-
schéma le o-moduleA(Y) ®, ¢. Ce foncteur est représentable par une variété abélienne
a multiplication réelle suf, notéeA ®, ¢ (voir [6]) ; elle est caractérisée par :

) A/A[c1], sic ! entier

A®pyc= . )
° (A' ® ¢~ 1y, sic entier.

La premiére formule s’obtient en tensorisant gasur o la suite exacte courte 8>
0 — ¢ — ¢/o — 0. La seconde en résulte par dualité.

A partir det : 0o < End(A/S) on obtientc — Hom, (A, A ®, ¢). Soitc, =
¢ N (F ® R)4. Soit Sym, (A, A”) le o-module des homomorphismes symétriqueside
versA’ et P (A) C Sym,(A, A") le cone des polarisations.

Définition 2.2 ([6]). Une variété abélienné de Hilbert—Blumenthal (abrégée en VAHB)
surun schémé est une variété abélienne a multiplication réelleqp&eérifiant la condition
de Deligne—Pappas suivante :
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(DP) il existe un isomorphisme-équivariant. : A ® ¢ —> A’ tel que viax on a
(c, c4) = (Sym, (A, A), P(A)).

Un tel isomorphisme. est appelé une-polarisation.

Le groupeo’; agit sur I'ensemble despolarisations d’'une VAHBA/S.

Définition 2.3. On appelle une classe depolarisation, une orbité de c-polarisations
sousoy,, =03 N Dgq.

Remarque 2.4. Si Ar est inversible dans, alors la condition(DP) est équivalente a la
condition suivante de Rapoport [30] (voir [6] Cor.2.9 et [13] Chap.3.5) :

(R) le faisceauw = f*Q}x/s est localement libre de rang 1 sor® Ogs pour la
topologie de Zariski.

Définition 2.5. Une .y, -structure de niveau sur une VAHB/ S est la donnée d'une im-
mersion fermée-linéaire deS-schémas en groupes finis : (o/n)(1) < A[n], ou
(0/n)(1) = (Gm @0~ 1)[n] désigne le dual de Cartier dsschéma constant/n.

Remarque 2.6. Commec est premier &, la c-polarisationk, combinée avec I'accouple-
mentde Weild[n]x A’[n] — (Gm ®0~1)[n], donne un accouplemenéquivariant parfait
An] x A[n] = (Gm ®c*)[n]. Etant donné ung@.,-structure de niveau : (0/n)(1) —
A[n], al'aide de ce dernier, on lui associe de maniére canonique un morphindaire
surjectif deS-schémas en groupes finis : A[n] — ¢~ 1/nc™1, appelé le.-dual de Cartier
de«. On a une suite exacte :

0— (o/m() -5 Al 5 ¢ Lnet >0

Construction analytique de la VAHB universelle sur M13", Pour toutz € $r et
y € Gronposej(y,z) = c-z+d € (F® C)*. D'aprés lidentité;(yy’,z) =
iy, v'(@)j(y',z) onaun 1l-cocycle :

Gr — (0®0q,) ",y > (2 j(y,2).

On poseA?" = '\ (Hr x (F ® C))/o @ ¢*, ou le groupe produit semi-direci @
¢*) x 'L (poury - (m, n) = (m, n)y 1) agit & gauche suh x (F ® C) par:

y(z,0) = (¥ (), j(y, ) tv)
1)
(Z’ U)(m7 n) = (Z’ v+m-z +n)

La fibre du pointl'lz € M1a" est la variété abélienng" := (F ® C)/L;, ou
L, = (0z&® ¢¥). Laflechea(§) : (z, v) = (z, £v) induit une action dé € o sur42", d’ou
une injection : 0 < End(A2"/Mm1.am).

Pour tout fibré vectorieE sur M1, soit EV le fibré dual. Il est facile de voir que
Lie(A2"/ M2 = T1\ (9F x (F ® C)) etw = Lie(A2"/M1-2"" sont localement libres
derang 1 sus ® O1an.
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Pourtoub-moduleL onaunisomorphisme entre HgilL, 1) etL* = Homy (L, Z),
obtenu en composant avecgJg.

Onaun isomorphisme—linéaireA%LZ = ¢*, venant de I'accouplement parfait :
L,xL,—>F (u,v)—~ ”Z'j”;”(‘z)” L'application Trg/g o), nous fournit un isomorphisme
L; ®, ¢ = L}, d'ol unec-polarisationA, ® ¢ = A’.

Sio = n+ yoc, la flecheM 3" x n=1p=1 /0~ 1 — A2"n], (z, v) — (2, yov) munit
A2 d’'une u,-structure de niveau.

Proposition 2.7. (42", ¢, A, «) /M3 est une VAHB-polarisée analytique, munie d’'une
Un-Structure de niveau.

La flecheA2" — M12a" est universelle, i.e. pour toute VAHB analytiqaéS munie
d’une u,-structure de niveau et d’unepolarisation, il existe une unique fleche S —
MY et un unique isomorphisme de VAHB muniesuglestructure de niveau et de
polarisationA = 42" x ,,1an S. En particulier, siA est une VAHB complexe munie d’'une
pq-structure de niveau et d’unepolarisation, il existe un unique poiate M12" et un
unique isomorphismg = A2",

Idée de la démonstrationll est clair que toute VAHB complexe est isomorphe a une
VAHB de la formeA2" et que les deux VAHB analytiques2" et A" sont isomorphes
comme VAHB munies de leurs,,-structures de niveau eipolarlsatlons si et seulement
siz e I'z.

Soit A/S comme dans I'’énoncé. Par ce qui précéde, il existe une unique fleche ensem-
blistep : § — M1a"telle queA = 42" x 1.0 S. Lanalyticité dey se vérifie localement,
caro(s) = fyla)(s)/f w(s), 0U(y1, y2) estunae-base locale convenable de I’homologie
deA/S etw est unes ® Og-base locale de. O

Remargue 2.8.1) Notons qu’en général poW # G* la variétéMa" = I' \ Hr n'est

gu’un espace de modules grossier pour le probléme de modules de classes d’'isomorphismes
de VAHB munies d’une classe dgpolarisation (voir la définition 2.3) etd’'une,-structure

de niveau.

Commer'! est un sous-groupe distingué Dele quotientol,x)+ agit surM1-a", Sur les
S-pointse € oIX)Jr envoie(A, 1, A, a)/S sur(A, t, ex, a)/S. On aMa" = o,X)Jr \ mLlan,

En fait, le sous-groupe;,, N 0X? agit trivialement, car la multiplication pare o>
induit un isomorphismeA, t, A, ) = (A, ¢, €2x, ear). DoncM12" est un revétement fini
étale deM?", de groupe 5, /oy, NoX2.

Pour toute VAHBA /S munie d’'une classe depolarisation et d’'une.,-structure de
niveau on a des fleches— M12"dont les composées avec la projectigh @ — pa"
coincident et telles qué/ S avec sa classe @epolarisation soit le pull back dé2"/ p1-a"
munie de la classe de sgolarisation universelle.

2) LorsqueG = Reg, GL», Hida, dans son livre [15] Chap.4 Sect. 4.1.2, a donné une
autre description dé/2" comme espace de modules grossier des VAHB avec classes de
F[ -polarisation. Dans sa description,

M = M3e,n) = FY\ | [MI(d w2,
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ol ¢’ décrit les idéaux dé' qui appartiennent a la méme classe stricteque

VAHB analytique de Tate. SoitC = yoo uneI'-pointe ¢/ € G;{g). On commence par
étudier la forme d’un voisinage dedansM2", puis on va décrire celle d&2", au-dessus
d’un tel voisinage dansz%a",

lcas:C = [(1)] = 00. Staly(o0) = { <qu b ) ’ ueoy, €c UIX)+, be c*} =
c* _>4’(o§ X 0p.), 0L‘1?;§Jr = 0} N Dg et pour tout idéaf de F, ofX désigne le groupe des
unités deo congrus a 1 moduld.

Soit¢ I'inclusion naturelleF — F ® C; on a une suite exacte courte :

u—l

O—>c*i>F®(Ci>Gm®c*—>l, 2

2im-
obtenue par produit tensoriel parde 0— Z — C £ C* — 1.
Pourm € F etz € F ® C, on posez.' = q(¢(m)z) (= q(¢(m)z + ¢(n)) pour tout
n € ¢*). On voit facilement :

Fait. PourH > 0 assez grand StabWy) = Br :=I' N By.

Le groupen, := oy x oy, agitsurle quotienDy = ¢*\ Wy par

(u, €) - (z + ¢*) = u?ez + ¢*, et on a le diagramme suivant :
O <—>Wg

J/ i mod 0%, 4

M3 < 2Br\ Wy <— Dy = *\ WygC—> F @ C /¢(c*) —= Gm ®c* =: Soo

Le diagramme suivant décrit la structure de la VAHB universafé sur le voisinage
Br1\ Wy de la pointeco dansmM1a" :

Bri\(Wy x FRC)/o® ¢* < *\(Wy x F® C)/o ® * (Gm ®&c* x Gm ®c*)/q?

i oo ! i

Bri\ Wy DgC Gm®c* =: Seo.

Commentaires.1) La notationg exprime quen € o agit SUrGm ®@c* x Gm ®c* par la
formule(¢;, gv) - m = (qz, qvql").
. 2
2) Le groupen;; agit surSee x Gm ®c* paru - (qz, qv) = (@Y . qy)-

Définition 2.9. La VAHB c-polarisée au-dessus dg, ainsi obtenue s’appelle la VAHB
analytique de Tate, notée Tatgq.). Sa fibre au poing, € S est égale &m ®c*/q?.

b _
1) e Gy Stalr(C) = Br.e := [Ny Boy 1 uUn

systeme fondamental de voisinages de la painést donné par leBr ¢ \ y Wg. Notons
que pour tout sous-groupi¥ de G on a la suite exacte suivante :

2cas: @ = [i] = yoo,y =

1-TI'"NUgp—TI"NBg— pr(l" N Bg) > 1,
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ou pr: Bg — Ty est la projection canonique. Le diagramme suivant :

9 —= M =T\Hr ——— y Iy \ Hr

j j LT pr(y ~1T'yNBg)

yWy — Bre\yWy, ——y 'y N Bg\ Wy

y 'y NUg \ W,

permet de nous ramener au cas de la paiateour le groupey 1Ty .

* * 2%
e Calculdey ~1I'y N Ug. (é i) ey Iy (1;621? li§c§*> el

— £ ca?*N@) N2 = @2 T+ aen™ + Aen)*) L

= ¢*(@®0 + ac(en)* + ?c**n H™1 = *(ao + cc®) " L(@o + c(en)*) L.
Doncy 'y NUg = (cbb)*, avech = ao + cc* et b’ =ao + c(cn)*.

PosonsX := ¢bb’ (sa classe est bien définie, d’aprés le lemme 1.7).

e Calcul deog; := pr(y ~'I'y N Bp). Posons; ; := o5 N T1,g. Alors 'on a une suite

x x Vv x a 0
exacte courte > 0@’1 — 0p — V(OO) — 1. En prenanj/ = (C a_1> ona

a

05 ={(u,€) € F*xop, |3" € a ?c*, ut—1+acE* e n,ue—u"t—act* € Zc*_ln}.
Le groupeo; ne dépend que de la classeyddansI™ \ Gg/Bg. Un calcul démontre

quelonas™ D oj , D of. Silidéaln est sans facteurs carrés, alofs, = 0. Le calcul

explicite du groupe; dans le cas général, est un corollaire d’une autre description des
I'-pointes, donnée dans [7] Prop 3.3.

Remarque 2.10.En général linclusiony "Iy N Ty g C Oé,l est stricte, bien que ce

soit une égalité pour la pointgo. Néanmoins le groupg ~1I'y N Ty g est d'indice fini
danso™.

lideal X*,
Le type de la pointe est determiné par le groupeo;,
I'action deog surX™\ Wy.

/

0
deog surX*\ Wy, par lisomorphismeVy — Wynzy, 2 — a’’z +a'c’.

/
Le fait de remplacey pary (a a,C_l), multiplie X* para’—2 et conjugue 'action

Pour étudier la VAHB universellet?"/M12" au voisinage de la point€, trouvons
quel réseau est stable par! SL(oc @ ¢*)y. Par le théoréme de Bezout on peut prendre

_ (e ? b (b)*\ . i ~ )
y = (C d) € SLe(F)N (bca b1 ) oub = ao + cc*. Posonst = be. Commey
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transforme le résealip = 0 @ ¢* en le réseald = b @ a*

—2 %
y‘l SL(o @ ¢*)y = SL(b @ a*) = SLo(F) N <bzc0*1 b Oc ) . Donc

AN <Br1 o \(yWi x F®C)/o® ¢* = y~1I'ly N By \(Wy x F®C)/b @ a*

| | i

Ml,an QBFZL’@ \ yWH = )/_lrl)/ N BQ \ WH

cary : A% — A3 (z,v) > (yz, j(y,2)"1v) ety L envoieo & c* surb & a*.

A partir de 1a, en posamt?",; = =y~ Irly N Bo\(Wy x (F ® C))/b @ a*, on a la
description de la variété unlverselle au voisinage de la pd@ginte

Aal H<——X"\(Wy x (F®C))/b ® a*— (Gm®X* x Gm®a*)/q’

Ve i

y~rly N Bg \ Wy X*\ WgC Gm®X* =: Se,

Le groupeb agit sur le toreGm @ X* x Gm ®a* par(g;, qv) - B = (qz,qvqf). Le
groupeoé1 agit surSe x Gy ®a* paru - (q;, ¢v) = (quqg*, ql), ou&; est un élément
§u
u-1

de (b2¢)*, bien défini modulax*, et tel que( ey~ irly.

0
On rappelle que, par définition, pour toute F, z € F ® C on pose

q;' = q(P(m)2) = q(@(m)z + ¢ (n))

pour toutr € X*, ou
0> x* 2 FoC-L Gread — 1

Définition 2.11. La VAHB c-polarisée au-dessus g ainsi obtenue, s'appelle la VAHB
analytique de Tate, notée Tatg(q,). Sa fibre au poing, € Se est égale &n, ®a*/qzb.

Formes modulaires de Hilbert de niveaull = Ff(c, n). Rappelons qU&[JF¢] s'iden-
tifie au groupe des caractéres du tore&%@a1 park =3 s ket > (x =[] 7(x)kr).
On note ce caractérer— x* et on utilisera la notation additive pour la loi de groupe sur
les caracteres. Les élémentsZid ] sont appelés dgmids

On suppose désormals # Q. Pour tout poidsc = »_ _, k.7, on peut définir
'espace des formes automorphes de Hilbert holomorphes de peidsiveaul’ comme
I'espace des fonctions holomorphgs $r — C telles que pour tout € T

fFr@) =v™?j(r, 9" @)
Ce sont les sections du fibré inversible analytigtiesur M3" donné par le cocycle
F— 05, v v iy, "

Cependant, on ne s'intéresse dans la suite de ce texte qu’aux formes qui peuvent
intervenir dans la cohomologie de la variété de Hilbert & coefficients dans un systéme local



564 Mladen Dimitrov and Jacques Tilouine

algébrigue (c’est-a-dire donné par une représentation algébridquke Ges représentations
sont de la forme

) synt* @ Det": .
telJr

Une telle représentation ne définit un systéme locah#tltque si le centre dE agit tri-
vialement. Cette condition équivaut a la condition d’algébricité de Clozel ([4] Sect.1.2.3) :

Définition 2.12. Un poidsk € Z[Jg] est dit algébrique si ses coordonnéessont su-
périeures ou égales a 2 et sont de méme parité. On posekglersmaxk.|t € Jg},
my :% eN,t:ZIEJF‘cetn, =k; —2>0(@n =« — 2t etk + 2m = kot).

Pour toute fonctiory : $r — C et pour touty € G, on pose :

fley @ =v@) ™y, 07 f(y2).
Considérons l'espace :
Gele,m)®"={f:9r > C | Yy €T, fley = f et f holomorphe sur}}.

On appelle cet espace lI'espace des formes modulaires holomorphes de miids
groupe de niveall. Il est isomorphe a I'espace des sections globales du fibré analytique
®° ® v"0!/2 sur M3 associé au cocylg — v(y) "2 (y, z)€ avecng = ko — 2.

Remarque 2.13. Latorsion pap—"°"/2induit un isomorphisme d’espaces vectoriels com-
plexes

HO(Man’ QK) ~ HO(Man’ QK ®anot/2).

Pour chaquef € G, (¢, n)@", on se propose d'expliciter la notion d’holomorphie en
une pointe€ = yoo € PY(F). La fonction fe := f|.y est invariante par le groupe
y~II'y et donc par son sous-groupe de translatipn$l'y N Ug = X* (pour le calcul
de ce-dernier voir le paragraphe précédent). Par conséquent, elle admet un développement
en série de Fourier ;

fe@) =) age?m e, €)
EeX

La condition d’holomorphie en la pointe se lit alors :

ag #0= & € X, oué =0, (4)
*
Pour tout(u, ) € o, il existe&; . € (b2c)*, défini aX* pres, tel que(”oE uufl) c
y~I'y. Linvariance defe par le groupey ~I'y N Bg nous donne pour toudt € X la
relation :

auzef — 6K+m—tuKeZi7r TI’F/Q(guéu*‘e)aS. (5)

Principe du g-développementSi pour toutt on aag = 0, alorsf = 0.
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Principe de Koecher.Si F # Q, alors la condition (4) est toujours satisfaite «<Si’est
pas paralléle, alorg = 0 (pas de séries d’Eisenstein).

D’aprés le (5), pour tout € y "Iy N Ty g eté € X, on aa,2; = u*ag, en particulier
ao = u®ap, d'ou la deuxieme propriété.

Veérifions (4) par I'absurde : soiefit € X et&* € X7 tels queas # 0 et(£,&%) <
0. Alors, on peut choisit € y~ 'y N Ty o de fagon que la quantité:?s, £*) soit
arbitrairement proche deoo, ce qui contredit I'nolomorphie d¢ au pointié* € Hr. O

3 Compactifications toroidales analytiques

Références : [1], [23].

On avu gu’en ajoutant &#2"un nombre fini de points (I€3-pointes) on obtient un espace
analytiqueM @™, compact pour la topologie de Satake. Il est aussi appelé compactification
minimale et n’est pas lisse 8 > 1, comme le montre un argument de topologie (voir
[12]).

Un voisinage typique de la point® est de la formeX \ g(Dg) C o, \C*4. On
aurait pu tenter de compactifier cette pointe en considérant 'adhérencg \dg(Dp)
dansoX, \ C“. Le probléme est que dir > 1 le quotient deC¢ par un groupe abélien,
ayant des points fixes isolés, n’est jamais lisse (voir [12] p. 30).

Il est important de disposer de compactifications lissesf@@avec diviseurs a croi-
sements normaux a I'infini.e. au-dessus des pointes). Par exemple, pour pouvoir donner
une décomposition de Hodge de la cohomologie singuliérd @& on doit introduire des
faisceaux cohérents a singularités logarithmiques a l'infini. Pour obtenir une compactifica-
tion lisse deM@", on utilise la théorie des immersions toroidales, s'inspirant du fait qu’au
voisinage d’une pointel/@" ressemble au quotient d’un tore par I'action d'un groupe.

Immersions toriques. Dans ce paragraphe on adopte les notations suivantes :

k corps algébriqguement clos.

S = G¢ tore algébrique suk.

X = Hom(S, Gm) = Z¢ groupe des caractéres dePouré € X on noteragt le
caractere correspondant.

X* = Hom(Gp, S) = 74 groupe des cocaracteres $lePouré* € X* on noterak -
le cocaractére correspondant.

On a un accouplement parfdit, ): X x X* — Z.

Pour tout anneau commutaiif et tout monoideQ, on noteraR[¢%; £ € Q] la R-
algebre du monoide.

On aS = Spedk[q®; £ € X]) etS = Gm ®X*.

Remarque 3.1. Sik = C on peut identifielC / Z et Gy, par 'applicatione®™ eton a :

(i) X* = 1.°P(S).

(i) X¢ = X* ® C revétement universel de

(i) § = X§&/X* = S x i Xy, 008 = X5/ X* est le sous-groupe compact maximal
deS. On appelle ord S — X, I'application déduite de la projection iy
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Définition 3.2. Une immersion torique normale (affine) 8gest une immersion ouverte
de S dans une variété (=schéma intégre de type fini, séparé suarmale (affine) munie
d’une action de§ qui étend I'action de§ sur lui-méme.

Dans la suite, on ne considérera que des cones polyédraux rationnadzesodeX
ouverts dans I'espace vectoriel qu’ils engendrent et stricts (i.e. qui ne contiennent pas de
droite) ; on abrégera ces propriétés en parlant de cones p.r.c.0.s. Un tel esirditlisse
sic N X* est engendré par une partie d'une bas& e

Théoreme 3.3([23] Chap.l, Théoréme 1’)La correspondance :
o+ S, 1= Speck[g®; £ € XN &)

donne une bijection entre 'ensemble des cones p.r.c.0 Egdet 'ensemble des immer-
sions toriques normales affines 8eDe plussS, est lisse, si et seulement si, le c@nest
lisse.

Exemple 3.4. \oici trois exemples d'immersions torique pasit= G2 :
e a1 = (1,0)R; +(0, 1) R, donneGm? < Speck[Z1, Z»]) = A
e = (1,00 Ry, donneGm? < Speck[Z1, Z2, Z;*]) = Al x G,
eo3=(1, 1R, +(1, —1) Ry, donne

Gm? <> Speak[Z1Z2, Z1, Z1Z5 1)) = Speck[Z1, Z2, Z31/(Z1Z3 — Z3)).

Proposition 3.5([23] Chap.l, Théoreme 3)SoientS,, etS,, deux immersions toriques
normales affines dé&. Alors, il existe un morphismg-équivariantS,, — Ss,, Si et
seulement s C o5.

On veut maintenant décrire le bord 8g : il est stratifié en orbites sousde points
a l'infini obtenus comme des limites “lim.o A¢«(¢)”, pour £* € X* No. De maniere
rigoureuse, pour tout* € o N X*, on définit le pointig«(0) € Sy, par:

1,si(5,6%) =0

VEe XNo, qs(kg*(o))= 0,si(E.£5) > 0

Théoreme 3.6([23] Chap.l, Théoréme 2).

(a) Soients;, &5 € o N X™. AlorsAg (0) = A¢(0), si et seulement i et&; appar-
tiennent a I'intérieur d’'une méme face de

(b) ChaquesS-orbite deS, contient un unique point du type«(0), £* € o N X*.

(c) On a une bijection entre les faces deet lesS-orbites deS,, T +— o(7).

(d) 71 C T3 si et seulement 8i(t2) C o(t1).

(e) dim(t) + dim(o(7)) =d.

Soitune face deo. Onao(r) = Spedklq®; & € XNtt])eto(r) =[], - o(r).La
strateo(7) est fermée dans, (donnée par l'idéal engendré par lestels que(g, £*) > 0
pour toutt* a l'intérieur der) et S, est ouverte dan%,. De plus les strates d contenues
dansS; sont les strates dg; .
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Définition 3.7. Un éventaildansXj, (= décomposition rationnelle partielle en cones po-
lyédraux fortement corexes), est la donnée d’'un ensemhblale cones p.r.c.o.s. dej
deux & deux disjoints, tel que pour teuk T et pour toute face deo, T € . L'éventail

est dit lisse si tout les cénes qu'il contient sont lisses.

Tout éventail peut étre raffiné en un éventail lisse, par subdivision des cénes. D’'aprées
la proposition 3.5, étant donné un éventgjlon peut recoller les,,,i = 1, 2, le long des
S:, T désignant I'intérieur d&1 N a2, et ainsi obtenir un schéma séparé, normal, intégre,
localementle type fini suik, notéSs ou Si,}. Si X est fini, Sy est une variete.

Théoreme 3.8(]23] Chap.l, Théoréme 6).

(a)L'application X +— Sy donne une bijection entre les éventailsXig et les immer-
sions toriques normales dg

(b) L'applicationo +— S, donne une bijection entre les facest les ouverts affines
S-invariants deSy.

(c) L'applicationo + O° :=I'unique orbite fermée de,;, est une bijection entre les
faceso et lesS-orbites deSy. De plust C 7, si et seulement sQ° C OT.

Proposition 3.9([23] Chap.l, Théorémes 7 et 8poientSy et Sy deux immersions to-
riques normales de§. Alors, il existe un morphismé&-équivariantSy — Sy, si et
seulement si¥ c X’. De plus la flecheSy — Sx/ est propre, si et seulement si,

UUEE o= erE’ 0.

Remarque 3.10.Si k est un anneau (en particulier /si= Z) la construction qui &
associeSy reste inchangée. En revanche, on n’obtient pas toutes les immersions toriques
de cette maniére-la.

Carte locale pour une pointe deM?". Soit unel'-pointe€ = yoo. On a vu dans la
partie 2 qu'un systéme de voisinages @alansM?a" est donné, pouH > 0, par les
Bre\yWn = o5\ Dy u,00D, g =y Ty NUr\ Wy = X*\ Wy et ol l'action
deog surD, y est donnée paiu,€) - z = ¢ u?e)z + ¢ (ué; ) (voir le paragraphe qui
précéde la définition 2.11).

Notons qu'avec les notations de la remarque 3 = F ® R,

Se <« ¢(XI\FQRC, Se. — FOR/p(X*) etord: p(X*)\F®C — F @ R est
q q
I'application “partie imaginaire”. On a aus’i* \ Hr = ord 1 ((F @ R),) et X*\ Wy =

ord {y e (FO®R); | [,y > H}
Lexponentielle donne une injectian: D, g — Se et l'action deog s'étend en une

action sur le tore complexg = G, @ X* par(u, €) - g, = quéqé‘* .
L'action deog sur Se tout entier, nest pas libre ('élément unité dg est fixe par
cette action). Un autre probléme est posé par le centog de

-2
og)z={(u,e) €ople=u""}.
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Lemme 3.11. (i) Le groupeoéZ agit trivialement surSe.

(i) Sous I'hypothéseNT) og/aaz agit librement et discontinuement sgfD,, ).

Un calcul direct montre que si= u =2, alorsg; . € X*, d’ou le (i). Le (ii) découle du
fait que sous I'hypothes@NT) ona—1 ¢ og. O

On veut ajouter 8¢ une frontiére analytiqué de fagcon que I'action d@é/og,z surSe
se prolonge en une action libre et discontinuegsulors le quotient pas ; de 'adhérence
q(D, p) deq(D, y) dansSe U & sera notre carte locale pour la compactification de la
pointeC.

Pour ce faire on considére un éventaff deXi . = {0} U (F ® R)4 qui est complet
(i.e. tel queU,.x 0 = Xj ), stable pour I'action de* et qui contient un nombre
fini d’éléments modulo cette action. L'existence d’'une telle décomposition découle du
théoréme des unités de Dirichlet® = Z¢~1). En effet, il suffit de décomposer en
cellulesg(X*) N{y € X, | [, yr = Mingex=\0 NE*)} <e;—p 71 et prendre

chaque cellule comme base d’'un céne.

Soit Se — Sye I'immersion torique correspondante, avec action équivariante‘de
Soit& = Sse \ Se.

Quitte a raffiner notre décomposition (en subdivisant un cone et subdivisant les autres
cdnes de maniére* - équivariante) on peut toujours supposee lisse.

Soitg (D, ) 'adhérence dg (D, p) dansSsc. On voit alors aisement que

Proposition 3.12. (i) On ag (D, x) = qg(Dy g) U E.
(i) Le groupeo, , agit trivialement suig (D, 7). Le groupeog /o , agit librement
et discontinument suy(Dy, g).

L'espace analytique; \ ¢(D,, y) est la carte de la point€. Pour compactifier la
pointeC on recolleM®"eto; \ ¢(D,, y) le long deos \ D, .

Recollement et compactification analytique. Soit Man = ME" la variété analytique
complexe obtenue, par la construction du paragraphe précédent, en recaidhies

cartes locales pour toutes IEspointes. Dans la suite nous écrirons jusféh, bien que
tout dépend des éventaiiz®.

Proposition 3.13. M2 est une variété analytique complexe normale propre, contenant
M3 comme sous-variété ouverte dense. Elle est lisse si tous les événtaitnt lisses.

On a un morphisme de variétés analytigues Ma" — M2 qui est un isomorphisme
au-dessus deza".

DémonstrationPour démontrer la propreté 21 nous utiliserons le critére de compacité
séquentielle. Soit une suite de poinise Man, CommeM?a" est ouvert dense dangan,

il suffit de considérer le cas at) € M2" (argument d’extraction diagonale). Puisque I'on
sait déja quel @™ est compact, on peut supposer que la switej) converge vers une
pointe © de M3, Dans ce cas, poyr assez grand;; appartient 3, y. Commex®
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posséde un nombre fini de cones modulo I'action flgon peut supposer qu'il existe un
cénes € =€, tel que pour touy, q(z;) appartient #e ;.

Montrons alors qu'il existe une suite extraite de la sgitg ) qui converge vers un point
de Se,». Considérons la suite; = ord(¢(z;)) € 0. Onay; . > 0etlim;_ o [[, yj- =
oo. Si 'on décompose leg; dans une base de, on trouve aisément gu’au moins une
coordonné tend versoo. D’apreés la description de la topologie 8¢, donnée dans [1],

il est clair que I'on peut extraire dg(z;) une sous-suite convergente daps, . O

4 Variétés et formes de Hilbert arithmétiques

L'espace de modules de Hilbert—Blumenthal. Soitc un idéal deF’, muni de sa positivité
naturellec; = ¢N (F ® R);. PosonsA = N(on) = Ar N(n).

On a un foncteur contravariam® (resp..m) de la catégorie d%[ﬁ]-schémas vers
celle des ensembles, qui a un schéfrassocie I'ensemble des quadruplets:, A, «)/S
(resp.(A, ¢, A, «)/S) modulo isomorphisme, o4, ¢) est une VAHB de dimension relative
d, } est une-polarisation (respy est un classe depolarisations ; voir Déf.2.3) sut et
o : (0/n)(1) — A[n] est uneu,-structure de niveau.

Théoréme 4.1([29], [37]). Le foncteutm? estreprésentable par un schéma quasi-projec-
tif M1 surZ[ﬁ] muni d’'un quadruplet universél4, ¢, A, ). Le schéma? est lisse

au-dessus d&[+]. De plusM*(C) = M3 et doncM* est géométriquement connexe.

Soit f : A — M? la projection canonique. On poge = w4 1 = f*Qi/Ml
et Hiz = Hgg(A/MY) = RMf.Q% 1. Au-dessus d&[+] on a localement pour la
topologie de Zariskio = 0 ® @1 et Hiz = Lo ® Oy1, 0ULo = 0 @ ¢*.

Corollaire 4.2. Le foncteurM admet un schéma de modules grossiersur Z[ﬁ]

guasi-projectif et lisse au-dessus m%]. Le schémaVl est le quotient dé/* par le
groupe finio}; /(o}, N 0X?) qui agit proprement et librement par

[€]: (A, 1, a)/S > (A, L, er, a)/S.

Il est important de noter pour la suite que les automorphigeiede M1 définis dans le
corollaire se prolongent en une action du grougq/(o;;+ N 0?) sur les fibrésy et
Hin. L'action surw est donnée par la formule— € ~Y/?[¢]*s, ous est une section de.
L'action sur](’(}R vient de celle sur le compIefo*Q:MMl. Ces actions sont définis sur
I'anneau des entiers du corps de nomhiés= F(\/€, € € op;,).

Par quotient, on peut définir des fibrés encore natés Jt’(}R sur M. Au-dessus de
Z[%] on aencore localement pour la topologie de Zarisk 0 Q@ Oy etJf(}R = Lo®0Oy,
oULg=o0®c*.

Pour chaquex € ¢, on noteL,, le faisceau inversible ample su obtenu comme
image inverse du fibré de Poincaré suiix A’ par le morphismeid 4, A o (id4 ® w)).
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Formes modulaires de Hilbert arithmétiques. Considérons le schéma en groufigs=
Res, G, qui est un modele entier du tofe* = Re% Gm. Cen’estun tore que sm[A—lF]
comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 4.3. Soit F = Q(+/D), avecD = 3 (mod 4 sans facteurs carrés. Alofs =
SpecZ[ X, Y][p_l—mz]) et pourp > 2 premier on a 73(F),) = F x F, si (%) =1;

TA(F,) = F%, si (g) — —1;71(F,) = F} xF}, si (%) =0.

On suppose désormais # Q et on se place au-dessus ﬁe%]. Considérons le
faiscea)t = Isom, g, (0 ® Oum, @). C’est un7p-torseur Zariski suM.

CommeT est affine suM, le faisceadlt est représentable par un schéfmadt — M
(voir [26] IIl.4 Théoréme 4.3). En particulier on a un isomorphismeﬁz Mm=m A>; M,

(t,x) — (tx, x).

Sur le schéma de modules fifit le schéma correspondahni! représente le foncteur :
Mt : Z[£1-Sch — Ens, qui & urZ[+]-schémas associe 'ensemble des quintuplets
(A, , A, a, ) modulo isomorphisme, o{H, ¢, A, «) est une VAHB, comme plus haut, et
ol w est un isomorphisme defibrés inversibles : 0 ® O = w. La fléeche d’oubli fait
deM?! un faisceau Zariski suv?.

Pour la définition de I'espace des formes modulaires de Hilbert, nous suivons de prés
le paragraphe 6.8 dans [30], rédigé par P. Deligne.

Soitk € Z[Jr] = X (1) un poids et soif”’ un corps de nombres, contendtit ainsi
que les valeurs du caractere F* — C*.

Si D = Gn, on peut prendre, par exemplg, = Q etk = kr (poids paralléle), ou
bien F’ = F9 x ¢ Z[JF] poids quelconque.

Soit@’ 'anneau des entiers d&. Le morphisme de groupes aIgébriquesRe% Gm—

Re% Gm, se prolonge en un morphisme Ré&, — Reg Gm, qui équivaut (par la for-
mule d’adjonction) aun morphisme de groupes algébriqued’ses, Gy, x Spec®’) —
Gm x Spec®’), noté encore.

Pour toutZ[ + ]-schémal’, on poseY’ = Y x Spe¢®’[+1). On a ainsi ury;-torseur
ff M — M'. Le tore déploy€r; agit sur f,Ogy ; la composante-«-isotypique
(fiOgn)[—«] est un faisceau inversible si’, notéw*.

Définition 4.4. 1) Soit R une Z[%]-algébre. On définit 'espac€&(c, n; R)%9°™M des

Y

formes modulaire de Hilbert de niveall et a coefficients dansk, comme
0
HY (M X specz 1)) SpecRr), Ogn).
2) SoitR une@/[%]—algébre. Une forme modulaire de Hilbert arithmétique de poids
«, de nivead" et a coefficients dang, est une section globale dé& sur M X Speazi 11)
SpecR). On noteG (¢, n; R)9°™ .= HO(p X speez L)) SpecR), o) 'espace de ces
formes modulaire de Hilbert.

Remarque 4.5.1) Le faisceaw’ (r = Y_ r) n'est autre que le faisceaufw = det(w)
surM, etwk’ - sa puissanck-iéme. Les formes modulaires de Hilbert de poids paralléle
k > 1, s'écrivent don, (¢, n)989M = HO(M, (A% w)®¥).
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2) Le torseult n’est pas trivial, car sinon pour tokt> 1 (A%w)®* serait le fibré
trivial sur M, et & fortiori surM2". Or, par le principe de Koecher®ya" 9 yan) =
HO(man, O30 = C, ce qui contredirait I'existence de formes modulaires de Hilbert
cuspidales non-nulles en poikls

3)SiF' > F%9 on a7, := 71 x Spe¢¥’[+]) = Gm’* x Spe¢®’[1]) et par le
théoréme de diagonalisabilité des tores [21], on a :

flOm = P o, HW 0m)= @ HWM, .

keX(T1) keX(T1)

Par ailleurs, I'action de permet de décomposer = Lie(A'/M')Y = 0 ® Oy en
somme directe de fibrés inversibles sur M’, indexés par les différents plongements
deo dans®’. On aw* = ("),

4) SiR est une@[%]-algébre, aved’ D F% ona:

Gle,n; B = P Gile,n; RN

keX(T1)

Constructions de fibrés automorphes.Dans la partie 2 on a introduit les formes mo-
dulaires de Hilbert classiques comme des sections globales de certains fibrés de formes
différentielles holomorphes si@". Dans ce paragraphe nous donnons des constructions
de fibrés suM@" et M, a partir de représentations de certains groupes. Ces fibrés serviront
a redéfinir et étudier les formes modulaires de Hilbert arithmétiques.

Soit un poids algébrique etn, m € Z[Jr] comme dans la définition 2.12. On notera
V,, la représentation algébrique dedonnée par

Vi = ) Syt @ Det"* . (6)

telrp

o Considérons le revétement univergel$r — M3 Il est bien connu que I'on a une
équivalence de catégories entre les représentationsdedesk -vectoriels de dimension
finie, qui sont triviales sur le centre, et les systemes locauk aectorielsV2" sur Ma",
qui a unk -vectoriel de dimension fini& muni d'une telle action d€ associe le systeme
local V3" des sections continues @e\(H x V) — M3 (V étant muni de la topologie
discréte).

Définition 4.6. On noteV3" le systéme local associé a représentatipn

__e Une autre construction de fibrés est donnée par la tour promodﬂ?éir@ Mg, ou
Mg = limproj M(c, nr)g. On a une suite exacte

r>1
1 — m1 (Mg, x)™4980M s 71 (Mg, x)™¢ = Gal(Mg/Mg) — GalQ®/ Q) — 1.

De plus, le grouper1 (Mg, x)™°d est un sous-groupe ouvert de &B) ; la projection sur
la p-composante fournit un morphisme continu canonique

m1(Mg, x)™ = GLa(0 ® Z,).
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On a donc un foncteur de la catégorie des représentations algébrigGesets celle
des faisceaux lisses sif. Ce foncteur associe a la représentatiofe faisceauV des
sections continues de (Mg, x)M™%\ (Mg x V) — M.

Définition 4.7. On noteV,, le faisceau lisse suvlg associé &,.

e Dans le cadre arithmétique le revétement univefgeldde la premiére construction

T/
est remplacé par le torsed’ — M’ du paragraphe précédent. On a un foncteur de la
catégorie des représentations aIgébrique@’cﬂ%]-schéma en groupey, vers celle des
fibrés décomposables en fibrés inversiblesMurqui a Wy associe le produit contracté
rj«/
M x W1 =: Wi, défini comme le quotient par la relation d’équivaleres, w) ~
(m, tw) pourm € M, t € T{ etw € Wy.

Remarque 4.8. Pour chaque € Z[Jr] = X (71), notonsWy . la (W[%]-représentation
de 7 associée &. On aWy, = ™. On peut ainsi redéfiniG, (c, n)9°™ comme
HO(M', W1 ).

e On suppose qu® a un modele entieD surZ[A—lp] (c’est le cas poubD = G, ou
Re% Gm). Rappelons que le-fibré projectif de rang deuﬂc}R = le*QjA,/M, est muni
d’un accouplement parfait symplectiqudinéaire associé au choix d'un représentant
de la classe de-polarisations universelle = o, - . On définit alors leD-torseur

My = Isome, (0 ® Ou. Age, Hir)

au-dessus d&, dont lesS-points sont ceux de ISogRo,, (0Q Oy, /\§®(9M
via A un élément deD (Os) dans(o ® Os)*.

e On choisit pour modéle entier du tore maximal standad# B le schéma en groupes

T = 71 x O. On en déduit un modele entier dedontJ est tore maximal standard via

u-¢ 0

0 u"

o-fibré #3z muni de la filtration de Hodge

HJr) induisant

(u,€) € 7 — 1 ) On va définir ung’-torseurdt’y £ M araide du

0= w— Hig— 0’ @ =0

SoitLp = o @ ¢*. On munitLy ® O, de la filtration canonique a deux crans as-
sociée aB’ : 0 C ¢* ® Oy C Lo ® Oyp. On définit alorsdit; comme le produit
fibré de Isorﬂ'@)(ow (Lo® O, H3p) et Isonf@)@w (0® Oy, /\§®0M/ Hiz) au-dessus de
IS0Myg0,, (0 ® Opr, Aoge, , Hir)- C'est unB’-torseur su’.

Il définit un foncteurFg de la catégorie des représentations algébrique@/ﬂﬁ]—
schéma en groupeB’ vers celle des fibrés sud’ qui sont des extensions successives

!

8
de fibrés inversibles. Il est donné par le produit contradté : - 'V := My x V,
(c’est-a-dire le quotient par la relatiamb, v) ~ (m, bv), pourm € My, b € B’ et
vev).

Définition 4.9. On noteV, le fibré filtré surM’ image deV, parFg'.
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o Si W est une@/[%]—représentation du torg’ (sur un(ﬂ%]—module libre de type
fini) on peut la voir comme une représentation®le en faisant agir le radical unipotent
U’ trivialement. Le foncteufF g associe & un fibré'w décomposable en somme directe
de fibrés inversibles.

On pourrait également construité a I'aide dug’-torseurdt’ x y; N, .

Définition 4.10. Soientn, m € Z[Jr] etc € Z tels quen + 2m = ct. Soit W, . la
représentation irréductible d&’, donnée par le caractere
(u,€) € 7 x D' > u"e™.
On noteW, . le fibré inversible suM’ image dew, . par le foncteutF .

e Considérons le modeéle entigrde G surZ[A—lF] par
g = Re&% GL2 XRe%Gm£~

On introduit pour finir urg/-torseumig %, m avaide deFir = R' Q2% muni
de sa connexion de Gauss—Manin qui est intégrable. Plus précisément, olh.g&idit,
de la connexion plate I¢) d et on pose

5= Isomf’wM, (Lo ® Opr, Hi).

Il définit un foncteur¥y, de la catégorie des représentations algébrique@’ﬁ%]-
schéma en groupés vers celle des fibrés s’ munis d’'une connexion intégrable. Il est

donné par le produit contractd:  +— VY := zmjg x V, (c’est-a-dire le quotient par
la relation(mg, v) ~ (m, gv), pourm € im’g geg etveV).

Définition 4.11. On notevnV le fibré a connexion suv” image deV,, par le foncteutry .

Pour unw’[%]—représentation algébriquede G, on peut comparey®", V, v et vV
comme suit

Proposition 4.12. 1) SurM’, onaV = VV et
2) SurM@, onaV ®,, Ouan = VA"QO yan et VA"Q Z, = (V)3

Pour la démonstration de ce résultat, voir [27] Sect.5.2.2, lemme 9.

5 Compactifications arithmétiques de la variété de Hilbert

Dans cette partie nous énoncons le résultat principal de [7] en conservant les notations de
cette référence. En particulier, nous utiliserons la notioRie1)-composant® (Déf.3.2
de [7]) a qui sont associés les objets suivants : des idéablxa = bc, X = cbb’; une
racine de l'unité;e d’ordre I'exposaniz du groupeb’/b; des groupes d’unités;, og,

X X . X X X X
06105 1 des sous-groupdde = o@/o@, He 1= 06,1/06,1 du groupeZ /nZ)*.
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De fagon imprécise mais suggestive, on peut penser aRine®-composante comme
a une orbite sous le groupe de Galois d'@Ren)-pointe {oc. cit. pour plus de détails).

Définition 5.1. Un éventaill’-admissibleX = (£€)¢ est la donnée pour chaqug, n)-
composante® d’un éventail comple®® de X* , stable paw; et contenant un nombre

fini d’éléments modulo cette action, de sorte que les données soient compatibles aux
isomorphismes dér, n)-composante® = ¢’.

On se fixe un éventail lisse-admissiblex = (=€)e.

Soit Re = Z[g%; € € X]. SoitSe = Spe¢Re) = Gm ®X* le tore surZ de groupe
des caractéreX = cbb’.

Soit Se — Sxe, 'immersion torique associée. On rappelle qu’elle est obtenue en
recollant, pourr € ¢, les immersions toriques affindg < Se , = SpecRe,»), OU
Re.o =ZIg*: & € X N5]. SoitS] . le complété deSe , le long deS := Se.» \ Se et
S5 le complété deSyc le long desSy := Sxe \ Se.

Posonse , = Spec¢R) ) etSy , = Se x Seo = SPECR) , ®re, R).Sio’ C o,

’ ’ Se.o ’ ‘

on a une flech€e ,» — Se.o-

Le théoreme suivant est une variante pour le grobpes théoremes de Rapoport
[30], et Chai [3]; les modifications nécessaires pour son énoncé et sa démonstration sont
données dans [7].

Théoréme 5.2.SoitY = {=€}e un éventail-admissible lisse.
(i) Il existe unZ[ﬁ]-schéma propréd = My lisse au-dessus %[%], une immer-
sion ouvertej : M < M et un isomorphisme de schémas formels

¢: [ (Spe/0s) x SPe€Zihs, teltle) — M",
(R,n)—composantes~

ouM” estle complété formel d¥ le long du diviseur & croisements normaux a infini
M\ M.

(i) Il existe un unique schéma en groupes semi-abéfien — M1 qui prolonge
la VAHB universellef : A — M. Ce schéma en groupes est muni d’une action de
au-dessus daf! prolongeant celle sus. C’est un tore au-dessus dél \ M.

(iii) On a un isomorphisme de Kodaira—Spencer logarithmique :

Qm(dlog OO) E Q@/m ®0®(9m (Q@/m ®0 Dc_l)’

en notank : M1 — & la section unité déf. En outrew 37
)® des&-invariants def ,Q

e
OUWg 371 = € L 3t

coincide avec le faisceayf , 2

& /ML &/ M1

(iv) Le Z[ﬁ]—schéma
1x : 1kt
M = PrOJZ[N(ln)] (@kzor(M ,Qqﬁ/m > >

est indépendant du choix de. Le morphisme canonique : M - MY est surjectif
et équivariant pour I'action du groupe finiy, /(0}, N 03?). Le quotient deV’* pour



Variétés et formes modulaires de Hilbert arithmétiques pau, n) 575

cette action est un schéma projectif, normal, de type fini, W6tél_a restriction aM de la
surjection canoniquer : M — M* induit un isomorphisme sur un ouvert denseme,
noté encore\.

(v) Le schéma/*\ M est fini et étale suZ[ﬁ] et il estisomorphe a :

[1 SpeeZl k. tel™e).

(R,n)—composantes~

Les composantes connexesWli&\ M sont appelées les pointes #le Cependant celles-ci
ne sont des points fermés que pour(&sn)-composantes non-ramifiées.

(vi) La complétion formelle d&f le long de I'image réciproque ~1(€) d’'une (R, n)-
composante non-ramifié®, est canoniquement isomorphe a

Pour le (iii), on voit localement en passant aux variétés de Tate au voisinage de chaque
pointe que la fleche de Kodaira—Spencer induit un isomorphisme.

6 Compactifications toroidales des variétés de Kuga—Sato

Dans toute cette partie, on se limite au cas du groupe de niveaD = Gn,) et donc
M3 = M1a" de sorte quliy a une VAHB analytique universellg” — M3,

La variété analytique de Kuga—Satd"* est définie comme le produit fibséfois de
A2" au-dessus da/2". Soit M2a" une compactification toroidale dé¢2", comme dans la
partie précédente. On note de mégiide produit fibrés fois de® par lui-méme au-dessus
de Man, On veut compactifiest?™s en une variété analytiqua2™s projective lisse au-
dessus de/2" de maniére a ce que le schéma semi-abéitapére naturellement dessus,
en prolongeant I'action par translation d8™* sur elle-méme. Le caractere naturel de ce
prolongement sera détaillé dans I'énoncé du théoréme 6.4 plus bas.

Nous procéderons en effectuant des compactifications partielles de chaque pointe a
l'aide d'immersions toroidales, puis en recollant ces derniéres on obtiendra la compacti-
fication cherchée.

Sion pose(Aan Y =y Ty N Br \(Wy x (F ® C)*)/(b & a*)*, la description de
la VAHB au v0|smage de la point@ = y oo, faite dans la partie 2, donne :

(A2 <—— X*\(Wy x (F @ C)')/(b ® 0%)'> (G ®X* x (Gm ®a*)*)/b*

i ooy ¥ |

1FymBR\WH<—X*\WH =D, j——> GnRX* =: Se
ou on rappelle que = bc et X = cbb’.

Le groupeb® x o (produit semi-direct donné pdps, ..., Bs; (u, €))(B1. ..., By
W', €)) = (Br+Bute ..., B+ piu"te L (uu', e€’))) agita gauche sur’ x (a*)*,
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ainsi que sufF ® R). x (F ® R)*, par:
(Biv - Bss u, ©) - (qi la, ..., 1) = (uPeq, uly + uPeqpPu, . .., uly + u®eqpy)

Notons que cette action est bien définie, Kdb C a*.

On aimerait ajouter & X™* x (G ®a*)® une frontiére analytiqué au dessus
de la frontiére analytiqué de Se et sur laquelleb® x o agit discontinument et de
maniére compatible avec I'action dg suré&. Le quotient pab® x o de I'adhérence de
q(Dy ) x (Gm®a*)* dansGm ®X* x (Gm ®a*)* U F serait alors la compactification
partielle de la point& (voir la partie 3).

Le probleme se traduit en le probléeme combinatoire suivant :

Soit un éventail compleE de Xi , = {0} U R";JF, stable pour I'action de’ et qui
contient un nombre fini d’éléments modulo cette action. Trouver un éventail coplet
de Xﬂ*H x (ap)’ stable pour I'action dé* x o, contenant un nombre fini d’éléments
modulo cette action et tel que la projection de chafes surXg , soitundesr € X.

Soit &5 un elément deX’ de norme minimale. Soiy, ..., ;1 une base de*?
et posonsll = {[[;,c;& | I C {1,...,d — 1}}. Alors 'ensembleX des intérieurs
des(),cy Ry Convicri(ueéy), avecU décrivant les sous-ensembles finisod@, est un
éventail completd&y, _ , stable pour I'action de* et contenant un nombre fini d’éléments
modulo cette action.

Soit e, ..., e une base dé et posonsll’ = {Y,_,¢® | I C {1,...,d}}.

Considérons I'ensemblE” des cones fermés suivants :

avecB = (u; B1, ..., Bs) décrivant(o™ /{£1}) x b*.

Il ne suffit pas de prendre les intérieurs des intersections finies de tels cones pour
obtenir I'éventail cherch&, carl'intersection de deux cones d&’ n’est pas forcément
une face de chacuependant, on n’en est pas loin, car une face donnée d’un cané de
ne rencontre qu’un nombre fini parmi les autres cones. De ce fait :

1) si on découpe un des cones H& (en prenant par exemple un point rationnel a
l'intérieur, bien que cela ne soit pas forcément nécessaire) de fagcon que les autres cénes
intersectent les nouveaux cones ainsi obtenus en des faces de ces-derniers, et

2) si on découpe les autres cbnes en conséquence, en translatant le découpage du 1)
par le groupe® < o7,

alors on obtiendra un nouvel ensemble de cbnes fefmé|s|i sera plus fin quéNJ” et
dans lequel l'intersection de deux cones sera une face de chacun.

L'ensembleX des intérieurs des intersections finies de conexdsera alors un
éventail complet d&j, | x (aj)* stable pour I'action dé* x o7, contenant un nombre

fini d’éléments modulo cette action et tel que la projection de chaq}JéNJ Sur(FQR)4
soitun desr € X. O

Quitte a raffiners, on pourra le supposer lisse.

Par la méme méthode que dans la partie 3 on obtient alors une compactification lisse
de la forme voulue det2"*. L'énoncé précis sera donné plus tard dans cette partie, dans
le cas arithmétique (le cas analytique en découle par les arguments habituels).
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Compactifications arithmétiques des variétés de Kuga—SatoOn rappelle que dans
cette partie, on se limite au cas du schéma de moduleg fin M1, de sorte qu'il existe
une VAHB universelleA — M par le Théoreme 4.1. Sof un éventaill’-admissible
etM — My = M < D la compactification toroidale associée, avedaliviseur a
croisements normaux.

Pour chaque entier > 1 on définit la variété de Kuga—Sat’ = A x ... x 4 (s-
fois), qui est munie d’'un morphisme projectif lisge: A° — M. MM

Le but est de construire (en s'inspirant de [11]) des compactifications toroigfates
A5 = AL < E, avecE diviseur a croisements normaux relatif, au-dessus des compac-
tifications toroidales d&/. En d’autres termes on veut obtenir un diagramme :

ASC AT °E
TR
MC M, °D
~ )
SLEWARI)

avec f; semi-stable et projectif.

Limportance de I'existence d’une varié#®® — M pour chaque valeur de I'entier
apparaitra clairement dans la section sur la théorie de Hodge. Pour démontrer le théoréme
de dégénérescence de la suite spectrale BGG duale vers de Rham, on doit en effet recourir,
suivant [11], VI.5.5, au théoréme de Deligne de dégénérescence de la suite spectrale de
Hodge vers de Rham pouff : A5 — M.

L'éventail considéré dans la partie précédente pour la compactification analytique ne
peut pas étre réutilisé ici, car la méthode de [11] utilise des éventails munis d’'une fonction
de polarisation. On utilise la décomposition de Voronoi—Delaunay, qui est naturellement
munie d’'une fonction de polarisation (voir aussi [24]).

Données de dégénérescence.

Définition 6.1. Soienta etb deux idéaux de tels queab™! = ¢. Des données de dégé-
nérescence, pour la variété de Kuga—Sato consistent en :

— (polarisation) des morphismedinéairesp; : b — a, 1 <i <.

— (fleche tautologique) une forme bilinéaire b x a — Z telle que pour tout: € o,
a €aetp e bonaitb(mB,a) = b(B, ma) et telle pour tout 1< i < s I'application
b(-, ¢; (-)) soit une forme bilinéaire définie positive sur

Soit€ une(R, n)-pointe, donnée par un réseade F2, une suite exacte demodules
0 - a* - L — b — 0 et une application-linéaire injectivea : n~01/o71 —
n~1L/L. On associe & lidéal X = ab’ > ab (voir [7] section 3). A chaque
(§*, (mi)1<i<s) € X% x ¢, on peut associer des données de dégénéresgeneep,,
etb = bgx, définies par : pourtowt € a, B e betl<i <s ¢(B) = wp et
b(B,a) =TreE*ap).
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On poseCy = X7 etar = C4 x (a%)°. Le groupeb® x o agit a gauche SLEJr (de
méme que dans (1) le grouped ¢*) x I' agit surHr x (F ® C)) par

u,e)(q; la, ..., L) = (uleq; uly, ..., uly)

Fonctions de polarisation. Le but est de construire :

e Un éventailx® deCr + qui esto™-admissible.

e Un éventailx® de Cr . qui estb® x o*-admissible et tel que pour toute ¢, il
existes € X tel que pi () C o. Side plus cette inclusion est une égalité I'éventail sera
dit équidimensionnel

e Unefonction de supporsur £€, i.e. une fonctiory : C@+ — Q qui est continue,
convexegntiére suX™ x (a*)* linéaire sur chaque € se (donc linéaire par morceaux),
b® x o*-invariante et telle que pour tout> 0 (1) = Ap(-).

Si de plusg est strictement carexe au-dessus de chaque € € (i.e. pour tout
T € ¢, ilexistes € ¢, n e Netl* € X x a* tels que

~ o~

t={I=(q.)eCy|qeo np()=(I*1)),
alorsg est appelée urfenction de polarisation

Décomposition de Voronoi—-Delaunay. Fixons une(R, n)-pointe C, ainsi que deg,; €
¢y, 1<i <s.0naainsides polarisatiogs = ¢,,, 1 <i <s.
Pour tout choix dg8 = (8i)1<i<s € b*, on définit une fonction :

% Cov = Q. (g1, ... ) > Y by(Bii di(B)) + 2i(i (Bi)).

1<i<s

L'application x4 est la composée de

q,l1,....15) — Z quiB? + 2111 B

1<i<s

avec I'application trace Tyq : F — Q.
On pose pour_ (g, =(1,....1)) € CQ+

/) = min l,
0] ﬂebsx,s( )
L'applicationg est 1tordue au sens de [11], car pour tofite b* on a
p(B-(q.D)) = mlnx/s/(q I +4qp) = mlnXﬂ-ﬁ-ﬂ’(Q D= xpq.) =00 — xpD
Pouro € X fixé et®® C b* un sous-ensemble fini on définit :

o =1l=(q)eCilgeo, ¥BeB xs) = o))

Proposition 6.2. L’eventall T = {5} est un éventail complét x o*— admissible,
équidimensionnel d€Jr et ¢ est une fonction de polarisatiofrtordue. Il existe une
subdivision lisse d&, muni d’une polarisatiort-tordue, pour un certaitt > 1.
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On se propose de calculer l'action sfex o™ sur I'éventail .
Pourg € b® on axg(q,l) = ¢(gq.1), si et seulement si pour toye € b* on a
Xxp+e(q@, 1) — xp(q, 1) =Trgqle(2 + q(2B + e))p) = 0. On en déduit

o8 ={(g.)) € Cy | g €0, VBB, Ve b® Trygle(2 +q(28+e)Hp) = 0},
Pour toutu € 0* ona
u-tom = {(Pq,ul) e Cy | g €, VB € B, Ye € b° Trpgle(2 +q(28 + €))u) = 0}
= {(uzq, ul) € 5+ | uzq € uza,
VB, ¥e Trpyg(ute(ul + uq(2u™p + u=te)u) > 0}
= T25,u—1B-
Siyeb‘ona

y-Tom =1{(q,l +qy) € Cilqeo,
VB e B, Yeeb® Trpge(2+q@2B+e)u) =0}

={(q.1 —29y) e Cy4 | g €0,
VB, Ve Trre(2( +qy) +q2(B —y) +e))u) > 0}

= T5,B-y-

Le diagramme suivant décrit I'action @& x o* sur 'éventail<.

RZ

To,B Tu26,u—158
i/'y i/yu_l:u-y
U
To,B—y ———————> U2ou1B8—u-1y

Modéles relativement complets faibles.On introduit la notion denodéles relativement
complets faibles polarisédans le cas totalement dégénéré qui nous intéresse (voir [11]
VI.1.7, ainsi que la partie 2 de [28]).

Soit R un anneau excellent, intégralement clos, noethérien, complet pour la topologie
I-adique, pour un idéal radici¢l = +/1. Soit K le corps des fractions dR. Soit S =
SpecR), n son point générique &h = SpecR/1) le sous-schéma fermé défini plar

Considérons le tore déploy@ = (G, ® a*)* x § = Spe¢R[X*; « € a]) surS.

Un ensemble de périodé$ c G(K) équivaut a la donnée d'une application bilinéaire
non-dégénérée’ x a* — K*, (8, a) — X*(B). Une polarisation sur I'ensemble des
périodesh® est la donnée d’'un homomorphismdinéaire¢ : b° — af, tel que :

(i) X2®B (g") = %2 (B), pour touts, g € b°,

(i) X2®)(B) e I, pour toutg € b* \{0}.

Définition 6.3. Unmodele relativement completfaible polardm?, par rapport &b*, ¢),
est la donnée des éléments suivants :

(@ Un schema intégr@, localement de type fini suR, dont la fibre générique est
isomorphe & .
(b) Un faisceau inversiblet sur P.
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(c) Une action du tore; sur (13, f), étendant I'action par translation sur la fibre
geénerique et son faisceau structural. On note cette agtio® — P, Sy : L — L, pour

tout point fonctorielg de G.

(d) Une action dé* sur (P £) noteeT,g P—>P etT* : £ — £, étendant 'action
deb* suan par translation (vid* C G(K)).

satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Il existe un ouverG-invariant/ c P de type fini susS ettel queP = Ugcps Tp(U).

(i) £ est ample SuP, au sens que les compléments des lieux des zéros des sections
gIobaIesF(P £®") n > 1, forment une base de la topologie de Zariskitle

(iii ) Pour toute valuation sur R(G) (le corps des fonctions rationnelles :ﬁl), qui
est positive suR, on a:
v aducentre suP <= pourtoutx € o, il existe8 € b* avecv(X*(B)X*) > 0.

L'intérét des modéles relativement complets faibles pola(igésf) est qu’en suivant

les fleches du diagrammei; complétion

0

quotient formel pab*

P<—‘J3

algébrisation

-~

I'on peut construire “le quotient(P, .L) de(ﬁ, L) par le groupe des périodés. Nous
allons utiliser cette construction dans le théoréme suivant.

Enoncé du théoréme. Soientu; € ¢, 1 <i < 5. SOItA® = A Xy ... XM A. Soit

T = (£%)e un éventail complet et lisse @& ;- qui esto*-admissible et solE = (X¢)e
éventail complet et lisse d&r 1 qui estb® x o*-admissible, équidimensionnel au-dessus
de X et muni d’une fonction de polarisatigatordueg.

Théoreme 6.4. 11 existe unZ[ﬁ]-schémaﬁ = A% propre (et méme projectif) sur
M = My, muni d'un faisceau inversible ampletel que :

(i) A%y = A est la variété de Kuga—Sato universelle au-dessugfdet L] .4
s'identifie avec la puissance tensoriedgéme du faisceau inversible ampigpri L, ,
oupourl <i <s,pr; : A° — A désigne la-iéme projection eif,,, désigne le faisceau
ample inversible canonique sut, obtenu par pull-back du faisceau de Poincaré par le
morphismgid 4, A o (id 4 ® w;)).

(i) A* posséde une stratification naturelle paramétrée Ba(b® x 0%).

(ii ) Le schéma4® est lisse su%[%] etAs \ A estun diviseur & croisements normaux
relatif sur M. Le morphismef; : A5 — M est semi-stable.

Supposons que pour toaite T, il exister € X tel ques x {0} = . Alors :

(iv) Le schéma semi-abélig®* est contenu comme ouvert dense danset la res-
triction de £ a &* coincide, comme dans (€ avec la puissance tensorielkeieme du

faisceau inversible ample canoniq@gpr? £, . De plus®® — M agit sur.A* en prolon-
geant I'action deA® sur lui-méme par translation.

(v) Le falsceamis/M (dlogoo) est isomorphe EQTS*(QWMEBS).
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(vi) Pour tout couple d’entiers, b > 0, on a des isomorphismes canoniques

b u b
R"E*< A\ Q%/M(dlogoo)) = N@ @y % © N\ n®

Dans le reste de l'article on abrég@%/ﬁ(dlog OOW/M) en Q%/M(dlog o).
Remarque 6.5. La canonicité des isomorphismes @&) montre en particulier que les

faisceauxR® f;, \” QL 37(dlogoo) sont :

1) indépendants du choix de la compactification toroidalgtiehoisie,
2) munis d’'une action naturelle @& et deo,
3) localement libres sub; ® o.

Démonstration du théoreme. On construitP = AS en suivant les étapes de [11] VI.1:
Pour chaquegR, n)-pointe € la projection dex® sur =€ nous donne un morphisme
d'immersions toroidales (voir [23]) :

Se—— Sse

SR

S@CH Sze

ou Se (resp~.§@) désigne le tore déployé de groupe des caractgrgesp.X x a’). Le
morphismeSsc — Sye est équivariant pour I'action des tor6s — Se et pour I'action
des groupe$® x 0 — o*.

Il est crucial de noter alors que :_

— la fonction de polarisatiop : C. — Z induit un faisceau inversible relativement
ampleL surSse (voir [23]). _

— le fait queg estk-tordue nous donne, pour togt e b* et tout pointg de G* =
(Gm ®a™)* larelation

SiTy = X0 (9)* 15 57,
qui est similaire a celle imposée en plus dans la définition des modéles relativement com-
plets (voir [28]2.1(iv)).

— pour toute € £ le pull-back de(§§@,£) par le morphismeSe , — Sse
est un modéle relativement complet faible polarisé du Grex Se.o, relativement a
(6%, (P, )1<i<s)-

Ainsi, par le résultat principal sur ces modeéles [11] VI.1.10, on obtient un schéma
propre P, surﬁe,a[ﬁ, ¢el, prolongeant le pull-backs? de la variété de Kuga—Sato
universelle é@%’a[ﬁ, ¢e], et un faisceau inversible ample, sur P,, prolongeant le
faisceau inversible ample canonigeepr! £, de A} .

Par compatibilité des immersions toriques, comme dans [11] IV.3 p. 104, on obtient
un schéma propre

ge : Pye = Spelyhys tel,
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appelé le bon modéle formel compdatn la pointe@, et un faisceau inversible ample
Lxe surPse. Le couple(Pse, Lxc) descend SA /05 X Spec{Z[N(n), celfe).

On peut alors algébriser et recoller ces schemas ainsi que les faisceaux inversibles
amples, pour obtenir un morphisnfe P — M et un faisceau inversible ampiesur P,
de sorte que :

1) f est projectif su,

2) on a canoniquemertt|; = A°,

3) le schéma semi-abéli@’ agit surP en prolongeant I'action par translation gé
sur lui-méme au-dessus de,

4) si pour tout®, %€ contient less x {0} pour touts € =€, le schémas* est muni
d’'une immersion ouvertg : &* — P d’image dense danB, et le faisceay*.L coincide
avec le faisceau ample canonique sifr associé auz, ..., us), via la c-polarisation
canonique sur le schéma semi-abéltgnprolongeant celle det*.

5) Pour tout cone € =€ eto € £, avec pi(r) = o, la complétion formelle de
P — M le long de lar-strate (au-dessus dedastrate deVf) s'identifie, localement pour
la topologie étale, au morphisme d’immersion toriques

Se.r = Se.o-

Remarque 6.6. 1) Le qualificatif “faible” fait référence au fait que la construction®la
partir deG, bien que du type de celle de Mumford (complétion, quotient par les périodes,
puis algébrisation), ne suppose pas que le schémssocié au tore déploye contienne
ce tore, (on a encore cependéht = P;).
2) j : & — P n’est pas une immersion toroidale au-dessuafde

On poseA* = P. |l reste & vérifier les énoncés) et (vi) du théoréme. A partir de

j: ®5 < AS onobtient j*: AS/M(dlogoo) - QL o qui induit un isomorphisme

surﬁ*e*géx/ﬁ = ﬁ*(gwﬁ@‘), d’'oul le (v).
Le (vi) se déduit a partir dev) et du cup-produit

J\ R 5 (0%) = R (O55) (7)

Pour montrer que cette fleche est unisomorphisme on se raméne d’abord par complétion
aux bons modeéles formels compacts (voir VI.1.11 de [11]), qui permettent de remplacer
le morphismef; : 45 — M par les morphismes d’'immersions toriques

g:S@f—>S(gU.

On exploite alors I'action de surR“g. (03, ) qui permet de calculer la cohomologie
des immersions toriques comme au bas de Ta page 208 de [11]. O

Les points(v) et (vi) du théoréme précédent sont en partie conséquence du fait plus

général suivant que le complexef . Q A/M(dlog o0) ne dépend pas du choix de la com-

pactification toroidale (voir le lemme VI1.3.4 de [11] qui se transpose sans changement
a notre cas). On en déduit en particulier que le fﬁéQ ne dépend pas du choix de la
compactification toroidalet au-dessus d&f et qu’il est muni d’une action de. En fait,



Variétés et formes modulaires de Hilbert arithmétiques pau, n) 583

sion posejy : M — M, alorsﬁéR s’identifie au sous-faisceau d@,*%(}R(A/M) des
sectionsg-invariantes de#j(&/M).
La suite spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique fournit une suite exacte courte

0 — F.Q 5(dlog c0) — Hgg — RYF, 05 — 0

qui est, elle-aussi, indépendante.deL a filtration de Hodge suﬁéR est donc indépen-
dante deA. On a la premiere partie de la

Proposition 6.7. Etant donné ur"-éventail complet de C, le fibréﬁéR ne dépend

pas du choix de la compactification toroidaleau-dessus déf ; il en est de méme pour

sa filtration de Hodge et pour sa connexion logarithmique prolongeant la connexion de
Gauss—Manin. Il est muni d’'une action naturelle @est deo. La connexion de Gauss—
Manin logarithmique est compatible avec la fleche de Kodaira—Spencer

w3~ @y 57 ®o @) ® Q(dlog 00).

DémonstrationOn démontre que la connexion de Gauss—Manin posséde un prolongement
indépendant det et que ce prolongement est unique. Pour une compactification dennée

on peut définir la connexion de Gauss—Manin logarithmique (voir la section 2 de [22] dans
le cas non-logarithmique) comme suit. Posonéﬂ?i{k(dlog o00) = im(?* Q"M(dlog 0)®

Q'Ifi(dlog o) — Q‘E(dlog 00)) et considérons la suite exacte de complexes
0 — Filt/Fil> > Fil° /Fil> > Fil° /Fil! - 0 (8)
La connexion de Gauss—Manin s’identifie alors au morphisme connectant
RYf.9° > R*F, grt.
Si I'on pose Fify = Fil' Q% (dlog co) = im(T*Q"ﬁ(dlog 00) ® Q' (dlog c0) —

Qg (dlog 00)), ou le dlogoo n'est relatif quaux poles le long du diviseur verticAl oo
de ®, on peut identifier (8) a la sous-suite (exacte) éesvariants de

0 — Fil} /Fil5 — Fil% /Fil3 — Fil% /Fily — 0,
qui ne dépend pas dé. Encore une fois, ceci résulte de ce que la connexion de Gauss—

Manin sur 4 est A-invariante ; elle se prolonge donc localement de fagon unique via
lidentification # g = H1(&/M)®. O

7 Applications de la compactification toroidale arithmétique

Irréductibilité du schéma M ® F, (p { A). Le schémaM est géométriquement irré-
ductible surZ[%]. Il en est de méme pour [g-torseurt sur M.

La démonstration est la méme que dans [11] IV.5.10 : la fibre génériqué dst
géométriguement connexe par la description transcendamté'tlet le principe GAGA ;
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il en est de méme pour la fibre générique d’une compactification toroldal®oita :
M— S = Spec(Z[%]) le morphisme structural. Ce morphisme est lisse donc plat. Il est
propre donez,9y; est unZ[%]—moduIe de type fini. Par platitude, ce module est libre de
rangr. En passant a la fibre générique, on voit gue 1 parce que cette fibre est connexe
(et propre). Le Théoréme de Connexité de Zariski montre que la conditi®g = Z[%]
entraine la connexité des fibrés ® F, (p { A). La lissité deM ® F,, entraine alors
I'irréductibilité géomeétrique d&/ Q IF,.
Prolongement des fibrés automorphes.On peut reprendre la construction de fibrés auto-
morphes de la pagi4 & I'aide de torseurs sif. Dans ce paragraphe on se place au-dessus
deZ[+].

On commence par le cas @éL. Fixons un éventail-admissible liss&xC)e et une
compactification toroidal#’? = M. Soitf : & — Mle schéma semi-abélien construit
surm?. Rappelons que I'on POS&y 1 = E*Qé/m, ouz: Ml > & désigne la section

unité. On & it = ;1 ® o localement pour la topologie de Zariski (voir [7]).

Alors Ml .= Isom; ¢ (Om ®o0,w est un7i-torseur de Zariski sud/1.

- /i) —
Un point degt! est un coupléx, w) constitué d’un point € M, et d’'une(o ® O7)-
basew de@@/ﬁ'

Comme dans la partie 4, tefibré inversiblew descend en ub-fibré inversible

&/ ML
sur M, noté encore. Alors le 71-torseur de Zariski

m = Isomﬁ (Oﬁ ® o, Q)
prolonge leFi-torseurdt sur M, défini dans la partie 4.

Soit®’ I'anneau des entiers de%(,/e, € € 0}5.).
Pour toutZ[ +]-schémay’, on poser’ = ¥ x Spe¢?’[+]).

On a un foncteufF 7; des représentations algébriquescﬁf@%]—schéma en groupes
7, vers les fibrés décomposables en fibrés inversibleﬁé,uqui aWw associe le produit

_, 7 _

contractdn x W =: W
Si Wgt est la représentation standard Tg (i.e. o ® (9/[%] avec action de*), on
aWst = wV. Pour tout caractére, vu comme@’-représentation de;, on obtient le

g/

. L — — 1
prolongement canonique d¢ = Wy _, aM, commeNt x (9’[%](—@.
Pour alléger les notations, on note encefde prolongement canonique dé a M.

Principe de Koecher. Dans toute cette partie on suppdse Q. Pour tout poids €
Z[JF] et pour toutéZ[%]-aIgébreR contenant les valeurs deon a :
Théoreme 7.1(Principe de Koecher [30] 4.9).

['(M x SpegR), o*) = T'(M x SpegR), ")

Démonstrationll suffit de vérifier 'nolomorphie d’une section globale d¢ le long
du diviseur a l'infini deM. Il suffit donc de montrer que pour tout®, n)-pointe C,
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les sections globales méromorphes du pulI—bacQ’ﬁeurSQe x SpegR) qui sonto-
invariantes sont holomorphes. Le pull-bagkdew sursge x SpegR) estcanoniqguement
isomorphe & ® (952e ® R. On peut donc identifier une section méromorphevgdea
une sériefe = dex agq*, telle que pour toutu, €) € op d'apres (5) on a2 =
u* e?™ T'r/0€uéid) 4. Supposons quge ne soit pas holomorphe. Il existe doggnon
totalement positif tel queg, # 0. C'est donc qu'il existég € Xy avec Tir, @ (60éy)
strictement négatif. Comme # Q, on peut choisir des unités, ¢) € o5 de maniére a
rendre la quantité 'I;r/@(uzesogg) arbitrairement proche deco. Soite un cone polyédral
dex€ contenant;. Par définition deS;, on voit quefe n'est pas méromorphe s,
ce qui est absurde. O

q-développement. Pour alléger les notations on se cantonne au cas des pointes non-
ramifiées. Voir la partie 8 de [7] pour le cas général. Sait Z[Jr] et soitR une@’[%]—
algeébre, o9’ désigne I'anneau des entiers d’'une cloture galoisienng.d&oit C une

(R, n)-pointe uniformisée non ramifiée ; posons

RéK)(R) = { Z agqg |a§ ER, a2 = "/zu"ag, Y(u,e€) € oé}
£€X,U(0)
Comme le pull-backy. de @ sursgG x SpegR) est canoniquement isomorphe a
a® O, ®R,0na
sC
—K
Q’é = (Cl® (952@ ® R)

K

—Kk 7\ —K , N —K
Or(a®(95§e®R) =(a®0) " Qo (°®(952@®R) :
Notons queRg)(R) =(0® Ogr, ® R)_K est unOs. , ® R-module inversible et
z z

a% := (a ® ©')~* est un®’-module inversible.
On peut donc associer a toute forme modulaire de Hillgede poidsk, niveaul’
définie surr, un élémentfe € 0" Ry Rg()(R).

Définition 7.2. La sériefe est appelée lg-développement de la formgen la pointeC.
On note ey , l'application f — fe.
Le principe dug-développement en une poirtenon-ramifiée s’énonce alors :
Proposition 7.3. Pour toute@’[%]-algébreR,
1) I'application
eve, : Ge(e,n; R) —> at R’ Rg()(R)

est injective,
2) pour toute inclusiork c R’ d’algébres, sif € G (¢, n; R') et fe € a(K)®(9/R(eK) (R),
alors f € G, (¢, n; R).

L'énoncé 2) dans le cas de I'anneau ®uk= 0 redonne 1).
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Démonstration.Les deux énoncés résultent du suivant : ®iin groupe abélien ; I'ap-
plication f — fe:

HO(M, 0 ® R) — a*) ® R[[¢%: € € X, U {0}]]

est injective (on utilise le principe de Koecher pour passef)a

Par commutation des deux membres aux limites inductives, on se raméne aisément au
casR = Z ouR = Z /r Z. Par l'irréductibilité géométrique dit surZ[%], une section
globales dew” surM ® Z /r Z est nulle, si et seulement si son pull-back a la complétion
deM ® Z /r Z le long d’un diviseur est nul. So& une pointe ;Sge/oéa s'identifie a la
complétion deMx, le long dexr ~1(@). Il suffit donc que le pull-back deasg@/og soit
nul. C’est-a-dire que gy, (s) soit nul. O

Remarque 7.4.1) L'application eyx somme des gy,

Gen R = @ Gele.n:R) - RQZIg*: & € X U{0)]]
keZ[JF]

n'est pas injective en général comme le montre I'exempléde Q, R = F,, I' =
SL2(Z) : le noyau de ey ® ide

P G (c.n: Fp) — Fyligll
KEZL
est I'idéal engendré paf,_1 — 1.
2) PourF totalement réel quelconque, le noyau de la fleche®¥,, a été calculée
par Goren (voir [13] Chap.5, Corollaire 4.5).
3) En fait, siR est unéZ-algebre sans torsion, g\est injective grace au théoreme de
Dedekind d'indépendance linéaire des caractéres distincts.

Prolongement de fibrés filtrés et a connexionsFixons un éventail admissible princi-
palement polariséX, ¢) pour 4 au-dessus de I'éventail admissitiDe:LE@) fixé pour
M1 on a ainsi un morphisme de compactifications toroid#les4 — M1 prolongeant
A —> ML
Dans ce qui suit, on posera pour abre@i{/m(dlogoo) = Qg/ﬁ(dlogoog/ﬁ)

etﬁéR = le*srg/ﬁ(dlog o0). Ce dernier faisceau est localement libre de rang 2 sur
0 ® O;1- En outre, il est muni d'une filtration a deux crans donnée par la suite spectrale
de Hodge vers de Rham :

0— 7,9 5:(dlogoo) - Hgg — R'T, 05— 0
Par le théoreme 6.4(vi), on a des isomorphismes canoniques de faisceaux

?*Qmm(dlogoo) = w37 etRYf, 05 = Qé/m Q0L

La filtration de #gs se réécrit donc Ml #yn = Hag, Fill Hyn = @y 377 €t

_1 _
ar’ Hyg = Qé/ﬁ QL
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Comme dans la partie 4 le fibﬁéR descend en un fibré si jouissant aux mémes
propriétés.

On définit unD-torseurliy = ISON, 4 (0 ® Oy, AﬁwﬁﬁéR) au-dessus daf,

dontlesS-points sont ceux de IsogR o, (0@ Oz, /\§®0MﬁéR) induisantvia. un élément
deD(Os) dans(o ® Os)*.

On définit unB-torseud s 2 M comme le produit fibré d&, et de
) —1 —1
Isorrfo"mM((o ® Oum)?, Hgr) au-dessus de Isampo. (0 ® Oy, /\§®@ﬁ3€dR).
Il définit un foncteur¥ g de la catégorie des représentations algébriquds/ﬂk]—

z . P - . . .
schéma en groupeB’ vers celle des fibrés s qui sont des extensions successives de

!

fibrés inversibles. Le foncteur est donné par> V := Mg x V.
Si Vgt = (0[%])2 est la représentation standard@lieon aVg; = ﬁéR.

Définition 7.5. Pour tout poids algébrique etn, m € Z[Jr] comme dans la définition
2.12, on not&v, etW,, . les prolongements & construits a I'aide d& g des fibrésy,
et'w, . des définitions 4.9 et 4.10.

Remarque 7.6. 1) Pour toutw’[%]—représentation algébriquede B’, le fibré'v est le
prolongement de Mumford dg, c’est-a-dire que son pull-back a toute carte locale donnée

. . . J £ . . .
par une immersion toriquée < S ,c est engendré par les sectigfis-invariantes de

J«'V. En effet, c’'est vrai pouWéR par la proposition 6.7 et donc pour tout les fibrés

. . c—1 S _
obtenus par plethysme a partir #&z. Ceciimplique par exemple, que pour tout un poids
algébriquec etm, n € Z[Jr], comme dans la définitions 2.12, le fonctég fournit sur
C (surQ ou surQ,) le prolongement de Mumford de SYmitjs ® (A2#5)®™ et dew”.

2) Rappelons que sur une cléture galoisiemy& de F, on a en posant

1 1 I |
J{dR,t,ng“ = ‘%}dR QF, Fga’ QT =wQ®F Fga’

SYNT i pon = Q) SYM'™ Hip . poan €l = Q) Syniga o’
T T

3) Soit p premier ne divisant paa. Le foncteur¥ g ne donne le prolongement de

Mumford des faisceauRsf*Q‘A/M surM ® Z, que lorsque < p. En effet, pour tout
s < p, lllusie [?] a montré queR“‘?Q’E/M(dlog oo) est libre suno ® O3p). Il en résulte
que le foncteur¥ g fournit le prolongement de Mumford d¥f ® Z, a M ® Z, des
faisceaux Sy #1, ® (A2#3)®™ lorsquep — 1> 3" (n; + 1).

On définit de plus uri-torseur de Zariski :
—1
My = I1S0Myg 0, (Lo @ Oz, Hyr)

On définit ainsi un foncteur de la catégorie des représentations algébriquesude
(9’[%] vers celle des fibrés saf’ munis d’une connexion intégrable a singularités loga-
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rithmique et dont la réduction modujp est quasi-nilpotente en chaqpe A (voir [27]
Sect.5.2). On observera d'ailleurs que I'utilisation du tor$&yr défini ici aurait simplifié
substantiellement la présentation de la partie 5.2 citée en rendant la partie 5.2.3 inutile.

Définition 7.7. Pour tout poids algébrique etn, m € Z[Jr] comme dans la définition
2.12, on notév’Y le prolongement & du fibrévY construit dans la définition 4.11.

Décomposition de Hodge—-Tate de MM ®@p, V). Dans cette section, hous ne consi-
dérons que lafiltration de Hodge dite auBsiiltration (et son gradué associé). C'est-a-dire
que la filtration par le poids dont les gradués sont purs est ici ignorée : les gradués que
nous faisons apparaitre sont encore munis d’une filtration par le poids.

Sur C. Nous remercions H. Hida pour avoir attiré notre attention sur le point de vue

transcendant suivant. SdituneQ-représentation dé, de systeme local su@" associé

V.OnaGLh(FQ®R)/(F®R)*O2(F ® R) = SLo(F ® R)/SOx(F ® R). Par cette

: L . 1 0 _.

identification on voit que( 0 -1 ) -7 =-Z;
Le groupe de Weyl d&, W = Ox(F ® R)/SOx(F ® R) = {£1}/F agit donc sur

(M3, V) :sie; = (=1;,17) € Wetz = (zy,27) € Or, €7 - (2,v) = (=27, 27), V).

Sur H* (M3, V) = H* (M3, V) ® C, on a donc I'action déV d’'une part et celle de
la conjugaison complexesur les coefficients de l'autre. Seif = (—1;,1%) € W. On
décompose en espaces propres pour l'actiordesc :

H* (M, Vo) = @@ H (M, Vo)
JCJF

ou, en notanj; la fonction caractéristique d’'une partiede Jr, on a
H (M, Vo) = (x: (& ® )(x) = ()T D)

Cette décomposition est plus fine que la décomposition donnée par la filtration béte :
pour tout entier tel que O< a < d,ona

OheH/ MM\ Vo) = P H W Vo)
JcJp.cardJ)=a

SiF =Q,Jy = {idg} etV = Q, la décomposition de Hodge de't412", C)
en He(ma" C) = HLO0 = HO(Ma™, Qyan(dlog 00)) et H /e (M@ C) = HOL =
H(man 93, ou M3™ désigne la compactification toroidale, qui coincide ici avec la
compactification de Satake.

On voit & I'isomorphisme d’Eichler—Shimura, on voit que la partie Eisenstein’du H
est concentrée dans -

Cette décomposition de nature transcendante a un parallele algébrique semblable au
Th.5.5 Chap.VI de [11]. La simplicité de I'écriture ci-dessus vient de ce que le groupe
dérivé deG (R) est un produit de copies de &L
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Sur Q,. Soit p un nombre premier ev, la Q,-représentation algébrique dg définie

dans (6). On peut lui associer un faisceau ligssur M1 ® Q et des fibrés, (resp.?j)
surMl @ Q,, qui sontfiltrés (resp. a connexion a singularites logarithmiques intégrable et
quasi-nilpotente).

La démonstration de la dégénérescence des suites spectrales des Th.5.5 et 6.2 du Cha-
pitre VI de [11] dont les termes; Esont donnés en termes du complexe de Bernstein—
Gelfand—Gelfand (dualisé et faisceautisé) s’adapte au cas de la variété de Hilbert. Il est
important de noter que c’est la démonstration de ce théoréme qui requiert 'utilisation des
compactifications toroidales de toutes les puissances de la variété de Kuga—Sato et pas
seulement de la puissance premiére. En effet, par un théoréme de Deligne [5] Sect. 3.2, la
suite spectrale de Hodge vers de Rham

E;/ = H/(A7, Q' (dlog 00)) = H'*/(Q*(dlog o0))

dégénére en£On en déduit comme dans [11] p. 234 la dégénérescencedm & suite
spectrale

LY = HiT (M, gr, (R® fs*Q;@m(dlog o0) ® Q7-(dlog 00))) =

i+j/ps . .
= H'*t/(R fs*Qw/m(dlog 00) ® Qm(dlog 00)),

ou lar-filtration est obtenue en faisant le produit tensoriel des deux filtrations de Hodge. En
prenant = nod, le fibré'v, est par pléthysme (voir [27] Appendice Il) un facteur direct de
(le*sz'g W(dlog 00))®* qui, par la formule de Kiinneth, est lui-méme un facteur direct

deRS’ fs*Q:@ﬁ(dlog 00). On en déduit la dégénérescence gml& la suite spectrale de
Hodge vers de Rham

By = H* (ML, g (V, ® Q% (dlog 00))) = H+H MLV, ® Q21 (dlog 00)).

Par le Théoreme de comparaison de Faltings [10], Ia(@gﬁ(@p)-représentation
He (M ® @p, V,) est de de Rham et pour toute compactification toroidalet — Mt
de f : 4 — M1, on a unisomorphisme canonique

H* (M ® Q). V) ® Bar = H* (ML, V, ® Q2 (dlog o)) ® Bar.

Les poids de Hodge-Tate de /! ® @p, V,) sont donc donnés par les sauts de

la filtration de Hodge sur HM1,V, ® Q° _(dlog c0)) venant de la suite spectrale ci-

dessus. Nous allons calculer ces derniers comme dans [11] Th.5.5 ou [27] a I'aide d'un
sous-complexe facteur direct g, ® Q;Tl(dlog 00), appelé le complexe BGG. Avant

d’énoncer le théoréme nous allons introduire quelgues notations.

On identifie 'ensemble des parties dg avec le groupe de WeW de G, en asso-
ciantaJ C Jr I'élemente; = (=1,,17) € W. Pourtout/ C Jr on posep(J) =
> resko—me=DT+3 ;.\ ymeT;deméme, powt =} ;. a.t € Z[JF], on pose
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lal =Y ;c;, ar € Z. Le complexe BGG est défini comme :

— —
J{n = @ Wej (n+t)—t,no-
JCJIp,|J|=i

soith = (g 3 ).).., €@ Ona=(es+ 0 t.na)(H) = [p():

en effet le caractére de correspondant &:; ng) est donné par la formuI(e g 2 > —

arot+m/24(mot=m/2 Ainsi pour toutr € Jr on a

BN — g, Sie, = L& 1€ J)
—(e;(ne +1) —Lno)(H) =1, 2 T ' ’
(€ e+ D = Lno)(H) {W:ko—mf—l,smfz—lu:teJ).

La F-filtration surX,, est donnée par FilK, = @ ;¢ ,..1p()=i Wesntn)—t.no-

Théoreme 7.8.(i) On a un quasi-isomorphisme de complexes filtrés
K, <V, ® Q7 (dlog o).
(i) La suite spectrale donnée par Ffiltration

E"l’j — @ HH MY, W, iy —1ng) = HTT (ML 7V, ® 27 7(dlog 00))
JCIr |p(DI=i

dégénere ek;.

(iii) Pour tout entierj, 0 < j < d, les poids de Hodge-Tate de la représentation
p-adiqueH’ (M! ® Qp,V ) appartiennent a I'ensemblgp(J)|, |J] < j}.

Ce théoréme admet un corollaire, donnant des proprigagiques des représentations
galoisiennes associées aux formes modulaires de Hilbert. PrénerRes, GL, de sorte
gu’on connaisse I'existence de ces représentations galoisienney. Soff, (¢, n) une
forme de Hilbert cuspidale pour F@@Lz propre pour tous les opérateurs de Hecke, pri-
mitive de poids algébrique (voir 2.12). Soitps la représentation de G&)/ F) dans
GLZ(@p) associée & et a un plongement d& dans(@p Soit Wy la f-partie de
Hd(M Va (Qp)) Soit F la cléture galoisienne d& dansQ. Pour toutr € Jp on
notefr Ie conjugué interne d¢ parz. D’apres un résultat de Brylinski et Labesse [2] les
semi-simplifications des restrictions & G@f F) des représentationd s et Qreip Of:
sont isomorphes.

En prenant les invariants de Ffiltration de’V,, ® Q c(dlog co) par le groupe de

Galois du revetement étalgl — M, on obtient une flltratlon sur le complexé, ®
Q‘ﬁ(dlog 00) surM, appelée encorg-filtration. De méme, on définit le complexe BGG

surM en prenant les invariants du complexe BGG &t La suite spectrale associée est
donnée par invariants de la suite spectrale du Théoréme 7.8 (ii). D’'ou la premiére assertion
du
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Corollaire 7.9. (i) La suite spectrale donnée par Ffiltration

Ef/= @ HY VI We,i0)-1m0) = HT (M, V, ® Q2 (dlog o0))
JCIp I p()l=i

dégénére ek;.

(ii) Les poids de Hodge-Tate d®#; sont les entiersp(J)|, J C Jr, comptés avec
multiplicité.

Démonstration(ii) On a We,, (nt1)—r.np = @~/ "+ @ Det’),
Il résulte du théoréme 7.8 (comme dans [11] Th.5.5 et [27] Sect.2.3) que les sauts de
la filtration de Hodge figurent parmi leg(J)|, J C Jr. De plus,

gr? VI HY(M, 7V, ® Q5,(dlog 00)) = VI (M, @~/ "0+ @ Det’").

D'apres [8] Cor.2.7 la suite spectrale est Hecke equivariante. Il suffit donc de voir que
pour tout/ C Jr, le Q,-espace vectoriel

(HVIM, @™/ 40 @ Det”™) © Q)]

est de dimension 1.

Grace a l'existence d’une structu@erationnelle du complexe BGG sous-jacent aux
complexes BGG su@p et surC, en prenant un plongement dg, dansC, on a un
isomorphisme Hecke-équivariant

HI=VI(M, 0= 0+ @ Det’ V) @, C = H T (M2, V, ¢).

Or, par 'lsomorphisme d’Eichler—Shimura—Harder flgpartie H’j(Ma”, Vu.olf]
est de dimension 1 s@, pour toutJ c Jg (voir [18]). O

Remarque 7.10.1) Le motif W est pur de poidskg — 1)d. Lensemble de ses poids de
Hodge—Tate est stable par la symétrie> (kg — 1)d — h, correspondant au passage au
complémentairép(J)| — |p(J)|. Cette symétrie est induite par la dualité de Poincaré
Wi x Wy — Q(—(ko — Dd).

2) Si F est un corps quadratique gtune forme de Hilbert cuspidale propre de poids
k sur F. En notantr le plongement non-trivial d&, on voit que les sauts de la filtration
de Hodge déV; sontm, ko — m; — 1, ko +m,; — 1, 2kg — m, — 2.

Sur Z,. On a également une version cristalline. §oitn nombre premier ne divisant pas
A et soitV unZ,-module libre de type fini muni d’'une action algébrique@ele plus
haut poids: € N[Jr]. On suppose que —1 > > _(n; +1). Comme dans le paragraphe
précédent, on peut associeva

1) un faisceau liss¥ surmM?! ® Q,, et

2) un fiboré v sur M1 ® Z,,, filtré et & connexion logarithmique intégrable quasi-
nilpotente.

Etant donnée des compactifications toroidglesA — M1, on a un un théoréme de
comparaison de Faltings [10] reliant &/ ® Q,, V) et Hp (ML, V).

log—cris
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Prenons pouW la représentation géométriquement irréductible de plus haut poids
n > 0. Un analogue suf, de la suite spectrale du théoréme 7.8 donne le théoréme (voir
[27] et [8] Sect.5)

Théoreme 7.11.Supposons quene divise pad\ etquep —1 >  °_(n. +1). Alors pour
tout j compris entré etd, les poids de Hodge—Tate du module cristafliiy M ®@p, Va)
sont les| p(J)|, ouJ parcourt I'ensemble des parties de telles qugJ| < j.

8 Autres formes de Hilbert arithmétiques

Dans toute cette partie on suppose que- G, c’est-a-direG = G*, de sorte que tous
les sous-groupes de congruence considérés sont contenus ¢&R3, %t en particulier
=1 M3 =MmLaetM = M.

Formes de Hilbert—Jacobi. Le but de ce paragraphe est de poser les définitions et les
propriétés de base des formes modulaires de Hilbert—Jacobi arithmétiques. Le cas des
formes de Siegel-Jacobi a déja été traité par J. Kramer [25]. Nous donnons d’abord la
définition des formes modulaires de Hilbert—JacobiGLinspirée de [9].

Dans le paragraphe sur la VAHB analytique universelle nous avons déja considéré le
groupe produit semi-diredt’ = (o @ ¢*) x T (poury - (m, n) = (m, n)y ~1). Ce groupe
agit a gauche suhr x (F ® C) par:

Yz, v) = (¥ (@), j(y, ) 1)
(m,n)(z, U) = (Z7U+m®z+n®l)

Soientx € Z[Jp] = X(T) et € ¢ = X (G ®c*) et soite” = pog : FC — C*
la composée de I'applicatiop: F @ C — G ®c*, définie dans (2), et du caractgre
b
d
linéaire de I'espace des fonctions holomorphes

[ 9 x(FQC)—C,(z,v) — f(z,v),

Pour chaque élémept = e I' et(m,n) € o @ ¢* on définit une transformation

en posant :

{(ﬂx,uy)(z, V) = j(y. ) e (—25) F (v (2, v) ©

(flie.u(m, m)(z, v) = e (m?z 4 2mv) f ((m, n)(z, v))
Les relations suivantes :
M) (fInly" = fi(yy), pour touty, y" € T,
(i) (flm,n)|(m’',n") = flm +m’, n + n’), pour toutm, m’ € oetn,n’ € c*,
(i) (f1Gn,n)ly = (f1y)|((m,n)y), pourtouty € I', m € o €tn € c*,

sont faciles a démontrer (le calcul révéle que (ii) et (iii) sont équivalentes respectivement
aet(2mn) = 1 etet(cdn? + abm? + 2bcmn) = 1).
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Une fagon équivalente de formuler (i), (i) et (iii) & la fois, est de dire @&éfinit une
action du groupe produit semi-direiet sur les fonctions holomorphes sbip x (F ® C).

Définition 8.1. Une forme modulaire de Hilbert—Jacobi de paids Z[J¢], indiceu € ¢
et niveaul” est une fonction holomorphg: Hr x (F ® C) — C vérifiant :

(i) fleny = f,pourtouty €T,
(i) fle,u(m,n) = f, pour tout(m,n) € o @ ¢*;
(iii) f est “holomorphe a l'infini” : pour chaque pointeé = yoo € PL(F), avec
y € Gq, lafonction fe := f|,,,y admet un développement en serie de Fourier
f@ (Z, v) — Z a§,a€2in TrF/Q(SZ-‘raU)’
EeX,xea

similaire a celui du (3). La condition d’holomorphie en la poi6tse lit alors :
aro 0= 46p —a? e (Xo)y U {0} (10)
Principe du g-développementSi pour toutt € X, @ € aon aag , =0, alorsf = 0.

k
Pourtouts € o, il existeg,s € (ab)*, défini aX* prés, tel qus(lé u§”1> ey 1ryn

Bg. L'invariance defe par le grouper ~1I'y N Bk nous donne pour togte X larelation :

Ay2g yo = u/(eZin TrF/Q(uSS:)af,Ol' (11)

En utilisant le diagramme commutatif suivant :

207 o
0 c* ¢ C@c*ﬂcx ®ct —0,

id ®TI’(;,L~)\L J/u
€2i714

C———C~

on obtient pour toup € b la relation :

AuB2+ap+&,a+2up = 9&.a- (12)

Principe de KoecherSi F # Q, alors la condition (10) est toujours satisfaitex 8iest pas
paralléle, alorsig o0 = O (pas de séries d’Eisenstein parmi les formes de Hilbert—Jacobi).
Enfin, il n’existe de formes de Hilbert—Jacobi non-nulles que sic. .

On montre d’abord, par I'absurde, quezsi, est non nul, alor§ € X . Soientx € a,
£ e Xett" e X% tels queng  # 0 et(£, &%) < 0. D'aprés (11), pour tout € y Iryn
Tr, On aa,2; ,, = u*ag o # 0. En particulierago = u“aoo, d'ou la deuxieme pro-
priété. Commes est holomorphe au poitits*, 0), la sérieY_",, . ,-1r, 7, U =27 PE.6%)
converge absolument, ce qui est impossible, par le théoréme des unités de Dirichlet.
La relation (12), nous dit alors que pour tgit b, on aupf® +af + & € X,.Onen
déduit quen € ¢, et & pu — a? € (Xc¢)4 U {0). O

Tout comme les formes modulaires de Hilbert, les formes modulaires de Hilbert-Jacobi
admettent elles aussi une définition purement géométrique.
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Tout élémentt € ¢ donne un morphisméd, A o (id ®u)) : A — 4 x Af, d’ol un
faisceau inversible ample sdr, £, = (id, A o (id @u))* P4, 0 P, désigne le faisceau
de Poincaré sust, x A'.

Définition 8.2. Soit R uneZ[%]-aIgébre contenant les valeurs gleUne forme modu-
laire de Hilbert—Jacobi de poids € Z[JF], indice u € ¢, niveaul” et a coefficients
dansR, est une section globale d&'w* ® £, sur 4 X specz 1)) SpecR). On note

Jen(R) = Jeu(c,n; R) = HO(A X speaz( 1)) SPECR), f*o* ® £,) 'espace de ces
formes modulaire de Hilbert-Jacobi.

Soit une(R, n)-pointe C et soitR uneZ[%, Le]-algebre. En évaluant une forme de
Hilbert-Jacobif € J. ,.(R) sur les objets de Tate associés a une paihten obtient
comme dans [25] lg-développement d¢ enC

fo = Z ag,aqf;{“.
EeX,aea
En transposant la méthode de [25] au cas de Hilbert on obtient alors les relations (11)
et (12) qui impliqguent, comme plus haut le principe de Koecher (10), lorgo#€Q.

Principe du g-développement.SoientM; C M, sont des groupes abéliens gte
Jie,u (M?). Sileg-développement d¢ en une(R, n)-pointeC est a coefficients dandy,
alors f € Jy ;. (My).

Etant donné une compactificatioh = As , de la variété de Hilbert-Blumenthal
universelleA, comme dans la partie 6, on définit 'espace des formes modulaire de Hilbert—
Jacobi relatives a cette compactification :

Jieu(R; i’ @) = HO(z XSpeQ‘Z[%]) SpegR), [ ® L)

A noter que le prolongements& du faisceau inversible ample,, dépend de la pola-
risationg.

Contrairement au cas des formes modulaires de Hilbert, pour les formes de Hilbert—
Jacobi on a juste une inclusion

Jen(R: 2, 9) < Je u(R)

Dans [25] Kramer démontre que cette inclusion est stricte pour les formes de Siegel-
Jacobi. Il seraitintéressant d’étudier cette question dans le cas de formes de Hilbert—Jacobi.
Comme dans la partie précédente, on peut alors associer @RufepointeC et tout

~

f € Jeu(R; 2, @) song-développement e@
f@ = Z ag’aqsxa.

teX,aea
E.a)>p

Notons que

(E,a0) > ¢ < Vg e X, Vlea* rp%xTrF/@(—uqﬂz —2ulB +&q +al) >0,
€
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alors que

4 —a?>0 < Vge Xt , Vlea* gn%XTrF/Q(—Mqﬂz —2ulp+£&q+al) >0.
b

L'anneau ou vit le7-développement d’'une forme dg . (R; 5, @) estdonc en général
strictement inclus dans celui ou vitdedéveloppement d’une forme dg ., (R). Il serait
intéressant de savoir s'il existe des éventallsmunis d'une fonction de polarisatign
pour lesquelles on a une égalité.

Séries théta et formes de Hilbert de poids demi-entier.
Références : [32], [33], [36].
Dans cette section, on suppose gue c% est un carré et est premier a 2.

Sur C. On déduit facilement de [32] (Prop.1.1 et 1.2, en fait plut6t Prop.3.2 et Lemme 3.5)
gu'il existe un facteur d’automorphie de poid® pourl'g(c, 4), c'est-a-dire une fonction
h: Fcl)(c, 4) x $Hr — C>* holomorphe en la seconde variable telle que

h(y1y2,2) = h(y1, y2(2)) - h(y2, 2)

et pour touty € I'j(c, 4), ennotant =Y, T,

) h(y,0%=xw) iy, 2

ou x est un caractére quadratiqueltig4) qui ne dépend que de I'image dagdo)* de
d,.
SoitF%(c, 4), = Ker(x). C’estun sous-groupe de congruences d’indicelzgyie, 4).
Par exemple, sk = Q, on al'p(4)+ = I'1(4).

Soitn un idéal entier de tel quel” soit sans torsion.

Hypothése.On suppose dans toute cette partie ainsi que dans celle concernant les formes
de Hilbertp-adiques de poids demi-entier que 4 divisganso.
On a alors

I=Tlc,n) cTd 4,

Par la formule(x) ci-dessus, on a donc pour toute T, h(y, 2)% = j (v, ).

Pour tout poids demi-entier = iz + A, A € Z[JF], on pose pour touy € T,
@ ) =hy,2)- jly, 2"

On noteG, (I') I'espace des fonctiong holomorphes sufyr satisfaisantf (y (z)) =
Je (v, 2) - f(z) pourtouty € T.

On définit un fibré inversible * holomorphe sur M23", correspondant
au facteur d’automorphig,(y, z); c’'est le quotient deHr x C par I' agissant par
Y u) = (¥ (@), jely,2) - u).

On a un isomorphisme canoniqag (I') = HO(M3", ).

Pourz € C, soite(z) = exp(2inz) ete : (F ® C) - C*,z = (z¢)r > e( Y, z7).
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Soitn = 4ng. Pour chaque fonction : ¢g — C, constante modulagcg, on définit
une série théta par

0(z,m) = Y n(@e(@?s)

=

C’estlavaleur em = 0 (Thetanullwert) de la fonction théta dg v) € Hr x (F QC)
etn € 8(Fy) définie comme suit : on fixe un élémemntdecg premier a 2 et qui engendre
co/nco €t on pose

6(z,v;m) = ) n(@e(@’z + coav)

)

Lemme 8.3. Onad(z, n) € G;/2(I"). Les fonction®(z, n) pourn parcourant 'ensemble
des fonctions suf/ngco, définissent des sections globales.Ad€ sur M2,

Démonstration.La modularité se déduit de [32] Prop.1.2, ou de [33] (4.3). Le point de
la vérification est que, au sens de la Prop.2.4 de [33], &m & n pour toutg dans (le
relevement de) I'adhérence BedansG ;. Il suffit pour cela de voir que pour toute cgo,

la fonction caractéristique,. dex + ncgo satisfaitt, = n,. On se rameneatriangulaire
supérieure ou bien triangulaire inférieure, mais dans ce cas on exige que le coefficient
engendre I’idéa&%bn. On conclut alors a I'aide des formules (3.2) et (3.3) de [32] et de la
formule (i) de Prop.2.3 de [33]. O

Sur Z[i]. On va examiner la question de I'algébrisation et du prolongement des fibrés
inversiblesy® (« demi-entier) & une compactification toroidade Pour cela on va rappeler
des résultats classiques dans le cas du groupe symplectique mais qui mériteraient peut-étre
d’'étre détaillés davantage dans le cas des variétés de Hilbert.

SoitN = Ni(c, n) 'espace de modules dé4, .£) ou A est une VAHBe-polarisée avec
structure de niveall et ou.L est un fibré inversible ample symétrique, trivialisé le long de
la section nulle, définissant la polarisation gurCet espace existe et est un schéma lisse
surZ[%] par [11] IV.7. Soitf : A — M la variété abélienne universelle sur; N estun
A[2]-torseur suM ; il n’est pas connexe ; on peut montrer que son groupe des composantes
connexes est naturellement isomorphe /20—, Soit fy : Ay — N le pull-back de
f aN. Par définition Ay est muni d’un fibré inversible symétrique relativement ample
universel.L.

Donnons une description transcendantevd@nspirée de [11] V.3, p. 161) :

1
N =T (9 SE@)/ (0@ )

N

pour lactiony - (z, x) = (y(z), xy "1 + (3cd, 3ab)), poury = < c Z )

Laconstruction de cetisomorphisme est un exercice utilisantles Thetanul\eerie-
coXx,no), X € %(o @ ¢*)/(0 ® ¢*) et olcg € co; voir p. 160-161 de [11].
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Le sous-groupe d’'lgusa dé%(c, ng) donné par les conditionsb et cd pairs est le
stabilisateur de = (0, 0) dansrI" ; ceci fournit par conjugaison par la matri eg 2
une sectionj@" de M2" dansN?". La description algébrique de I'image d¢ est le lieu
ou le fibré.L est engendré par ses sections paires. C’est une composante coniexe de

Remarque 8.4.Si F = Q, seule une des quatre série théta est paire et seul le point
(%, %), parmi les quatre points de 2-torsion, est préservé par le sous-groupe d’lgusa.

Soitj : M — N la section algébrique (Slﬂ[%]) ainsi définie. Le fibré inversible
L vu commeN-schéma n’est pas un schéma en groupes, mais il est muni d’'une section
nulle O (composée des sections nulles.de—> A etA — N); soitLo = 03T,/4 le
fibré tangent relatif det x y M surM. On note pour abrégét = 0.7 pm = j 0% Te/n
le fibré tangent deC x y M sur M. Ce fibré, muni de la filtratiof0} C Lo C 'V, définit
un torseur sous le parabolique stabilisateusdedont le quotient de Levi esty x G,
Pour tout%[%]-algébreR ettout caractérédu quotientde LeV§ : 71 x Gm — R*,

on definitunfibreé inversible algébriqgog =V x G, surMy par contraction paf ; c’est-
a-dire par quotient par la relation d’équivalerioé, «) ~ (v, £(0) -«) pourf € 71 x G,
veVeta e G,.

Lemme 8.5. Pour tout poids demi-entier = /2 + A, soité, : 71 x Gy, — C* donné
par (x, y) — A~ 1(x)y. On a un isomorphisme canonique

o = Ve,
de fibrés inversibles analytiques sur@".

Démonstration.On a la description transcendante suivante de la variété analyfigue
Man:

LU=ZT\HOr x (FRC) xC) /(0 ® ™),

pour l'actiony (z, v, u) = (v (2), j(y, 2) " L-v, h(y, z)e(mvz)-u) et(z,v,u)-(m,n) =
(z,v+m-z+n, e(—%mzv) “u).

Pour voir que la formule donnant I'action 8eest correcte, il suffit de donner le cocycle
I'x Hr — (FQC)* x C* qui définit le fibré QCTE?M.

1) Sa(F ® C)*-partie est imposée : c’egly, z)1;

2) pour laC* -partie, il suffit de noter que les fonctions— 6(z, v; n) sontdes sections
globales sulF ® C) = Lie(+4,) de L, par la théorie analytique des diviseurs théta (on
laisse en exercice la démonstration détaillée de ce fait, disons seulement que I'on vérifie
gue les invariants de We{lH, v, 0, L) [35] VI.3 de 8(z, v, n) correspondent a ceux du
diviseur symétrique ampl@®, défini parL,). Le facteur d’automorphie cherché est alors
donné par les relation®y (z, v); n) = h(y, z) -e(mvz) -0(z,v;n) poury €I (voir
Prop.1.1 de [32]).

On en déduit aisément qu&, est défini par le méme facteur d’automorphie atie
d’ou le résultat. L'argument des séries théta montre aussi que la formule pour 'action de
o @ c* est également correcte. O
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Corollaire 8.6. Pour tout poids demi-entiet = /2 + A, le fibré inversible complexe
* sur M3" est I'analytifié du fibré inversible algébriquig:, , défini surM au-dessus de
Z[%]. On notera encore” ce fibré algébrique.

On construit, comme dans [11] IV.7, pour tout éventail admissiblene compactifi-
cation toroidale liss& : N — M compatible &V — M. Rappelons que le schéma semi-
abélien® surM a une action de et est lui-aussi muni d’unepolarisatiork. : ¢®,® = &’
prolongeant celle det. Par définition deV, le pull-back®y de & est muni d’'un fibré
inversible symétrique relativement ampfeprolongeantt. Soit Oz la section nulle def
surN. On définit le prolongement de* & M surZ[x] commeVg, ouV = 7*0%Tz/ﬁ.

Pour touteZ[%]-aIgébreR contenant les valeurs de on peut ainsi définir ler-
module des formes arithmétiques de poids demi-entjgar

GD(T'; R) = H%(M x SpegR), »)
et le principe de Koecher en poids demi-entier s’énonce :
GD,(T; R) = HO(M x Spe¢R), )

Sa démonstration est analogue au cas entier.
On peut méme définir le module des formes de tout poids demi-entier. Notons que
o= f:Qy,, =0"QL ,, par propreté des surM mais que QQ% \, # fr«Q% -
Considérons lg1-torseut = Isomyge,, (0 ® Ou, w) ; formons unGm-torseur sur
<Mt donné par

M = Isomyi (O9n, Ofcﬁfc/m/o*git/m))

ou encoréM™ = Isomy (O, VY /w).

C'est un71 x Gm-torseur de Zariski sud/.

En tant queM-schéma, il classifie les systemes, A, ¢, a, £, w, s)g sur unZ[%]—
schémas, oliw est une¥ ® Us-base de &2, /s, ets uneOs-base de W2/ 4.

On définit le module des formes modulaires de poids demi-entiers comme

GD(T, R) = HOON™' x SpecRr), Ogn+)
C’est un module gradué sur l'algeli#é/-1-graduée
G(c,n, R) = H'ON, Ogn)

L'action (f, g) — f - g est induite par le pull-back i+ de f € HO(, Von) par
M+ — 9M; ce dernier morphisme provient de la projection@sur .

Fait. Pour toutk = /2 4+ A, on aOgp+[&] = Ve = o et doncGD(I', R) =
GD (T, R)[&]. En effet, une fonctiory (x, w, s) satisfaisant pour tout

(x,y) € T1 X Gm, f(*,x0,y-5) = A" 0)yf (*, 0, 5)

deéfinit une section d#, .

Parladéfinition algébrique def , on peut définir lg-développement en une poir@ale
M, d’'une forme arithmétique de poids demi-enti@omme le composé du développement
de Fourier-Jacobii.g. le pull-back a la variété de Tate au—dessus?@e, défini comme
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une série grace a la trivialité du pull-back du filar*éz%/G) et de I' évaluationy, +— 1
(i.e.v = 0).

Observons que sur le groupe des unités totalement positivEsie= u'/2u* = u
est bien défini et est a valeurs dans I'anneau des valews de

On a le “principe du;-développement” en une poing(disons non-ramifiée) :

A

Proposition 8.7. Pour toute extensio® C R’ deZ[%]-algébres contenant les valeurs
dex, si f € GD,(T; R') et f € RY)(R), alors f € GD,(T; R).

Idée de démonstratio®ar irréductibilité géométrique de, une section du fibré« est
uniqguement déterminée par son pull-back a la VAHB de Tate.

Application. Soit R ¢ C uneZ[%]-algébre contenant les valeurs ge c¢p/ncg —
C; la series thét# (z, n) dont on a montré qu’elle appartient@D; »(I") est en fait
dansGD; »(T'; R). De méme pour les séries d’Eisenstein [32], une fois établi Jeur
développement. Nous espérons revenir sur ce point ultérieurement.

9 Tour d’'lgusa et formes modulaires de Hilbert p-adiques

Une autre “presque-application” est le résultat fondamental d’irréductibilité de la tour
d’lgusa. C'est une presque-application au sens que la méthode des compactifications to-
roidales donne un résultat intéressant mais insuffisant pour établir cette irréductibilité.
Rappelons que, par ailleurs, I'irréductibilité géométrique a été établie dans cette situation
par Ribet [31] et dans une situation plus générale (pour les groupes symplectiques ou
unitaires sur des corps totalement réels) par Hida [14]. Ribet utilise la monodromie locale
en un point ordinaire et Hida utilise la théorie de Galois des tours de variétés de Shimura,
due & Shimura.

Dans toute cette partie, on se limite au €as= G, et doncM = M* de sorte qu'il y
a une VAHB universelle4 — M.

Linvariant de Hasse. On suppose toujouls”™ : Q] > 1.

Soit M*, resp.M la compactification minimale, resp. une compactification toroidale,
deM.

Rappelons que le prolongement canoni@%e/ﬁ dew’ aM descend &/* en un fais-

ceau ample (on suppose comme d’habitlideet). Ceci est démontré dans [7] Thm8.6(vi).
Soit p premier, premier avexdc. Pour tout entiem > 1, soit
M, = M* x SpeaZ /p™ Z).

Linvariant de HasseH est la section globale de?—1" sur M3 définie comme suit.
SoitV : AP — 4 le morphisme de Verschiebung sui. FormonsV* : Du/my

@ 4m/y, €L Prenons sa puissance extérieure maxirvfdfev*. Via I'identification cano-
nique \“ Dur) sy = (/\d QA/M1)®”, on interpréte/\’ V* comme une section globale
degi’/—,‘z’. Par le principe de Koecher, c’est une section globaled@eb’ surM;y. On
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définit pour toutm > 1 le lieu ordinaireM,”,‘;ord de M, comme l'image inverse du lieu
M de M} ou H # 0. M} est un ouvert affine d&r} car H est une section globale
d’un faisceau ample ; de plus, une puissaHc¢ese releve el surZ,, car une section mo-
dulo p d'un faisceau trés ample se reléve ; cette section définit un ouvert Mﬁr‘i’éd sur

Z /p™ 7 d'équationE # 0 (mod p). Lorsquem tend vers l'infini, les complémentaires
de ces ouverts définissent un voisinage tubulaire ouvert d’équaign< 1 du diviseur
non-ordinaireE = 0 dans I'espace rigid#/"9 associé aus/,,.

Soit Mo = w5 N M, et soith - = 71 (m%9).

Remarque 9.1. Par le caractére local du principe de Koecher (voir la démonstration du
Théoréme 7.1), on a lorsque> 1:

—ord
HO(MP', O pyora) = HO(M,,, » Oggora) = HO(M;; %%, O )

Ceci entraine que I’ouver,’[d ne peut étre affine, puisqu'il est distinct de I'ouvert
affine M;5°™.

Tour d’lgusa et monodromie aux pointes. Pour toutn > 1, la composante neutre du
schémafini et plat[ p"] est purementtorique au-dessusm;;‘;{d. On définitlatour d'lgusa
sur M2 par

T = 150Myyor 0 @ papn, A[p"10) — MY, n>1
Notons quely, , — M,?jd est une suite dév/ p" o) *-torseurs finis étales puisque
(0/p"0)* = Aut@ 1 ® 1 pm).

Le morphismed;, , — M,?[d sont donc affines.

La question de l'irréductibilité géométrique de la tour d’lgusa équivaut a celle de la
connexité géométrique de ces revétements (puisque la base est géométriquement connexe).
Ceci équivaut aussi a la surjectivité des représentations associées a ces revétements (apres
choix d’'un point base géométrique) :

pn (M1 ®F,) — (o/p"0)*.

Cette surjectivité a été établie par Ribet [31] et Hida [14] dans un cadre plus général
(voir aussi[15]). Chai, [3] Sect.4.6, a proposé une autre approche via les compactifications
toroidales, inspirée de [11]V.7. Malheureusement, cette approche n’est pas concluante dans
toutes les situations de compactifications toroidales, et en particulier pas dans le cas des
variétés de Hilbert. Expliquons pourquoi. L'idée est de calculer la monodromie locale au
voisinage d’'une pointe non-ramifiée dans la compactification minimale. Elle ne permet
cependant que d’obtenir un sous-groupe ferm@deZ,)* qui est ouvert sila conjecture
de Leopoldt est vraie.

Pour alléger la notation dans I'argument ci-dessous, on omet (mais on sous-entend)
I'extension des scalaires|,. Tout d’abord le cag” = Q est connu. Par conséquent,
la VAHB obtenue en formant le produit tensoriel de la courbe elliptique universelle au-
dessus de la courbe modulalfgparo (puis si nécessaire undsogénie pour obtenir une
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c-polarisation) fournit un morphisme déedans la variété de Hilbert qui permet d’inclure
(Z /p" Z)* dans I'image dey,,.

Pour obtenir un gros sous-groupe du nogsip” o), de lanorme, Chai procéde comme
suit. Soitr : M1 — M3. Soit C une pointe non-ramifiée déf; et soitR la complétion
de I'anneau local d&/; enC. PosonsSs.e = [ [, cxe So €tSxe = Sye/0%. Soit(Sye)°
(resp(St.e)?) le complémentaire du diviseur alinfit§ s.¢ ) (resp(Sye)™). Limage de
SpecR) dansM est contenue dang; ord grace & la description de la VAHB universelle
sur Spe¢R) comme quotient de Mumford. On a des morphismes de groupes

71((S5e)?) — 71(SpeER) \(€)) — 1 (M)
On observe que I'on a un revétement étale
_ _ —ord _
£, T =Isomy 1@ ppn. G1[p"1°) — My =7t (M o)

prolongeant le revétement étdle, — Mfrd.
Le pull-back de,, aS.c esttrivial car la description d51|§2@ comme variété de Tate
montre que sufxe, on a un isomorphisme canonigdg[p”1° = wupr ® a compatible
avec l'action dej;. Ainsi Sye x T1, = Sxe x (o/p™)* etl'action deo sur le membre
de gauche correspond a I'action diagonale sur le membre de droite. Limagedstient
donc I'image dev 5 dans(o/p™)*.
On notera que le revétement connexe éfbif’e — (E/Ee)Oo de groupev; n'est pas
de type fini (seulement localement de type fini). Néanmoins on peut former une tour de
revétements finis connexes étales en quotierﬁ%oatpar(og)l’”.

Comme le pull-back d&; — M; a(Sye)™ estle quotient du tore de Tate §ik;c)>
paro, on voit queag/(og)l’" est contenue dans I'image dgdans(o/p"0)*. En passant
alalimite projective, on obtient I'image da(Mfrd) dans(o®Z,)* contient bierk ; 0%,
Formes modulaires p-adiques. Cette théorie est une application directe de I'irréducti-
bilité de la tour d’lgusa.

On a définiT ,,, ,, dans la section précédente ; c'est un torseur fini étalﬁé),ﬁjr; il est
donc affine sur ce schéma. Ce dernier n’est pas affine, mais on av@qﬁé)ﬂrlgl Oj0rd) =

HOM2, 9 mo) et que le spectre de cet anneau®&t®™. Soit

Vm,n = HO(Tm,ns (DTm,n) = HO(T’”’”’ (QTm.n)

l'algébre des fonctions réguliéres sty ,. En passant a la limite inductive surpuis
projective sutn, on obtient I'anneaV des fonctions sur le ind-pro-schéma

Too.00 = Mgéd

Notons que comme les morphismes de transifign+1 — T,,., sont affinesT,,
est un schéma @, . est un schéma formel s .

Mggd est le schéma formel obtenu en retirant le lieu supersingklier0 (mod p) de
la complétionM, du schémaly, le long de sa fibre spécial& (désigne un relevement
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quelconque dé7® surZ, comme précédemment). Dans le langage de la géométrie rigide,
on retire le voisinage tubulaire ouvert de rayon 1 autour du diviseur supersingulier.
Soit A, la catégorie des algebrgsadiquement complétes. Le ind-pro-schéfas
représente le foncteur qui associ® & 4, I'ensemble des classes d’isomorphisme de
(A, 0, h, &, @)k OU(A, ¢, A, @) définit un point deM x SpecR) et : o @ 071 —
A[p>] est une immersion fermée de groupedivisibles. De fagon équivalente, on peut
définir ¢ comme un isomorphisme de groupes forn@js® ol — A (complétions des
schémas en groupes le long de leur section unité). On appelle un tel plongemeat
rigidification du groupe formel.
Pour touteZ ,-algebrep-adiquement completg, on pose

V(c,n; R) = VR

Onl'appelle I'algébre des formes modulaipesdiques de niveau auxiliaing coefficients
dansR. Elle estmunie d’'une action du groupe de GaliZ ,) = (0®Z,)* durevétement
Too.c0 = MOrOI On pose pour tout homomorphisme continu71(Z,) — R*

Vie(e,n; R) =V(c,n; R)[—«]

La donnée d'une rigidificatio : Gm ® 01 — A induit un isomorphisme™ :
0®0r,, ., = w parle principe Géométrie Algebrique-Géometrie Formelle pour le schema
propre sur M. Soit 0., la complétion deit formelle le long de la fibre spéciale. On
obtient un morphisme d#f,-schémas formel¥., . — Moo ; il fournit un homomor-
phisme; de I'algébre des formes classiques vers celle des fopradiques.

j:G(c,n) = HO(SJI, Oogm) — V(e,n; R)

Remarque 9.2. Si « est un caractére algébrique @fg, j envoie les formes classiques

de poidsk vers les formegp-adiques de poids. Cette application est injective (voir
ci-dessous) mais est loin d'étre surjective, le module de droite étant de rang infini. La
théorie de Hida permet de montrer que sur les sous-modules des formes ordinaires, on a
un isomorphisme. Il serait intéressant par une généralisation appropriée de méthodes de
Mazur-Coleman d’étendre aux formes de Hilbert surconvergentes de pente fixée un tel
résultat de classicité.

Théoréeme 9.3.1) Pour toute (R, n)-pointe non-ramifiée®, on a un homomorphisme
injectif
eve : V(e,n; R) — R[[¢%;: & € X4 U{O}]],

ol X = cb?, qui est donné par I'évaluation sur la VAHB de Tate ﬁ(érﬁ, munie de
sa rigidification canoniquépour touto € X¢). De plus, pour touteR € A, Si f €
V(c, n; R) et pour toute(R, n)-pointe non-ramifiée® de M, on aeve(f) € pR[[¢%]],
alors f € pV(c,n; R).

2) le morphismeve est compatible via 'homomorphisnjeavec celui défini pour les
formes classiques.

Démonstration.1) Rappelons la propriété universelle @g, o, = ISom.Zora (1t poe ®
71, 8[p>1°) : Pour tout schéma semi-abéliéh— S sur un schéma formed et pour
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tout morphismes — & au-dessus d’'un morphisnfe— M, il y a une bijection cano-
nique entre 'ensemble des rigidificationg~ ® 21 = G[p>1° et celui des relévements
S — T 00,00 du morphisme donng — M.

La rigidification canoniquet,~ ® 1 = G,[p>°1° fournit donc un morphisme de
schémas formels de la complétipradique de?e,g versT o.o. Ce morphisme est étale.
Lirréductibilité du schéma formeTl , », entraine qu’une section globale d’un faisceau
localement libre suim><> nulle surﬁe,g est identiquement nulle.

2) Cet énoncé pour une algetkReaésulte de 1) appliqué a l'algeébRY pR. O

Corollaire 9.4. Pour tout poidsc € Z[Jf], j restreint aG, (¢, n; R) est injectif.

Remarque 9.5. Si R est plate suf,,, par indépendance linéaire des caracteres algébriques
distincts, on déduit du corollaire que I'applicatigrelle-méme est injective. Par contre,
ce n'est pas le cas pour ufig-algebrep-adique quelconque (c'est faux pdiiy).

Corollaire 9.6. L’homomorphismeve est d'image fermée dam®[[¢¢; & X4+ U{0}]]
muni de la topologie de la convergence coefficient par coefficient.

DémonstrationSi f,, € V(c, n; R) et eve(f+1) = eve(fy) (mod p™), alors, f,+1 = f
(mod p" V(c, n; R)) etdoncf, converge dans I'algébpeadiquement comple®é(c, n; R).
O

Pour chaque > 1; on va définir un homomorphisme d’algebres
Jr:G(e,np"s R) — V(c,n; R)

compatible avec les poids.

Le théoreme de représentabilité de Mumford (GIT) entraine qu’il exisig,uschema
quasi-projectif de type finMp(c, np”) classifiant les VAHBc-polarisées(A, ¢, A, a)s
munies d’urv/ p”-module cyclique” (c’est-a-dire, localement libre su® @5 de rangp”
etannulé pap” exactement). La normalisation de ce schéma déjis, np") x SpecQ,
definit un modele entier s, de M1(c, np”). Il est muni d’un morphisme propre et plat
7 VersM.

Les faisceaux sur M1(c, np”) sont les pull-back pat, desw* sur M. Soit M ,
la complétion formelle de ce schéma le long de sa fibre spéciale. La définititr de
comme solution du probléme de modules des immersions fermge® 1l Alp"]
montre qu’l y a une immersion ouverte canoniqlig, , — M . Cette immersion
est d'image dense dans l'une des composantes irréductibldg.de Soit M, =
Moo X My, Moo, Onavu qu'ly aunMs.-morphisme canoniquBs .o — Moo ; ON vient
d'autre part de construire U s-morphismelos oo — Too,r — Moo,r ; ON Obtient donc
un morphismé s -0 — Moo, qui fournit 'Thomomorphisme d’algebrgs par restriction
au lieu ordinaire sur les fonctions.

SOit Moo 00 = Ii£1 M . En fait, en passant a la limite projective sur les morphismes

To0.00 = Moo, ON VoIt facilement que

ord

Too,00 = Moo € Too00 = My

sont des immersions ouvertes. On peut définir un fibré inversible
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Si I'on ne tient pas a préserver l'intégralité (c’est a dire que I'on se limite@px
algebres), on peut aussi formuler cette construction en considérant I’espaceTﬁ&ide
associé &, , ; c’est un ouvert déf; (c, np”)"9 ; lavantage de cette approche est que ces
espaces rigides sont lisses et connexes (alors que le schémas forMigledep’) a un
grand nombre de composantes irréductibles).

Soit M1 (c, np”)°"'image inverse danaf1 (¢, np”)"9 de M1 (c, n)°" par le morphisme
d’oubli du groupe cyclique d’ordrg”. On voit queTglf’r est contenu dand1 (¢, np”)°"d
. Par conséquent & -torseur rigidedi(c, np”)"9 sur M1 (c, np")"9 classifiant les VAHB
munies d’ urp-groupe cyclique d’ordre@” et d'unes ® Os-base dev, estimage d@cﬂfoo
par le méme argument que précédemment.

Théoreme 9.7.Pour toutr > 1, pour toutk € Z[Jr], ’lhomomorphisme d’algebres des
formes classiques de niveal vers les formeg-adiques

Jr : Ge(e,np”s R) = V(e,n; R)

est injectif.

Démonstration.On sait d’une part que l'intégralité est préservéee ; on considere d’autre
partles espaces rigidﬁ?ﬁggr resp.Too. 0, QUi SONt connexes par 'irréductibilité de la tour
d’lgusa. Ceci entraine l'injectivité dg-développement des formes classiques de niveau
np” ainsi que celui des formgs-adiques auxR, n)-pointes deM relevées a l'aide de la
rigidification canoniqueécande la VAHB de Tate associég® On déduit alors le théoreme

de la compatibilité des morphismes gi@léveloppement. O

Remarque 9.8. 1) A la différence du cas du niveau premiep Al'utilisation de la géo-
métrie rigide simplifie 'argument car la fibre spécialeMe(p”) est compliquée.
2) Uhomomorphismej, somme deg,. . est injectif sik estZ ,-plate.

En fait, la compatibilité des morphismesgieléveloppement est vraie sur un ensemble
de pointeg-adiques plus grand que I'ensemble fini des relévements standard®, dgs
pointesC de M donnés par la rigidification canoniqyean de la VAHB de Tate associée
aC. Cet ensemble est appelé 'ensemble des pointes non-ramifiées. On va le définir et le
caractériser a I'aide de I'immersion ouverte (de schémas formels ou rigides)

Tso.00 = Moo.co

Définition 9.9. Une pointe déf» ~, €St un couple constitué d'uf&, n)-pointeC de M
et de la classe d'isomorphismer) (a € (0 ® Z,)*) du morphisme canonique

Tatee(g) — Too,oo

donné par la VAHB de Tat€Tatee (¢), tcan, Acan dcan) au-dessus d§e ge — M, munie
de la rigidificationgcan o [a]).
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Deux telles classes d'isomorphismie) eti(a’) coincident si et seulementsieta’
sont congrus module* car ce groupe agit par automorphismes du carré cartésien

Tate? (CI) I Too,oo

i i

Se ——>M .

Soit POQ 'ensemble des pointes d&, . La fibre dePoTO au-dessus d’une pointe dé
est donc uro ® Z,)> /o*-torseur.
NotonsP, I'ensemble des pointes dé¢1(c, np®>°) = lim M1(c, np”). C'est un espace
<«

p-adique compact et il résulte immédiatement du théoreme d’approximation forte et de
la décomposition d'lwasawa qu®,, est un fibré au-dessus de I'ensemble des pointes de
I'1(c, n), ses fibres étant des copies de

UZp)\G(Zp)[T1(Zp)U(Zp)
ou U est le radical unipotent du Borel supérieur. Par action sur I'ouvert des vecteurs
primitifs ((0 ® Z,)?)prim de (0 ® Z,)?, on identifie ce quotient &
U(Zp) \((0 ® Zp)*)prim/0*.
Ce quotient s'identifie & 'ensemble des classes d’homothétie par un scalaite die

vecteurs primitifs(i) dans(o ® Z,,)Z, ouc € (0 ® Z,) eta parcourt un systeme de

représentants de®Z,)/(c). Notons[ﬂ unetelle classe. Tout élémentBg s’écritdonc
comme un couple constitué d’ug, n)-pointe deM et d’'une class%ﬂ. On introduit la
notion de profondeur d’'une pointe :

prof,, ([i]) = ord,(c)

Les pointes de profondeur infinie sont appelées les pointes non ramifiéegSleit

sous-espace des pointes non-ramifiées; c’est un torseu(ots@mp)x/o_X au-dessus de
'ensemble des pointes dé.

Lemme 9.10. L'immersion ouvend oo = Moo, 00 identifieP; et P,

Soit C(PL!; R) I'espace des fonctions continues Rfff & valeurs dans une algébre
p-adiqueR. On peut repérer une telle pointe comme un couple constitué dRnNe)-
pointec et d’'un élément de (o ® Z,) *. Pour toutf € V(c, n; R), leg-développement en
une pointe non ramifiée, a) est bien défini : c’est I'évaluation sur la variété de Téje
munie de la rigidification

pcolal: G, @0t — Tate(q), 1~ ¢e(lal®))
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Ces fleches dg-développement induisent un homomorphisme d’algebres
ev: V(c,n; R) — C(PY; R)

Le noyau s’'appelle I'espace des formes modulajrexliques cuspidales. C’'est un idéal
deV(c, n; R) notéV*"Pc, n; R)
Par ce qui précéd@&(c, n; R) contient pour chaque poids> 2¢

Ge(e,np™; R) = Ge(e,np”; R)

r>0

ainsi que

G(e.n: R) = P Ge(e.n; R)

x>0

Il est de plus évident que les formes cuspidales classiques sont envoyées dans les formes
p-adiques cuspidales. Hida a démontré

Théoreme 9.11.Soit R uneZ,-algebre plate ep-adiqguement complete. Alors
(i) GUSA(c, n; R)[%] N V(c, n; R) est dense darg“sAc, n; R),

(i) De méme, pour tout > 2r, G >F(c, np™; R) est dense dang¥SP(c, n; R) sur
les parties ordinaires.

Le premier énoncé est démontré dans [19], essentiellement pour toutes les variétés
PEL (voir Th.2.2 et Cor.3.4). Le second est démontré dans [17]. L'énoncé analogue sans
limitation aux parties cuspidales n’est pas établi mais il est conjecturé.

Formes modulaires de Hilbert de poids demi-entierp-adiques. Nous allons donner
une définition purement algébro-géométrique des formes modulaires de Hilhdiques
de poids demi-entier. L'avantage de ce point de vue est qu’il évite de recourir a la multi-
plication par une série théta de poid® pour passer du poids demi-entier au poids entier
pour établir les propriétés arithmétiques des formes de poids demi-entier. De cette maniére,
on peut établir directement différents résultats obtenus par Hida dans [16] Sect.2, h.1-h5.
Nous reviendrons sur ce point dans un travail ultérieur.

Soit p premier, premier avec 2(bn). Pour chaque couple, n) d’entiersyn, n > 1,
on a défini le(o/ p" 0) -torseurT,, , fini étale surm°rd,

On considére 14}, ,-schéma donné par

TW—:_,VI = Isome,n ((9T)n,n’ O*Qi/a‘\))

c’est unGm-torseur sui7y, ,.

Chaque schénig, estgéométriquement connexe par irréductibilité de la tour d’lgusa.
Soit V,}, l'anneau des fonction suf,, . Il est muni d’'une action d&n,. La partie de
V,j{m sur laquelleGry, agit trivialement n’est autre queé, ,,. Considérons celle oG, agit
parmsi : y — y. Notons-lavVD,, ,. On a une action naturelle dg, , surVD,, , induite
par la multiplication dan#/,! . Pour toute algébrp-adiquement complet&, on définit
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le module des formes modulairesadiques de Hilbert a coefficients daRcomme

VD(c, n; R) = (lim lim VDm,n>®R
«— -
m n

C’est naturellement ul (¢, n; R)-module.
On a un morphisme naturél’ ., — 9" défini par pull-back A" de 7w, 00 — M.
Il fournit un morphisme

jd : GD(¢,n; R) — VID(c, n; R)

compatible avec les actions des formes modulaires de poids entier classiques- resp.
adiques pour 'homomorphisme

Jj:G(c,n; R) — V(c,n; R)
En particulier, pour tout poids demi-entier=¢/2 + A, siI'on pose
VD, (e, n; R) = V(e n; R)[E] = VD(c, n; R)[A™ ]
ona
Jjd : GD(c,n; R) = Vi (c,n; R)

On a une notion de-développement aux pointes non-ramifiées. Considérons d’abord
les pointes non-ramifiées standards (données par la rigidification canonique des VAHB de
Tate). Observons que pour toutR, n)-pointe @ de M, et touto € ¢, le pull-back du
fibré £ sur® a la VAHB de Tate Tate(q) sur?e,g est trivial. La base 1 fournit alors un
morphisme de la complétign-adique deSe versT,f ., quifournitun homomorphisme
d’'algébres

eve : VD(¢, n; R) — R[[¢%; & € X4 U{O}]1.

On a un principe dy-développement (conséquence de l'irréductibilité géométrique
de la tour de§njn) qui affirme l'injectivité de ey et méme son “universelle injectivité” :
siR C R/, si f estdéfinie suR’ et si exe(f) est a coefficients dan®, alors f est définie
SUrR.

La compatibilité de ey avec la fleche dg-développement des formes de Hilbert de
poids demi-entier arithmétiques entraine l'injectivitéjdg@our chaque poids demi entier
« et l'injectivité de j; sur toute algebre-adiqueZ,-plate. En outre, ceci entraine que
l'image deVD(c, n; R) est fermée danR[[q—f; & € ¢4 U {0}]] muni de la topologie de la
convergence coefficient par coefficient. La démonstration est la méme que pour les formes
p-adiques de poids entier.

On définit le module des formes cuspidales de poids demi-entier comme le noyau de
I'application

VD(c, n; R) — C(PY, R)

donnée pay — ¢, ou pour chaque € (0 ® Z,,)X/o_x, ¢ ¢ (a) désigne le terme constant
du g-développement

f(TatQ? (9), tcan, Acan Ccan, Pcan© [al, Scan)
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Application. On peut définir des formes modulaires de Hilpgemdiques de poids demi-
entier en formant leg-développements de séries théta et de séries d’Eisenstein associées
a des caractéres-adiques continus de conducteur diviseglW p>°. Ces caracteres sont
limites de caracteres algébriques qui définissent des formes de poids demi-entier arith-
métiques. Ces séries définissent donc des élémerit®de n; R), ou R est une algeébre
p-adiquement compléte contenant les coefficients des séries finie et pldtg. sur
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