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Introduction

0.1. Soit I un corps de nombres totalement réel de degré d, d’anneau des entiers o
et de différente 0. On note F la cléture galoisienne de F' dans Q et Jp I'ensemble des
plongements de F' dans Q.

On fixe un idéal n C o0 et on pose A = NF/Q(nD). Pour un poids arithmétique k& =
Y ety krT € Z[Jp] (¢f Déf.1.2.1), on pose kg = max{k-|7 € Jp}. Enfin, pour tout caractere
de Hecke ¢ de F' de conducteur divisant n et de type ko — 2 a infini, on note Si(n,v)
I'espace de formes modulaires de Hilbert correspondant (cf Déf.1.4.1).

Soit f € Sk(n,¢) une forme modulaire de Hilbert nouvelle (propre, normalisée et
primitive pour l'algebre de Hecke). Pour tout idéal a C o on note ¢(f,a) la valeur propre
de 'opérateur de Hecke standard Ty sur f.

Soit p > 5 un nombre premier et soit £ un corps p-adique assez grand, d’anneau des
entiers O, d’idéal maximal P et de corps résiduel k.

0.2. Résultats galoisiens. Le groupe de Galois absolu d’un corps L est noté G . Par
les travaux de Taylor [65] et Blasuis-Rogawski [2] on sait associer a f une représentation
galoisienne p-adique p : Gp — GL2(FE) qui est absolument irréductible, totalement impaire,
non-ramifiée en dehors de np et telle que pour tout premier v de o, ne divisant pas np :

Tr(p(Froby,)) = c(f,v), Det(p(Frob,)) = 1 (v) Ng/q(v),

ou Frob, désigne un Frobenius géométrique en v.

En prenant un O-réseau de E?2, stable par G, on définit p = p mod P : Gr — GLa(k),
dont la semi-simplification est indépendante du choix du réseau.

La proposition suivante étend au cas des formes modulaires de Hilbert des résultats de
Serre [61] et Ribet [59] sur les formes modulaires elliptiques (cf Prop.IV.2.1, Prop.IV.5.2
et Prop.IV.7.3).

PROPOSITION 0.1. (i) Pour tout premier P en dehors d’un ensemble fini, on a

(Irrz) p = pyp est absolument irréductible.

(ii) Si f n’est pas une série théta, alors pour tout premier P en dehors d’un ensemble
fini, on a

(LI5) il existe une puissance q de p telle que SLa(IFq) CIm(p) C x* GLa(F,).

(iii) Supposons que f n’est égale a aucune de ses d conjuguées internes tordues par un
caractére quadratique, ni a une série théta. Alors, pour tout premier P en dehors d’un
ensemble fini, il existe une puissance q de p, une partition Jp = [[;c; Jp et des éléments
oir€Gal(F, /F,), T€ J}, tels que (T # 7' = 04 # 0;,.) et tels que la condition suivante
soit satisfaite :

(LI}, q5) Indgﬁ : Gpy — SLa(Fy)’F se factorise par une surjection Gz, —» SEQ(FQ)I
suivie par Uapplication (M;)ier — (Mfi'T)z'eI,reJ;;: ot F" est le compositum de F et du
corps fixe de (Ind% p) " L(SLy(F,)’r).
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0.3. Résultats cohomologiques. Soit Y/Z[ 1 la variété modulaire de Hilbert de
niveau K1(n) (¢fI1.3.1). On s’intéresse au groupe de cohomologie p-adique H*(Yg, V, (@),
ot V,,(Q,) désigne le systeme local de poids n = Y _; (k; —2)7 € N[Jp] (¢f IL9).

Par un résultat de Brylinski-Labesse [4] le sous-espace Wy := () ker(Ty — c(f,a)) de
aco

Hd(Y@, V,(Q,)) est isomorphe, comme G z-module et aprés semi-simplification, a I'induite
tensorielle ®Indg p. Supposons que :

(I) p ne divise pas A = Ap N(n),

Alors Y possede des compactifications toroidales lisses sur Z,. Pour tout J C Jr, on
pose |p(J)| = > ;e (ko—mr=1) + > c 7\ ymr, ou mr = (ko — k)/2 € N. En appliquant
la méthode de Faltings-Chai [21], on obtient

THEOREME 0.2. (i) (Thm.II1.5.1) La représentation galoisienne Hj(Y@, Vi (Qy)) est
cristalline en p, de poids de Hodge-Tate appartenant a l’ensemble {|p(J)|,J CJr |J| < j}.

(ii) (Cor.II1.7.4) Les poids de Hodge-Tate de W sont les entiers |p(J)|, J C Jr, comptés
avec multiplicité.

Afin de pouvoir établir une variante modulo p de ce théoréme, on a besoin de ’hypothése
supplémentaire suivante :

(ID) p=1> 32 ;. (kr=1).

L'entier > ., (kr—1) est égal a la différence |p(JF)| — [p(@)] entre les deux poids de
Hodge-Tate extrémes de la variété modulaire de Hilbert. On utilise (I) et (II) pour
appliquer la théorie de Fontaine-Laffaille [23], ainsi que le Théoréme de Comparaison de
Faltings modulo p [20]. En adaptant au cas modulaire de Hilbert ’approche développée par
Mokrane-Polo-Tilouine [51, 56] dans le cas modulaire de Siegel, notamment la construc-
tion d’'un complexe de Bernstein-Gelfand-Gelfand entier, on calcule les poids de Fontaine-
Laffaille des groupes de cohomologie étale modulo p, H* (Y, Vi (%))

0.4. Résultats arithmétiques. On définit le O-module de cohomologie intérieure
HL (Y, V,(0)), comme 'image de HY(Y, V,,(0)) dans HY(Y, V,,(E)) et on note T = O[T,,a C
o] l'algebre de Hecke agissant dessus. Soit m I'idéal maximal de T correspondant a f et p.

THEOREME 0.3. Supposons (I) et (II).
(1) (Thm.VL.1.3) Si on a (Irrp), d(p—1) > 5> ; (k-—1) et

(PM) le poids médian |p(JF)‘2+|p(g)| = d(k%_l) n’appartient pas o {|p(J)|,J CJr},

alors la composante locale de la cohomologie du bord Hg (Y, Vy,(O))m s’annule et l’accouplement
de Poincaré HL(Y,V,,(0))h x BYY,V,(0)):, — O est une dualité parfaite.

(i) (Thm.VI1.2.6) Si on a (LIap), alors H*(Y,V,(0))m = HY(Y, V,,(0))m est un O-
module libre de rang fini et son dual de Pontryagin est isomorphe & H(Y,V,(E/O))m.

La démonstration s’appuie sur un argument galoisien de type “global-local”. Pour le
(1), on utilise le lemme VI.1.1(ii) et un théoreme de Pink [55] sur la cohomologie étale d'un
systeme local restreint au bord de Y. Pour le (ii), on utilise le lemme VI.2.5 et le calcul
des poids de Fontaine-Laffaille de la cohomologie.

Soit A* (Ado( f),s) la fonction L adjointe imprimitive de f, complétée par ses facteurs
d’Euler a U'infini et soit W(f) la constante complexe intervenant dans I’équation fonction-
nelle de la fonction L standard de f. On note Q]jf € C*/O* les périodes définies par
I'isomorphisme d’Eichler-Shimura-Harder (c¢f VI.1.2).
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Théoréme A (Thm.VI.1.10) Supposons (I), p—1 > max(1, 2) > regplbr = 1), (Irrp)

* 0
et (PM). Si P divise W, alors il existe une autre forme propre et normalisée
£

g € Si(n, x) telle que f =g (mod P), i.e. ¢(f,a)=c(g,a) (mod P), pour tout idéal aCo.

Sin=o0et k= (2,.,2) ousi F est quadratique, k est parallele et f est ordinaire en p,
alors Ghate [27] a obtenu des résultats analogues & ceux du théoréme précédent.

La preuve suit de pres celle donnée par H. Hida [31] dans le cas elliptique (F = Q), et
utilise Thm.0.3(i), ainsi quune formule de Shimura [63] reliant A*(Ad%(f),1) au produit
de Petersson de f (cf (VI.5)).

Théoréme B (Thm.VI.2.7) Supposons (I), (II) et (LInqp). Alors

(i) H*(Y,V,.(k))[m] = HY(Y, V,,(x))[m] est un k-espace vectoriel de dimension 2.
(ii) H*(Y, Vo (O))m = HYY, V,,(O)) est libre de rang 2% sur Ty,.

(iii) T est Gorenstein.

Par [48] il suffit de démontrer le (i), dont la preuve repose sur le Thm.0.3(ii) et le
Principe du g-développement (cf I1.7.3).

Ce théoreme, sous des hypothéses plus faibles, est dii & Mazur [48], pour F = Q et
k =2, et a Faltings-Jordan [22], pour F' = Q. La propriété de Gorenstein a été démontrée
par Diamond [18] pour F' quadratique et k = (2, 2), sous les hypotheses (I), (II) et (Irrz).
L’approche de Diamond via la cohomologie d’intersection devrait pouvoir se généraliser
afin de démontrer que Ty, est Gorenstein, sous les hypotheses (I), (IT) et (LI;) (¢f Lemme
VI.1.1(i) et Rque VI.1.2).

0.5. Résultats explicites. Par un résultat classique de Dickson, I'image dans PGL2 (k)
d’un sous-groupe irréductible de GL2(x) qui ne satisfait pas (LI5), est diédrale, tétraédrale,
octaédrale ou icosaédrale. Dans la proposition suivante nous étudions ces cas exceptionnels
pour I'image de p dans PGL2 (k).

Soit o} (resp. 0:,1) le groupe des unités de o qui sont totalement positives (resp.
congrues a 1 modulo n).

PROPOSITION 0.4. Supposons que pt A et p > ko.

(i) Si k est non-paralléle, et si pour tout JC Jp, il existe une unité e € 03 N 0:,1’ telle

que p ne divise pas NF“/Q [Ir(e)fo=m==t — T] 7(e)™ | #0, alors on a (Irry).
TeJ TEJF\J

(ii)) Si d(p—1) > 5 > (kr—1), alors limage de p dans PGLa(k) n'est pas diédrale,
Te€JR
tétraédrale, octaédrale, ni icosaédrale.

iii) Supposons que :
(iii) Supp q
(non-CM) pour toute une extension quadratique CM K/F, de discriminant A i p divisant

n et dans laquelle tous les premiers p de F' au-dessus de p se décomposent, il n’existe pas de
caractére de Hecke p de K de conducteur divisant nAI_{}F et de type (m,,ko—1—m;)recp

a Uinfini, et tel que p = Ind ¢ (mod P).

Alors l'image de p dans PGLa(k) n'est pas diédrale.

(iv) Si on a (LIz), et si k n'est pas induit d’un poids d’un sous-corps strict de F', alors
on a (Llayp).

De cette proposition, on obtient le corollaire suivant des théoremes A et B :
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COROLLAIRE 0.5. Soit € un élément de o} Moy ;.

(i) Supposons que d=2 et k= (ko, ko—2m1), avec my # 0.

Sipt ANF/Q((eml—1)(6’“0_””_1—1)) et p—1 > 4(kg—m1—1), alors on a le théoréme A.
Si de plus on a la condition (non-CM), alors on a aussi le théoréme B.

(ii) Supposons que d=3, id#T1 € Jp et k= (ko, ko —2m1, ko —2m2), ot 0 < my < mg #
0. Si P J[ ANﬁ/Q((T(E)ml _ 6_m2)(7'(€)m1 _ 6m2—i—1—ko)(7.(6)m1—i-1—k0 _ 6rrl,g)(7.(€)k()—m1—1 _
em2 =Ry et p— 1> 2(3kg — 2my — 2my — 3), alors on a le théoréme A. Si de plus on a
la condition (non-CM), alors on a aussi le théoréme B.

0.6. Systemes de Taylor-Wiles, modularité et formule “a la Bloch-Kato”.
Dans le cas ol p est de niveau minimal on sait définir un anneau universel de déformations
minimales R de 7, ainsi qu'un groupe de Selmer Sel(F, Ad°(p)® E/ ©®). On a une surjection
canonique R — T,.

En construisant un systeme de Taylor-Wiles suivant le formalisme développé par Fuji-
wara [25], on obtient :

Théoréeme C (Thm.VIL.6.2) Supposons (I), (II), (LIyap) et que p est de niveau
minimal. Alors R ~ Ty, et

W (f)A*(Ad°(p), .
( () th u (0) 1>> — Fitto (Sel(F, Ad%(p) ® B/ 0).

0.7. Organisation du texte.

Dans le chapitre I on définit différents objets analytiques dont on voudrait étudier les
propriétés arithmétiques.

Dans le chapitre II on donne des détails sur les compactifications arithmétiques toroidales
des variétés de Kuga-Sato au-dessus de la variété modulaire de Hilbert en niveau I';(c, n).
Ceci permet de prolonger certains fibrés automorphes aux compactifications toroidales de
la variété modulaire de Hilbert.

Les constructions du chapitre II, nous permettent d’appliquer dans le chapitre III la
méthode de Faltings-Chai, pour donner la décomposition de Hodge-Tate de la cohomologie
étale p-adique de la variété modulaire de Hilbert. On détermine également les poids de
Hodge-Tate de la représentation galoisienne associée a une forme modulaire de Hilbert.

Le chapitre IV est consacré a I’étude de 'image de la représentation galoisienne résiduelle
associée a une forme modulaire de Hilbert, ainsi que son induite tensorielle.

Dans le chapitre V, on reprend la construction du chapitre 111, afin de calculer suivant
Mokrane-Polo-Tilouine les poids de Fontaine-Laffaille de la cohomologie étale modulo p de
la variété modulaire de Hilbert.

Enfin, les chapitres VI et VII contiennent les démonstrations des principaux résultats
arithmétiques.



CHAPITRE 1

Variétés et formes modulaires de Hilbert analytiques

Références : [24][34][35][68]
1. Sous-groupes de congruence et variétés modulaires de Hilbert.

Soit F' un corps de nombres totalement réel de degré d = dp, d’anneau des entiers o, de
différente 0 et de discriminant Ap = Ng/g(9). On note Jr = Homg_jg.(F, C) Pensemble
de ses plongements (réels).

On se donne un groupe algébrique D g, intermédiaire entre Gy, /g et Resg G, connexe
Gm < D < Res§ G .

On définit le groupe algébrique G = G?Q (resp. G;Q) comme le produit fibré de D

(resp. Gy,) et de Resg GL5 au dessus de Resg Gm. On a le diagramme cartésien suivant :

Resg SLy¢ G*C€ GPC Resg GLy

¢ oo I

1€ G © D¢ Resg G,

ou les fleches verticales sont données par la norme réduite v : Resg GLy — Resg G-

Le sous-groupe de Borel standard de (G, son radical unipotent et son tore maximal
standard sont notés B, U et T, respectivement. On pose 77 = T N ker(v) et on identifie
Ty x D et T par (u,¢e) — <16€ u91
algébrique H sur QQ, on note Hpg le groupe de ses R-points.

). Pour toute Q-algebre R et pour tout groupe

REMARQUE 1.1. Dans toutes les applications le groupe G sera soit G*, soit Resg GL,.
Nous avons préféré de ne pas fixer GP des le départ, car G* intervient dans I’étude
géométrique des formes modulaires de Hilbert (le probleme de modules de variétés abéliennes
de Hilbert associé & G* est représentable : voir la partie 3), alors que Resg GL, intervient
dans I'étude arithmétique des formes modulaires de Hilbert (les variétés de Shimura as-
sociées a Resg GLs ne sont en général que des espaces de modules grossiers, mais on connailt
I’existence de représentations galoisiennes associées aux formes modulaires de Hilbert pro-
pres pour Resg GL2). Cette présentation a été inspirée par le paragraphe 3.1 de [4] (c¢f
[45] §.1.1 et §.4.1 pour une discussion sur les avantages et inconvénients de travailler avec
G* ou Resg GLo).

1.1. Le domaine symétrique hermitien $p. Soit (F ® R); (resp. Gp) la com-
posante neutre de (F @ R)* (resp. de Gr). Le groupe Gp agit par homographies sur
lespace Hr = {z € F®C | Im(2) € (FOR);} = H/F, ou H = {z € C | Im(z) > 0}
désigne le demi-plan de Poincaré (Iisomorphisme étant donné par £ ® z +— (7(£)2)rejp,

11



12 I. VARIETES ET FORMES MODULAIRES DE HILBERT ANALYTIQUES

pour £ € F', z € C). Cette action s’étend en une unique action du groupe Gg sur Hp telle
(12 -1 . _
que, composante par composante, I’élément < 0 (1]> agit par z, — —Z,.

Posons i = (vV—1,..,v/—1) € 9p, KL = StabGD{(g') et Ko = Stabg, (). Alors
g2 py1/2
G /KL = $p, par g — g(i) d'inverse  + iy — < 0 yLl/2 > K.

Via linclusion $p — P! (F®C), z+— [ﬂ, I’action de GI'R'E sur Hr est compatible avec
Iaction naturelle de G¢ sur P1(F ® C).

Les points rationnels P*(F) du bord P1(F ® R) de $r sont appelés les pointes. On
pose co = [[1)] Le groupe Gg agit transitivement sur l’ensemble des pointes. On a
Bg = Stabg, (00) et P1(F) = Gg/Bg.

On munit 'espace 3 = Hr U P!(F) de la topologie de Satake, donnée par :

— la topologie usuelle sur Hr,

— pour toute pointe C € P}(F), s’écrivant C = yoo avec v € Gq, un systéme fonda-
mental de voisinages ouverts de C est donné par les {yWg} HERY, » ou

Wiy ={z€9p | [[Im(z;) > H}.

9} est séparé (mais pas localement compact!) pour cette topologie (cf [24] 1.2.9).

1.2. Action de Ga sur les o-réseaux. Le groupe Gg agit a gauche sur F' 2 par
v (&¢) = (6,077 oty € Gg et &,¢ € F. Soit Ga le sous-groupe de Gg formé des
éléments dont le déterminant appartient au sous-groupe des éléments totalement positifs
F} de F*. On note 0* le groupe des unités de o, et on pose 0} := F No*.

Pour tout idéal fractionnaire § de F on pose {* = =1 2~!. On a un accouplement parfait
TrF/Q : f X f* — 7.

Nous allons définir des sous-groupes intéressants de 66 en considérant son action sur
les o-réseau de F2.

Soit L un o-réseau de F?; c’est un o-module projectif de rang deux, donc il sécrit,

quitte & changer la base de F?, comme L = ¢ ® f*, avec ¢ et f des idéaux fractionnaires de
F. Le stabilisateur du réseau ¢ & {* dans Ga est égal a :

G+(€ ef):={ye€ G6| det(v) € gj_} N <e]so (?Z)*>

Lorsque G = G* (resp. G = Resg GL3), on écrit SL(e @ §*) (resp. GLT(e @ §*)), a la
place de G* (e & *). Notons que 05 NQ = {1}, et donc SL(e & f*) est formé d’éléments
dont le déterminant vaut 1.

LEMME 1.2. Dans la SLy(F)-orbite de tout o-réseau L de F?, il existe un o-réseau de
la forme o0 @ ¢*, avec ¢ un idéal fractionnaire de F'.

Démonstration : Il est clair que la SLo(F')-orbite de L contient au moins un réseau de la
forme e @ f*. Prenons a € ¢ et ¢ € 0 satisfaisant a 0 +cef* = e. Par le théoreme de Bezout,

e f*

il existe alors une matrice unimodulaire (i Z) € SLa(F)N (fb e_1> et 'image de e ® §*
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par cette matrice vaut o @ c*, avec ¢* = ef*. L’idéal ¢* vaut A%2L et donc ne dépend pas de
la matrice de passage unimodulaire particuliere choisie. Il

En vertu de ce lemme, nous ne considérerons par la suite que des o-réseau de la forme
0P ¢*, avec ¢ un idéal fractionnaire de F'.

REMARQUE 1.3. Considérons le cas ou G = Resg GLo. Alors l'application L
AZL induit un isomorphisme entre les Ga-orbites de o-réseaux L de F? et le groupe de
classes strictes d’idéaux Cl}. Afin de préserver la symétrie du probléme nous devons con-
sidérer tous les groupes GL™ (0 @ ¢*), lorsque ¢ décrit un ensemble de représentants de Cl;.
L’approche adélique permet de faire ceci tout naturellement (cf §.4.1).

Notons que deux groupes GL™ (0 @ ¢*) et GL™ (0 ©c’™) sont conjugués dans Ga, si et

seulement, si les idéaux ¢ et ¢/ appartiennent au méme genre (i.e. ¢ = &e?c, avec £ € Ff
et e idéal de F).

1.3. Sous-groupes de congruence de Ga. On fixe dans la suite un idéal fraction-
naire ¢ et on considere le réseau Ly = 0 P ¢*.

On se donne aussi un idéal n C 0. Le o/n-module n=! Ly/Lq est libre de rang 2.
Prenons zg € F, avec 0 = n+xgcd. La multiplication par xg induit alors les isomorphismes
o/n "= ¢*/c*net cd/cOn — 0/n ce qui nous permet d’identifier 'image de SL(o @ c¢*)
dans Aut(n=! Ly/Lg) et SLa(0o /n) par 'application <Z b:§0> — <C; Z), ou a,b,d €

0
o/n et c € cd/con. Faisons 'hypothese :
(NT) n est premier a Ng/g(cd) et n ne divise ni 2, ni 3.
o
con o

Mo = {5 = (‘CL Z) eri(en) | d=1 (mod w)}.

La réduction modulo n induit un diagramme cartésien :
I'(c,n)———T}(c,n)—T}(c,n)— SL(o ® ¢*)

v \ v
R A s O

DEFINITION 1.4. Un sous-groupe I' de Ga est appelé sous-groupe de congruence si, et

Soit T'§(¢c,n) = SLo(F) N ( >, I'(c,n) =ker(SL(o ®¢*) — Aut(n~! Ly/Ly)) et

seulement si, I' = Gg N KGZ, avec K sous-groupe compact ouvert de G ¢ (¢f8.2.4 pour la
définition de Gy, ainsi que la fin de §.2.5).

Les groupes I'! (¢,n) € T'1(c,n) C T§(c,n) C SL(0 & c*) sont des sous-groupes de congru-
ence de Gy (en fait ce sont des sous-groupes de SLo(F)). De méme on définit les groupes
les sous-groupes de congruence suivants

[(¢,n) C T1(c,n) C To(c,n) € GLT (0@ ¢*) € GLS (F),

IP(c,n) € TP(e,n) € TP (e,m) € GHo@ ") C G,
en remplacant la condition d’unimodularité, avec celle d’avoir son déterminant appartenant
a oy (resp. aop, = DgNo¥).

LEMME 1.5. Sous U’hypothese (NT) le groupe T'1(c,n) est sans torsion.
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Démonstration : Par I'absurde. Supposons qu’il existe un élément de I'1(c,n) d’ordre
premier p. Le déterminant de cet élément est une racine de l'unité totalement positive,
donc égale a 1. Cet élément admet comme valeur propre une racine p-ieme de I'unité ¢, # 1,
ainsi que son inverse Cp_ L. En prenant sa trace on trouve que ¢p est quadratique sur I, i.e.
[F(¢p) : F| < 2. Par ailleurs, Cp+Cp_1 —2 € n, donc Ngyg(n) est une puissance de p. D’apres
(IN'T) on a alors que F' et Q({,) sont linéairement disjoints, d’out [F'({,) : F] = p—1. Donc
p =2 ou p=3, ce qui implique, par un calcul facile, que n divise 2 ou 3. ]

REMARQUE 1.6. La condition (NT) est optimale pour que I'y(¢,n) soit sans torsion.
En effet, comme les matrices <_01 _01> e TH(071(2)) et <:§ i) € I't(01,(3)) sont
d’ordre fini, n ne peut pas diviser ni 2 ni 3. Par ailleurs, la condition que n soit premier

1 1
a NF/Q(D) est aussi nécessaire, comme le montre la matrice d’ordre fini < VE—5 \/5_3>
2 2

de T1(07%,(v/5)) (ici F = Q(v/5)). Enfin, la condition que n soit premier & Ngg(c) est
bénigne, car par le théoreme d’approximation faible, chaque classe de Cl} contient des
idéaux ¢ premiers & Ng/g(n) (cf §.4.1).

Dans toute la suite du texte on suppose que I’hypothése (NT) est satisfaite,
de sorte que I'i(c,n) soit sans torsion.

1.4. Pointes pour les sous-groupes de congruence. Soit I' un sous-groupe de
congruence. Comme F*I'/F* est commensurable avec PSLy(0), 'ensemble de ses pointes
est aussi P1(F) et ’'ensembles I'\P*(F) est fini.

Les deux lemmes suivants décrivent les classes d’isomorphisme de I'§(c, n)-pointes (o =
@,D,+). Ceci sera utilisé dans le paragraphe 3.3, ot nous étudions les I'{(c, n)-pointes,
ainsi que dans la partie I1.2. Notons que I'Y(¢c,n) = G (0@ ¢*) N GT (0 D (cen)*).

/
LEMME 1.7. Soient ((Z), (CCL,) € F?2 — {0} et soit | un idéal fractionnaire de F.

/
Si ao+cf* =a' o+ f*, alors il existe v € SL(o &f*) tel que (Z/) = ’Y(Z)-

Démonstration : Posons b = a0 +cf*. Il existent v, € SLy(F) N <b[]:0 (:j)l > tels que

!/

(g) = o0 et (;1,) = v'c0. Comme 7'y~ € SLa(0 @f*) on a le lemme. O
Soit Zr 'ensemble des idéaux fractionnaires et Clg le groupe des classes de F'.

LEMME 1.8. On a deux bijections :
Gt(o® )\ (F?2—-{0}) = Ip, (Z) —b=ao+cc*, et

G+ (o @(en)*)\ (F? — {0}) = T, (‘;) b = a0 +e(en)*,
qui induisent deux bijections d’ensembles finis :
G (0@ )\PHF) = Clp, et Gt (o ®(en)*)\PH(F) = Clp.

Démonstration : Les fleches sont bien définies (voir l'action de Ga sur F? définie au
début de §.1.2). Le lemme précédent donne linjectivité. La surjectivité découle du fait
que tout idéal dans un corps de nombres peut étre engendré par deux de ses éléments. [J
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1.5. Variétés modulaires de Hilbert analytiques. Etant donné un sous-groupe
de congruence I' on définit la variété modulaire de Hilbert analytique M = I'\$Hr. La
variété M>" est lisse, si et seulement, si I' est sans torsion. En revanche M?" n’est jamais
compacte.

Les variétés modulaires de Hilbert, dont nous étudierons en détail la géométrie, sont
celles correspondant aux sous-groupes de congruence F? (c,n).

1.6. Compactification de Satake. L’espace quotient M*"* = I'\9)}, est compact
pour la topologie de Satake définie dans §.1.1. Il est 'union de M 3" et d’'un nombre fini de
points (c¢f [24] Chap.I). Il est muni d’une structure de variété analytique complexe normale
pour laquelle les pointes sont des points singuliers si dp > 1 (cf [24] 11.4).

REMARQUE 1.9. Le revétement SL(o® c¢*)\Hr — GLT (0@ c*)\HF est fini étale de
groupe o} / 0*2. C’est un 2-groupe qui est non-trivial en général. Par conséquent, le
morphisme SL(o & ¢*)\$} — GL* (0 & ¢*)\H} n’est pas étale en général, car son degré est
égal & 1 au-dessus des pointes (¢f Lemme 1.7).

2. Formes automorphes de Hilbert et opérateurs de Hecke.
a b

d
j(v,2) =c-z+d e (F®C)*. Dapres lidentité j(vy',z) = j(v,7(2))j(v,2) on a un
1-cocycle holomorphe G, — (0 ®0g,.)%, v — (2 — j(7,2))). Plus généralement pour

2.1. Facteurs automorphes. Pour tout z € Hp et v = € GE{S on pose

Zr,SiT € J,

tout J C Jr on pose jj(v,2) =c-z/ +de (FRC)*,ouz/ =7 ",
Zr, siT € Jp\J.

2.2. Poids. Rappelons que Z[JF] s’identifie au groupe des caractéres du tore Resg Gm
par k = 3 ., kT o= (2 [I17(x)*7). Les éléments de Z[Jr] sont appelés des poids.
Dans la suite, ’on ne considere que des poids vérifiant la condition d’algébricité de Clozel
suivante ([7] Sect.1.2.3):

DEFINITION 2.1. Un poids k € Z[JF] est dit arithmérique si ses coordonnées k, sont
supérieures ou égales & 2 et sont de méme parité. On pose alors kg = max{k,|T € Jr},

my = @ eN, t= ZTGJFT, nr=kr—2>0etng=ko—2. (n=k—2t et k+2m = kot).

Pour = Y p,7 € Z[Jp] et z = (2;)resp € C’F on éerira 2 & la place de ] 247.
Te€Jp Te€JR

2.3. Formes automorphes pour G. Soit I' un sous-groupe de congruence de Ga et

soit k£ un poids. Pour toute fonction g : Hr — C, pour tout v € Ga et pour toute partie
J de Jp, on pose
(glk7)(2) = v, 2) Fe(v2).

DEFINITION 2.2. L’espace Gy, ;(I'; C) des formes automorphes classiques de Hilbert, de
poids k, niveau I' et type a l'infini J C Jp, est le C-espace vectoriel formé des fonctions
g : Hr — C vérifiant les deux conditions suivantes :

(m1) pour tout v € I" on a gl ;v = g,

(m2) la fonction z — g(z7) est holomorphe sur H%.

REMARQUE 2.3. D’apres le principe de Koecher, la condition d’holomorphie aux pointes
est toujours satisfaite, si F' est différent de Q (cf [24] Prop.4.9 et son corollaire). Une
définition précise de la notion d’holomorphie aux pointes, ainsi qu’une preuve du principe
de Koecher sont données dans la partie 3.4, lorsque I' = T'P(c, n).
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On définit I'espace Sy, ;(I'; C) des formes automorphes de Hilbert cuspidales classiques,
comme le sous espace de Gy, j(I';C) formé des fonctions f qui s’annulent en toutes les
pointes.

Afin de faciliter I'introduction des opérateurs de Hecke, nous donnerons une autre
définition (adélique) des formes automorphes de Hilbert.

2.4. Formes automorphes adéliques pour G. Soit A I'anneau des adéles de Q et
soit Gy = GyGRr la décomposition en le produit des places finies et des places infinies.
Tout élément = de G se décompose en conséquence en produit de xy € Gy et xo € GRr.

Soit K un sous-groupe compact ouvert de G'y.

DEFINITION 2.4. L’espace Gy j(K;C) des formes automorphes adéliques de poids k,
niveau K et type a 'infini J C Jp, est le C-espace vectoriel formé des fonctions g : Gy — C
vérifiant les trois propriétés suivantes :

(M1) g(azy) = g(x) pour tout a € Gg, y € K et x € Ga.

(M2) g(z7) = v(y)*T™ 5y (v,1) *g(x) pour tout v € KL et = € Ga.

Soit pour tout = € G la fonction g, : HF — C, donnée par z — v(v) K=", (v, 1)k g(zv),
oll v € GL est choisi de maniere que z = 7 -i. En vertu de (M2) cette fonction ne dépend
pas du choix particulier de 7.

(M3) La fonction g, est holomorphe en z., pour 7 € J, et anti-holomorphe en z,, pour
7 € Jp\J (lorsque F = Q il faut rajouter la condition d’holomorphie aux pointes).

L’espace Sy, j(K; C) des formes automorphes adéliques cuspidales est le sous-espace de
G, (K;C) contenant les fonctions vérifiant la condition supplémentaire suivante :

(M4) fU(Q)\U(A) g(ux)du = 0, pour tout x € G et toute mesure de Haar additive du.

Le paragraphe suivant compare les espaces de formes automorphes cuspidales adéliques
et classiques.

2.5. Lien entre les formes adéliques et classiques.

LEMME 2.5. La fléche
v: GQ\GA/KGIO - DQ\DA/V(K)D:O,

donnée par la norme réduite, est un isomorphisme.
Démonstration : La fleche est bien définie et surjective. On note G! := Resg SLy. Pour
I'injectivité, supposons que l'on ait z,z’ € G, tels que v(z') € Dov(z)v(K)DZ,. Comme
v(Gg) = Dg et v(GL,) = DY, on peut supposer que v(z') = v(z), i.e. 2’ € GLx. D’apres
le théoreme d’approximation forte pour le groupe algébrique semi-simple G'! et son sous-
groupe ouvert compact :L‘leacJ?I (o K!' := KN G}), on a G = G(ba:lex;lGéo =
Gbfolxjila:ooGéoajgol = GbelGéox_l. Dot 2/ € Gz = G(ba:KlGéo C GozKGL. O

Soient 1; € Dp, 1 < i < h des représentants du groupe D/Dqv(K)DZ. Par le

théoreme d’approximation faible on peut supposer que 7; € Dy. Posons t; = <7(7)Z (1)> et

définissons le sous-groupe de congruence T'(K) = Gg Nt;Kt; 'GL de Ga . Alors il est
facile de voir que I'isomorphisme Hp = GE{S /KL induit un homéomorphisme :

h
(1.1) [T E)\9F — Go\Ga/K KL
=1
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PROPOSITION 2.6. En gardant les notations de ce paragraphe les applications
(1.2) Gr(K;C) = @ijl“l C) , Sy.y(K;C) @SMFZ C),

données par f — (fi,)1<i<n sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.

On note Z = 1, Z; le complété profini de Z et on considere les sous-groupes compacts

ouverts de GG f suivants :
KP(n) = {(Z Z) € G@)c € n}

KP(n) = {(3 Z) € Ko(m)|d—1€ n},

KP(n) = {(‘c‘ 2) € Kyma—1,be n}.

Soit ¢ un idéal de F',  I’idele correspondant & ¢* et posons t = <g 1> Alors I‘7 (e,n) =

Gg N tK(, (n)t~1GL et donc les sous-groupes de G définis dans le paragraphe 1.3 sont
bien des sous-groupes de congruence (? = 0,1, &).

2.6. Opérateurs de Hecke. Considérons le groupe abélien libre Z[K\G /K] qui a
comme base les doubles classes de K dans G ;. Il est muni d’une structure d’algebre, ou le
produit de deux éléments de la base est donné par

[KzK]- [KyK] =) [KzyK],
ou [KxK] = [[Kz; est la décomposition de la classe double en classes a droite. On appelle

7
cette algebre, ['algebre de Hecke abstraite. En général, elle n’est pas commutative. Elle
agit sur Gy, j(K;C), en préservant Sy j(K;C), de la maniere suivante (g € G j(K;C)) :

(9|[KxK]) Zg “Tj).

2.7. Produit de Petersson. Soit la mesure sur § r donnée par du(z) = [[ y;2dz,dy,.
Te€JR

Pour deux formes f et g de Sy ;(I'; C) on définit leur produit de Petersson normalisé

(f.9) = w(C\6F) (. g)r, avee (f,g)r = / T du(z).

MN\Hr
On en déduit le produit de Petersson sur Sy, j(K,C), via I'isomorphisme (I.2).

3. Variétés abéliennes de Hilbert-Blumenthal et formes de Hilbert.

Dans la suite de ce travail, T' (resp. I'!) désigne le sous-groupe de congruence I'P (¢, n)
(resp. T1(c,n)) et on pose M2 =TP(c,n)\Hr (resp. M2 =T1(c,n)\HF).
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3.1. Variétés abéliennes de Hilbert-Blumenthal.

DEFINITION 3.1. Une variété abélienne & multiplication réelle par o sur un schéma S
est la donnée d’un schéma abélien 7 : A — S de dimension relative dr et d’une injection
t:0— End(A/S).

Soit ¢ un idéal fractionnaire. Pour chaque variété abélienne & multiplication réelle
A/S, on définit un faisceau en o-modules sur le gros site étale de S en associant a un S-
schéma Y le o-module A(Y) ®, c. Ce foncteur est représentable par une variété abélienne
a multiplication réelle sur S, notée A ®, ¢ (¢f [14]); elle est caractérisée par :

Ao, c= A/;4[c_i]l, fi c'_]L ent.ier.
(A*® ¢ )", si ¢ entier.

La premiere formule s’obtient en tensorisant par A sur o la suite exacte courte 0 —
0 —c¢—c¢/0o— 0. La seconde en résulte par dualité.

A partir de ¢ : 0 — End(A/S) on obtient ¢ < Homy(A4, A®,¢). Soit ¢, = cN(FR),.
Soit Sym, (A, A') le o-module des homomorphismes symétriques de A vers A? et P(A) C
Sym, (A, A?) le cone des polarisations.

DEFINITION 3.2. Une variété abélienne A de Hilbert-Blumenthal (abrégée en VAHB)
sur un schéma S est une variété abélienne a multiplication réelle par o, vérifiant la condition
de Deligne-Pappas [14] suivante:

(DP) il existe un isomorphisme o-équivariant A : A ® ¢ — A’ tel que via A on a
(C, C+) = (Symo(A7 At)? P(A))

Un tel isomorphisme X est appelé une c¢-polarisation.
Le groupe oi agit sur ’ensemble des c-polarisations d'une VAHB A/S.

DEFINITION 3.3. On appelle une classe de ¢-polarisation, une orbite A de ¢-polarisations
sous 07, = 03 NDg.

REMARQUE 3.4. Si Ap est inversible dans S, alors la condition (DP) est équivalente
a la condition suivante de Rapoport (¢f [57] [41])

(R) le faisceau w = 7,0} /s est localement libre de rang 1 sur o ®0Og (pour la topologie
de Zariski).

Pour la démonstration cf [14] Cor.2.9, ainsi que [28] Chap.3.5.

DEFINITION 3.5. Une py-structure de niveau sur une VAHB A/S est la donnée d’un
morphisme o-linéaire injectif de S-schémas en groupes finis a : (0 /n)(1) — A[n], ou
(0/n)(1) = (G, ® 07 1) [n] désigne le dual de Cartier du S-schéma constant o /n.

REMARQUE 3.6. La c-polarisation A, combinée avec I’accouplement de Weil A[n] x
A}t — (G ®07Y)[n], donnent un accouplement o-équivariant parfait A[n] x An] —
(G ® ¢*)[n]. Etant donné une py-structure de niveau « : (0 /n)(1) — A[n], & laide de
ce-dernier, on lui associe de maniere canonique un morphisme o-linéaire surjectif de S-
schémas en groupes finis a* : An] — ¢=! /nc™!, appelé le A-dual de Cartier de a. On a
une suite exacte courte :

0— (0/n)(1) -2 An] 25 ¢t /met =0
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3.2. Construction analytique de la VAHB universelle sur M 3. On pose
A" =TN\$p x (F®C))/o® ",

ott le groupe produit semi-direct (o @ ¢*) x 't (pour v - (m,n) = (m,n)y~!) agit & gauche
sur Hr x (F ® C) par :

(13) {W«wv) — (4(2), (7, 2) ")

(z,v)(m,n) = (z,v+m-z+n)

La fibre du point T''z € MY est la variété abélienne A" := (F ® C)/L,, ou L, =
(0z @ ¢*). La fleche «(§) : (2,v) — (z,£v) induit une action de £ € o sur A*", d’ott une
injection ¢ : 0 < End (A" /M1an),

Pour tout fibré vectoriel E sur M2, soit EV le fibré dual. Il est facile de voir que
Lie(A* /MbY3) = TI\(Hr x (F ® C)) et wy /v = Lie(A™ JM1Ya)V sont localement libres
de rang 1 sur 0 ®Op 1,an.

Pour tout o-module L on a un isomorphisme entre Hom,(L,071) et L* = Homy(L,Z),
obtenu en composant avec Trg,q.

On a un isomorphisme o-linéaire /\%Lz = ¢*, venant de 'accouplement parfait A, :
L,xL,—F (u,v)— g;;ﬁéf . L’application Trp;g oA, nous fournit un isomorphisme
L, ®,¢= L% d’olt une c-polarisation A, ® ¢ = A°.

Sio=n+ypc, la fleche M2 x n=to=1 /o1 — (A™),, (2,v) — (2,yov) munit A"
d’une py-structure de niveau.

PROPOSITION 3.7. (A® 1, \,a)/MY** est une VAHB c-polarisée analytique, munie
d’une pn-structure de niveau.

La fleche A*™ — MY est universelle, i.e. pour toute VAHB analytique A/S munie
d’une pg-structure de niveau et d’une classe de c-polarisation, il existe une unique fleche
©: S — MY et un unique isomorphisme de VAHB munie de piq-structure de niveau et
de classe de c-polarisation A =2 A X jr1,a0S. En particulier, si A est une VAHB complexe
munie d’une py-structure de niveau et d’une classe de c-polarisation, il existe un unique
point z € MY et un unique isomorphisme A = A",

Idée de la démonstration : Il est clair que toute VAHB complexe est isomorphe & une
VAHB de la forme A%" et que les deux VAHB analytiques A%" et AY' sont isomorphes
comme VAHB munies de leurs pq-structures de niveau et c¢-polarisations si et seulement si
2 €Tz,

Soit A/S comme dans I’énoncé. Par ce qui précede, il existe une unique fleche ensem-
bliste o : S — MY telle que A = A x 3;1.40S. L’analyticité de ¢ se vérifie localement,
car p(s) = fm w(s)/ fw w(s), out (7y1,72) est une o-base locale convenable de ’homologie
de A/S et w est une F ® Og-base locale de w. O

REMARQUE 3.8. 1) Notons qu’en général pour G # G* la variété M?*" = I'\HHr n’est
qu’un espace de modules grossier pour le probleme de modules de classes d’isomorphismes
de VAHB munies d’une classe de c-polarisation (cf Déf.3.3) et d’une piy-structure de niveau.

Comme I'! est un sous-groupe distingué de T, le quotient 0} 4 agit sur M Lan “Qur les
S-points € € 0, envoie (A,1,\,a)/S sur (A,1,e), @)/S. Ona M™ =of \M2".

En fait, le sous-groupe o7 LN oﬁ agit trivialement, car la multiplication par ¢ € 0*

~Y

induit un isomorphisme (A, s, \, @) = (4,t, €2\, ea). Donc MY est un revétement fini
étale de M™ de groupe oy, /op, N oﬁ.
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Pour toute VAHB A/S munie d’une classe de c-polarisation et d’une pq-structure de
niveau on a des fleches S — M2 dont les composées avec la projection M 121 — pfan
coincident et telles que A/S avec sa classe de c-polarisation soit le pull-back de A2®/pf1an
munie de la classe de sa c-polarisation universelle.

2) Lorsque G = Resg GLg, Hida, dans son livre [30] IV.4.1.2, a donné une autre
description de M?" comme espace de modules grossier des VAHB avec classes de Ff-
polarisation. Dans sa description,

M*™ = M™(c,n) = FX\[[M{ (¢, n)™,
cl

ou ¢/ décrit les idéaux de I’ qui appartiennent & la méme classe stricte que .

3.3. VAHB analytique de Tate. Soit C = yoo une I'-pointe (y € Gg). On com-
mence par étudier la forme d’un voisinage de C dans M?", puis on va décrire celle de A?",
au-dessus d’un tel voisinage dans M 1",

1 cas C = oo. Stabp(oo) = { <166 uﬁ) ‘ u€oy,ecop, be c*} =" (o) x 05, ),

olt 0}y, = 0} NDg et pour tout idéal f de F', o fxl désigne le groupe des unités de o congrues
a 1 modulo f.
Soit ¢ l'inclusion naturelle F — FF® C, x — = ® 1. On a une suite exacte courte :

(L4) 0= L FeC-LGunad -1,

247
obtenue par produit tensoriel par ¢* de 0 — Z — C “— C* — 1.
Pour m € F et z € F® C, on pose ¢7" = q(¢p(m)z) (= q(¢p(m)z + ¢(£*)) pour tout
£* € ¢®). On voit facilement:

Fait : Pour H > 0 assez grand, on a Stabr(Wg) = Br :=1'N By.

Le groupe 0%, := o, X 0p,, agit sur le quotient Dy = ¢*\Wy par (u,e€) - (2 + ¢*) =
u?ez + ¢* (voir I'action définie par (I.3)), et on a le diagramme suivant :

A <~—"Wgy

l |

Man <_)BF\WH

q
Dy = A\WpCt— F®C /¢(¢*) —> Gpm @ ¢* =: Suo

mod 0%

On a M?" D Br\Wg Z o \Dpg — 03\ Sec, 0l 05 agit sur S par (u,e€) - g, = qfe.
Le diagramme suivant décrit la structure de la VAHB universelle A" sur le voisinage
Bri1\Wpg de la pointe oo dans M 12"

Bri\Wg x FRC)/odc*<~—c"\Wy x FRC)/od " (G ®@c* X Gy ®@¢*)/q?

l mod o) i i

BFl\WH Dg€ Gm®c* =: S

Commentaire : 1) La notation ¢ exprime que m € o agit sur Gy, ® ¢* x Gy, ® ¢* par la
formule (QZ’ Qv) m = (q27 QUQZL)' )
2) Le groupe 0:71 agit sur Soo X Gy ® ¢* par u- (g, qv) = (¢¥,qY).

DEFINITION 3.9. La VAHB c-polarisée au dessus de S ainsi obtenue s’appelle la VAHB
analytique de Tate, notée Tate.o(g,). Sa fibre au point ¢, € S est égale & Gy, @ ¢* /¢°.
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2casC = [i] =00, ¥ = (Z Z) € Gg- Stabr(C) = Brc := I'NyBgy~!. Un systéme

fondamental de voisinages de la pointe C est donné par les Br ¢\7Wg. Par le diagramme

Hp —— M*™ =T\Hr ——— 7" T\HF

VT ~ pr(y~'TyNBg)
YW — Brc\"Wy ——— vy N Bo\Wx ¢

YTy N Ug\Wh,
on se rameéne au cas de la pointe oo, mais pour le groupe v~ 'I'y. Notons que pour tout
sous-groupe I'" de Gg on a la suite exacte suivante :
1-T"'NUg—TI"NBg — pr(I'NBg) — 1,
ou pr: By — Tg est la projection canonique. En appliquant ceci & I'' = v~ Ty on trouve
la suite exacte
1— X* >y ' TyNGg — o} — 1,

avec X* =~y 1TyNUg et 0p = pr(y Ty N Bg). Il est important de calculer ces derniers
pour pouvoir construire une compactification partielle de la pointe C.

1+ act* a’e*
—c2&* 1 —act*

= ¢ ecacNac) tnnc 2 n = (a? L 4acn ! +c2(en)*) 7 =

e Calcul de X*. <1 ¢ > €V Iy «—= <

0 1 >€F<:>

=c*(a® o +ac(en)* + 2 c2n ™t = ¢*(ao+cc*) " Hao +e(en)*) L.
Donc X* =71y NUg = (cbb’)", avec b = ao+cc* et b’ = ao+c(en)*.

D’apres le lemme 1.8, la classe de X = cbb’ est bien définie.

e Calcul de o} . Posons o}, := o NT;. Alors on a une suite exacte courte

1—of, = ol Sv(e})—1,
. 0
venant de la suite exacte 1 - 77 — T — D — 1. En prenant v = <Z a‘1>’ on trouve

a
o = {(u,e) € F* xo0p, |3 € a2t ut —14act* enue—ut —act* € - ¢ n}.

Le groupe o/ ne dépend que de la classe de v dans I'\Gg/Bg. Un calcul démontre que
Pon a 0 Dog; D oy;. Silidéal n est sans facteurs carrés, alors o5, = 0. Le calcul
explicite du groupe OCX dans le cas général, est un corollaire d’'une autre description des
I'-pointes qui sera donnée dans la partie II1.2.

Iideal X*,
Le type de la pointe C est déterminé par : { le groupe o},
l'action de o7 sur X*\Wg.
!/ C/
0 a/—l

s : X : : 12 !
conjugue 'action de o sur X*\ Wy, par I'isomorphisme Wy — WNF/Q(G/)QH, z—a'“z+ad'c.

REMARQUE 3.10. 1) Le fait de remplacer v par <a ), multiplie X* par o’ =2 et

2) En général l'inclusion v 1Ty N Ty g C 04 est stricte, bien que ce soit une égalité
pour la pointe co. Néanmoins le groupe vy~ 'T'y N T g est d’indice fini dans 0.
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Pour étudier la VAHB universelle au voisinage de la pointe C, trouvons quel réseau est
stable par y~!SL(0 @ ¢*)y. Par le théoréme de Bezout on peut prendre

_({a b b (bC)* . B . B
’Y—(C d>€SL2(F)ﬁ<bca b_1> ,oub=ao+cc" et a=bc

Comme v~ ! transforme Lo = 0@ c¢* en L = b @ a*, on a

—2 %
7 1SL(0 @ ¢*)y = SL(b @ a*) = SLy(F) N <b2 :*_1 b 0 ‘ > et

A < Br1 YWy x F®@C)/o®¢* 5471y N Bg\(Wy x F®C)/b @ a*.

| | |

M Lan <—)BF1,C\’YWH = 7—11“17 N BQ\WH

A partir de 1, en posant Ay = Y I IyNBo\(Wh x (F®C))/b®a*, on a la description
de la variété universelle au voisinage de la pointe C :

Ay X\(Wg x (F®C))/b® "> (G ®@X* X G ®a*)/q"

/ mot 2, ¥ l

77Ty N Bg\Wx X \WgG Gm ®X* =: S¢.

Le groupe b agit sur le tore Gy, @ X* x G, @a* par (q,,qy) - 0 = (qz,qquﬂ). Le groupe
OCX,I agit sur S¢ X G, ®@a* par u- (g, qy) = (q;ﬂqg*,q}j), oi1 & est un élément de (b2 ¢)*, bien

&u

défini modulo X*, et tel que (3 u‘1> €yt

I''y. On rappelle que, par définition, pour

tout m € F, z € F @ C on pose ¢7' = q(¢(m)z) (= q(¢p(m)z + ¢(£*)) pour tout £* € X*),
10— X" L FaC-LGuec — 1.

DEFINITION 3.11. La VAHB c-polarisée au dessus de S¢ ainsi obtenue, s’appelle la
VAHB analytique de Tate, notée Tateqp(g.). Sa fibre au point ¢, € S¢ est égale a
G ®a*/ql.

3.4. Formes modulaires de Hilbert de niveau I' = I'? (¢, n). Rappelons que Z[J£]
s’identifie au groupe des caracteres du tore 17 = Res(g Gy, en envoyant k = ZTE Jp k-7 sur

le caractére x — zF = | Tp 7(x)*. Dans la suite on utilise la notation additive pour la
loi du groupe des caracteres de T3.

On suppose désormais F' # Q. Pour tout poids k = Ip k-7, on aurait pu définir
I’espace des formes automorphes de Hilbert holomorphes de poids k et niveau I' comme
I’espace des fonctions holomorphes f : Hr — C telles que pour tout v € I', on a :

FOr(2) = v i (v, 2)7F f(v2).

k

Ce sont les sections du fibré inversible analytique w” sur M3" donné par le cocycle

T — 05, vv() %y, 2k
Cependant, on ne s’intéresse dans la suite de ce texte qu’aux formes qui peuvent in-
tervenir dans la cohomologie de la variété de Hilbert a coefficients dans un systeme local
algébrique (c’est-a-dire donné par une représentation algébrique de G). Ces représentations
sont de la forme
® (Sym"™ @ Det™7).

T€Jp
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Une telle représentation ne définit un systeme local sur M3 que si le centre de I'
agit trivialement. Cette condition équivaut & la condition d’algébricité sur le poids k (cf
Déf.2.1).

Considérons l'espace Gi(c,n)*" = Gy j.(I',C) des formes modulaires holomorphes
de poids k et groupe de niveau I', défini dans la partie 2. Il est isomorphe a I'espace
des sections globales du fibré analytique w® ® v="0/2 sur M?" associé au cocycle v o
v(y) "k tm=1j(~, 2)* (notons que (ad)~*+m=dk = (ad)=*/2d* (ad)—0!/?).

REMARQUE 3.12. La torsion par v~"™%?2 induit un isomorphisme d’espaces vectoriels

complexes HO(M?*, k) = HO(M2» | WF © p—m0t/2),

Pour chaque f € G(c¢,n)®" on se propose d’expliciter la notion d’holomorphie en une
pointe C = yoo € PY(F). La fonction fc := f|sy est invariante par le groupe v 1Ty et
donc par son sous-groupe de translations v~ 1Ty N Ug = X* (pour le calcul de ce dernier
voir le paragraphe précédent). Par conséquent, elle admet un développement en série de
Fourier :

(15) fo(z) =) age®m Trr/elez),
feX

La condition d’holomorphie en la pointe C se lit alors :

(I.6) ag #0=(( € Xy ou{=0).

*
Pour tout (u,e) € of, il existe & € (b*¢)*, défini & X* pres, tel que <16€ 53?) €

4~ 'T'y. L’invariance de fe par le groupe v~ !I'y N Bg nous donne pour tout { € X la
relation :

(1.7) Gy2ee = k+m—t, k 2im TrF/@(£u§;7€)a§.

Principe du ¢-développement : Si pour tout £ on a a¢ = 0, alors f = 0.
Principe de Koecher : Si F # Q, alors la condition (I.6) est toujours satisfaite. Si k
n’est pas parallele, alors ag = 0 (pas de séries d’Eisenstein).

D’aprés (1.7), pour tout u € v 'I'yN Ty et £ € X, on a ay2¢ = ukag, en particulier
ag = u¥ag, d’ott la deuxieéme propriété.

Vérifions (I1.6) par 'absurde : soient £ € X et {* € X7 tels que a¢ # 0 et (£,£*) < 0.
Alors, on peut choisir u € Y~ 1T'yN T} de facon que la quantité (u?¢, £*) soit arbitrairement
proche de —o0, ce qui contredit I’holomorphie de f au point i£* € Hp.

4. Formes modulaires de Hilbert pour GLs.

Dans cette partie nous étudions 'espace des formes modulaires de Hilbert pour G =
Resg GLy et K = K1(n), ainsi que les opérateurs de Hecke agissant dessus. C’est le cadre
dans lequel nous nous placerons plus tard quand il s’agira de question arithmétiques et
galoisiennes.

4.1. Variétés et formes modulaires de Hilbert en niveau K1 (n). Soit 6 = Z ®
o =[], 0v, ol v décrit les places finies de F. On considere les sous-groupes ouverts compacts
de Gy suivants :

Ko = Ko(0) = GL2(0) , Ko(n) = {<Z Z) € Kolc € n} ;
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Ki(n) = {(i Z) € Ko(n)|d—1€ n}.

La variété modulaire de Hilbert adélique de niveau Ki(n) est définie comme :

Y =Yi(m)™ = GQ\G(A)/K1(n) K,

Par (I.1) les composantes connexes de Y#" sont indexées par le groupe de classes strictes
Clf ~ AY /F*0*FX, de F. Alors on a

ht
N~ HMl(% n)*,
i=1

ot Mq(e,n)*® = T'y(c,n)\Hr et ol les idéaux ¢;, 1 < i < h', forment un ensemble de
représentants de Cl;.

L’espace des formes modulaires de Hilbert Sj, j(/1(n); C) se décompose, suivant 'action
du groupe Ko(n)/Ki(n) =~ (o /n)*,

(L8) Sk, (K1(n @ Sk,7(n

ou 1y décrit les caractéres du groupe (o /n)*

Par ailleurs, nous avons vu dans le paragraphe 2.5 une autre décomposition de I’espace
Sk.s(K1(n);C) : soient 7; des représentants du groupe de classes Ay /F*0*F}  ~ CIf,
ou 0" =], 0% =v(Ki(n)). Alors

(1.9) Sk (Ki(n EBSM (T1(es,m); C),

ou ¢; est I'idéal de I’ correspondant a l'idele 7;.

La construction suivante permet de mettre ensemble les décompositions (1.8) et (I1.9),
en introduisant un caractére de Hecke ¢ de F' (le caractere central de f). Fixons un
caractere ¢y de (0 /n)*. Soit ¢ un caractere de Hecke de F, de type a l'infini égal & —ngt
et dont la restriction & 0™ est égale & vg. On voit alors & partir des axiomes (M1) et
(M2) que si f € Sk j(n,1bp), alors pour tout x € G et pour tout z € F*0“FX, on a

flzz) = ()7 f(2).

DEFINITION 4.1. Soit v un caractere de Hecke de F' de conducteur divisant n et de type
a I'infini égal & —ngt. L’espace Sy j(n, 1)) est défini comme le sous-espace de Sy ;(K1(n);C)
formé des f satisfaisant f(zz) = (z) ! f(z), pour tout z € Ga et pour tout z € A%,
Lorsque J = Jp cet espace sera noté Si(n, ).

Comme les caractéres du groupe abélien A% /F*0*FX ~ Clp forment une base des
fonctions sur cet ensemble, on a :

(L.10) Sk,s(K1(n @ Sk, (0

ol ¢ décrit les caracteres de Hecke de F' de conducteur divisant n et de type —ngt a U'infini.
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4.2. Algeébres de Hecke en niveau Ky(n) et K;(n). Lorsque K = Ky(n) ou K;(n),
on va définir une sous-algebre commutative de ’algebre de Hecke abstraite introduite dans
le paragraphe 2.6. Soit le semi-groupe :

A(n) = {<CCL Z) € Gy ﬂHMg(ov)]dU €0, ¢, €ny,, pour tout v | n}.

Pour a C 0 on définit 'opérateur de Hecke abstrait T, comme la somme finie des classes
doubles [Kz K| contenues dans I’ensemble {z € A(n)|v(z)o = a}. De méme, pour un idéal
a C o premier a n, on définit 'opérateur de Hecke S par la classe double pour K contenant
l'idele correspondant & 'idéal a (vu comme matrice scalaire).

EE')U ;)U)Ksivfn, et T, = K ?I(f)v (1)

Alors, lalgebre de Hecke abstraite engendrée par les T, pour a idéal de o et les S,
pour a idéal de o premier a n, est isomorphe a l'algebre des polynomes a coefficients dans
7Z en les variables T, pour v premier et les variables S, pour v premier ne divisant pas n.

D’apres le paragraphe 2.6 on peut faire agir Ty et Sy sur Si(K1(n);C) et il est facile
de voir que cette action préserve la décomposition (1.10).

Pour une place finie v, on a S, = K ( K.

Lorsque v divise n on note parfois aussi U,, a la place de T,.

Soit T¢ = Tg(n,1; C), la sous-algebre de Endc(Sk,7(n, 1)) engendrée par les opérateurs
Sy pour v { n et T, pour tout v (nous verrons plus tard dans le paragraphe 4.5 que T¢ ne
dépend pas de J). L’algebre T¢ est commutative, mais elle n’est pas semi-simple en général.
Cependant, si v { n, les opérateurs S, et T, sont des endomorphismes normaux pour le
produit scalaire de Petersson, défini dans le paragraphe 2.7. La sous-algebre ']I‘% C Tc¢
engendrée par ces-derniers est donc semi-simple, en d’autres termes Sg(n, ) admet une
base formée de vecteurs propres pour ’]I‘%.

Une forme f € Si(n,v) est dite propre, si elle est vecteur propre pour Tc. On note
alors 07 : Tc — C le caractere associé, de fagon qu’on ait T f = 07(Ty)f. Une forme propre
[ est dite normalisée si 0¢(T,) = 1. Le Théoreme de Multiplicité Un Faible dit que deux
formes propres et normalisées de Si(n, ) qui ont les mémes valeurs propres coincident. Il
résulte du principe de g-développement et des relations entre coefficients et valeurs propres
(cf le lemme ci-dessous).

Soit f € Sk(K1(n);C). D’apres (1.9) on peut associer a f une famille de formes f; €
Sk(T1(c;,n); C), ou les ¢; sont des représentants du groupe de classes strictes Cl;ﬁ de F.

Chaque forme f; est déterminée par son g-développement en la pointe oo de M (¢;, n)
Pour tout idéal fractionnaire a on pose ¢(f, a) = £™ag(f;), o a = ¢; &, avec { € F*. D’apres
le (I.7), pour tout € € 03, on a ae = ek+m_ta§ et donc la définition de ¢(f,a) ne dépend
pas du choix particulier de § (ni du choix particulier des idéaux c¢;; voir [30] IV.4.2.9.).

an

LEMME 4.2. ([34] Prop.4.1, [30] (4.64)) Si f € Sk(n, 1) est propre et normalisée, alors
ses valeurs propres 07(Ty) sont égales a ses coefficients de Fourier c(f,a).

4.3. Formes modulaires ordinaires. Lorsque le poids k n’est pas parallele, il faut
modifier légerement la définition des opérateurs de Hecke. On pose Ty, = w, T, et
Sop = w, mT (cf [34] Sect.3 ; nous nous placerons toujours sur un anneau p-adiques
assez grand O qui satisfait les hypotheses mentionnées dans cette référence).

L’intérét des opérateurs Tp ,, et Sp , apparaitra quand nous étudierons ’algebre de Hecke
a coeflicients dans O, parce qu’ils préservent de maniere optimale les structures entieres
sur les formes modulaires de Hilbert et sur la cohomologie.
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DEFINITION 4.3. Une forme modulaire de Hilbert propre et normalisée f est dite or-
dinaire en p si ses valeurs propres pour les opérateurs Tp , sont des unités p-adiques, pour
tout p divisant p,.

4.4. Formes modulaires primitives. Pour tout n; divisant n et divisible par le
conducteur de 9, et pour tout ny divisant nnl_]L on considere 'application linéaire

Sk(n1,9) — Sk(n, ), g+ g|na,

oll g ny est déterminée par la relation c(g|na, a) = c(g, anyt).

On définit le sous-espace SP14(n, ) de Sk(n,1p) comme le sous-espace vectoriel engendré
par les images de toutes ces applications linéaires. Cet espace est stable par les opérateurs
de Hecke en dehors de n. L’espace S}V (n,v) des formes nouwvelles ou primitive est défini
comme l'orthogonal pour le produit de Petersson de S¢'4(n,v) dans Sk(n,). Puisque
les opérateurs de Hecke en dehors de n sont normaux pour le produit de Petersson, la
décomposition en somme directe Sg(n,1p) = SV (n,1p) & S4(n, 1)) est stable par TL. Le
Théoréme de Multiplicité Un Fort, da a Miyake pour les formes de Hilbert, dit que si une
forme f € SP°¥(n,1)) est propre pour T%, alors elle est propre pour Tc.

On sait par [34] Thm.5.2 que 'accouplement T¢ xSk(n,v) — C, (T, g) — c(g|T, 0) est
une dualité parfaite.

4.5. Groupe de Weyl. Puisque G = Res(g GLg, ona Koo = (F®R)*O2(F @ R) et
K = (F®R)* SOz(F ®R). On identifie {1}/ et le groupe de Weyl K../K% de G, en
envoyant pour toute partie J de Jp ’élément e; = (-1, 1JF\J) sur c; KL, olt pour tout
7 € Jp, Det(cj,) <0 si et seulement si 7 € J. Notons que card(.J) = long(e ).

Le groupe de Weyl agit sur 'espace des formes modulaires de Hilbert. FEn effet,
pour toute partie J de Jp la double classe [KcyK] envoie bijectivement Si(K;C) sur
Sk,10\J (] C). Cette action commute & I'action des opérateurs de Hecke.

On pose fj=¢€z\7- [

5. Isomorphisme d’Eichler-Shimura-Harder.

Dans toute cette partie G = Resg GLs. L’isomorphisme d’Eichler-Shimura-Harder per-
met de relier 'action des opérateurs de Hecke sur ’espace des formes de Hilbert cuspidales
avec celle sur la cohomologie cuspidale de la variété de Hilbert.

On rappelle que O désigne un anneau p-adique assez grand. Pour toute O-algebre R,
Vo (R) désigne le R-module des polynomes en les variables (X, Y;);c s, qui sont homogenes
de degré n, en chaque couple de variables (X,,Y;). On a un accouplement (parfait si ng!
est inversible dans R) :

(I.11) (., ):Va(R) x Vu(R) — R, défini par
< 3 ax v,y ij"_ij> = 3 (~asbay (") ol <"> - 1I <7T>.
0<j<n 0<j<n 0<j<n J I/ ey NIt

La matrice ©,, de cet accouplement dans la base canonique de V;,(R) est caractérisée
par la propriété suivante :

(G e (B -1

nr
Tr Zr

yr e
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On munit le R-module V,(R) d’une action de (M3(O) N GL2(E))’F donnée par

v P((Xr, Yo )resp) = v(0)™ P((det(v)y ™) (X7, Yo )resp)-

Le R-module V;,(R) réalise la représentation V;, = Q). (Sym"” @ Det™") du groupe
algébrique G. Comme le poids n 4+ 2m = not est parallele, le groupe o} agit trivialement.
On note V2"(R) le faisceau des sections continues (donc localement constantes) de

GQNG(A) x Vo(R)) /K1 (K, — GQ\G(A)/EKi(n) K], =Y™.

REMARQUE 5.1. Considérons le revétement universel Hr — M?". Il est bien connu,
que ’on a une équivalence de catégories entre les représentations V' de I' sur des L-vectoriels
de dimension finie, qui sont triviales sur le centre, et les systémes locaux en L-vectoriels
Vam sur M?", qui a un tel K-vectoriel de dimension finie V associe le faisceau des sections
continues de I'\($r x V) — M?" (V étant muni de la topologie discrete).

Pour tout y € A(n) 'application [y] : G(A)xV,,(R) — G(A) XV, (R), (z,v) — (xy, yp-v)
induit une action de 'opérateur de Hecke [K(n)yK(n)] sur la cohomologie H®*(Y?",V,,(R))
qui préserve la cohomologie cuspidale Hg o, (Y*", V,,(R)).

Par les travaux de Harder [29], on sait qu'en degré médian la cohomologie cuspidale
ngsp(Yan, V,.(R)) coincide avec la cohomologie parabolique H{(Y** V,,(R)), dés que n#0.

L’accouplement (I.11) donne un accouplement de Poincaré

(. ):HYY™ V,(R) x H(Y*" V,(R)) — R.

0 1
—n 0
Lehner. On tord l’accouplement de Poincaré en posant [z,y] = (x,ty) et on obtient ainsi
un accouplement

(1.12) [, ]:H{(Y™ V,(R)) x H(Y* V,(R)) — R,

Soit n l'idele correspondant a 1’idéal n et notons ¢ = < > I’'involution d’Atkin-

qui est Hecke équivariant, c’est a dire pour tout opérateur T de Hecke on a [Tz, y| = [z, T'y].

Pour J C Jr on pose dz”’ = Nrcydze A /\TEJF\J dz, et

m(2) = H T, (2r) H e (Z7) 5 OU N, (27) = Z(_ZT)anT_ij-
TeJ TeJp\J j=0

Pour g € Sy s(n, %), on pose 3(g) = (=) (2)d=".

THEOREME 5.2. (Hida, [35]) Si n # 0, Uapplication & induit un isomorphisme Hecke
équivariant :

(1.13) 6D P Sk.snv) = HI(Y*™, V,(R)),
Y JCJIp

ot Y décrit tous les caractéres de Hecke de conducteur divisant n et de type —not a linfini.
Notons que GLo(F @ R)/(F @ R)* - O2(F @ R) = 9. Par cette identification on a

< é _01 > -z = —Z. Le groupe de Weyl {+1}/F (cf §.4.5) agit donc sur (M**,Va") de la
maniere suivante : si J C Jr et z = (27,27,\7) € O, alors €; - (2,v) = (=21, 2707),0)-
Cette action induit une action du groupe de Weyl sur la cohomologie.
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Pour tout J C Jr notons €y : {£1}/F — {£1} 'unique caractére qui envoie e, =
(=1,,17) sur 1, si 7 € J, et sur —1 si 7 € Jp\J. La projection de Si j(n,1)), via
Iisomorphisme (I.14), sur la (¢, €;)-partie de la cohomologie induit un isomorphisme

(L.14) 01+ S () = HE(Y™, Vi (R)) [0, ).

Nous donnons ici aussi une version sur R, analogue a 1’isomorphisme d’Eichler-Shimura
classique (c¢f [31]). Il ne sera pas utilisé dans la suite. Fixons une place infinie 7o de F.

COROLLAIRE 5.3. Sin # 0, l'application Re(0) induit un isomorphisme Hecke équivariant:

0): D D Sksny) =H(Y™ V,(R)),

Y T0€JCJIF

ot 1 décrit tous les caractéres de Hecke de conducteur divisant n et de type —not a linfini.

Démonstration :  Tout élément de @& Sy j(n,9) peut s’écrire sous la forme f +
JCJFp

g avec f,g € ® Sks(n). Or pour tout f € @& Sk s(n,9) on a Re(d6(f)) =
T0€JCJIF JCJFp

Re(6(f)) = Re(d(f)) et donc Iapplication Re(d) est surjective par le théoréme précédent.
D’ot1 ’isomorphisme par comparaison de dimensions. O

6. Compactifications toroidales analytiques.
Références : [1][44].

On a vu qu’en ajoutant & M?" un nombre fini de points (les I'-pointes) on obtient un
espace analytique M?"*, compact pour la topologie de Satake. L’espace M?®"* est aussi
appelé compactification minimale et il n’est jamais lisse lorsque dp > 1, comme le montre
un argument de topologie (cf [24]).

Un voisinage typique de la pointe co dans M?" est de la forme 0X\q(Dg) C 0X\C*%.
On aurait pu tenter de compactifier cette pointe en considérant ’adhérence de 0 \q(Dp)
dans oéo\(Cd. Le probléme est que si dr > 1 le quotient de C? par un groupe abélien, ayant
des points fixes isolés, n’est jamais lisse (c¢f [24] p.30).

Il est important de disposer de compactifications lisses de M " avec diviseurs a croise-
ments normaux a l'infini (i.e. au-dessus des pointes). Par exemple, pour pouvoir donner
une décomposition de Hodge de la cohomologie singuliere de M ", on doit introduire des
faisceaux cohérents a singularités logarithmiques & l'infini. Pour obtenir une compactifica-
tion lisse de M?", on utilise la théorie des immersions toroidales, s’inspirant du fait qu’au
voisinage d’une pointe, M 2" ressemble au quotient d’un tore par 'action d’un groupe.

6.1. Immersions toriques. Dans ce paragraphe on adopte les notations suivantes :

k corps algébriquement clos.

S = G4, tore algébrique sur k.

X = Hom(S,Gy,) Z% groupe des caractéres de S. Pour £ € X on notera ¢¢ le
caractere correspondant.

X* = Hom(Gy, S) = Z% groupe des cocaractéres de S. Pour £* € X* on notera Aex le
cocaractere correspondant.

On a un accouplement parfait ( , ): X x X* — Z.

Pour tout anneau commutatif R et tout monoide @, on notera R[¢%; ¢ € Q] la R-algebre
du monoide.

On a S = Spec (k[qf;ﬁ € X)) et §=GpX™"
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REMARQUE 6.1. Si k = C on peut identifier C /Z et G, par I'application €™ et on a

(i) X* = 7°P(S).

(i) X& = X* ® C revétement universel de S.

(ili) S = X/ X* = 8. x i X, ou S, =2 X/ X* est le sous-groupe compact maximal de
S. On appelle ord : S — X l'application déduite de la projection sur i Xp.

DEFINITION 6.2. Une immersion torique normale (affine) de S, est une immersion
ouverte de S dans une variété (=schéma integre de type fini, séparé sur k) normale (affine)
munie d’une action de S qui étend 'action de S sur lui-méme.

Dans la suite, on ne considérera que des cones polyédraux rationnels convexes de Xy,
ouverts dans l’espace vectoriel qu’ils engendrent et stricts (i.e. qui ne contiennent pas de
droite); on abrégera ces propriétés en parlant de cones p.r.c.o.s. Un tel cone o est dit lisse,
si @ N X* est engendré par une partie d’'une base de X*.

THEOREME 6.3. ([44] Chap.I, Théoréme 1’) La correspondance :
0+ Sy := Spec k[¢5;€ € X NG

donne une bijection entre I'ensemble des cones p.r.c.o.s. de Xy et l'ensemble des immer-
sions toriques normales affines de S. De plus S, est lisse, si et seulement si, le cone o est
lisse.

EXEMPLE 6.4. Voici trois exemples d’immersions torique pour S = G2 :
e 57 = (1,0)R, +(0,1) R, donne G,,> — Spec(k[Z1, Zo]) = AZ.
e 53 = (1,0) R, donne G,*> — Spec(k[Z1, Za, Z5']) = Al x Gyy.
3= (1,1)Ry +(1,-1)R,, donne
m> — Spec(k[Z1Zs, Z1, Z1Z5 1)) = Spec(k[Z1, Za, Z3)/(Z1Z3 — Z32)).

PROPOSITION 6.5. ([44] Chap.I, Théoreme 3) Soient S,, et S,, deur immersions
toriques normales affines de S. Alors, il existe un morphisme S-équivariant Sy, — Sg,, Si
et seulement si o1 C 0y.

On veut maintenant décrire le bord de S, : il est stratifié en orbites sous S de points a
I'infini obtenus comme des limites “lim; g A¢«(t)”, pour £* € X*N&. De maniere rigoureuse,
pour tout £* € 7N X*, on définit le point A¢«(0) € S, par :

1,81 (€,&) =0

VEE X NG, ¢*(\ex(0) = {0 si(6,6) >0

THEOREME 6.6. ([44] Chap.I, Théoréme 2)
(a) Soient £7,65 € TN X*. Alors Aex(0) = Agz(0), si et seulement si & et &5 appartiennent
a Uintérieur d’une méme face de o.
(b) Chaque S-orbite de S, contient un unique point du type Ae«(0), £&* € TN X*.
(¢) On a une bijection entre les faces de o et les S-orbites de Sy, T — o(T).
(d) 71 C 75 si et seulement si o(s) C o(11).
(e) dim(7) + dim(o(7)) = d.

Soit une face 7 de 0. On a o(7) = Spec (k[q§;§ eXn Tl]) et o(1) = I, 0(7). La

strate o(7) est fermée dans S, (donnée par I'idéal engendré par les ¢ tels que (£,£*) > 0
pour tout &* & lintérieur de 7) et S; est ouverte dans S,. De plus les strates de S,
contenues dans S, sont les strates de S,.
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DEFINITION 6.7. Un éventail dans X} (= décomposition rationnelle partielle en cones
polyédraux fortement convexes), est la donnée d’un ensemble ¥ de cones p.r.c.o.s. de Xj
deux a deux disjoints, tel que pour tout o € ¥ et pour toute face 7 de o, 7 € ¥. L’éventail
est dit lisse si tout les cones qu’il contient sont lisses.

Tout éventail peut étre raffiné en un éventail lisse, par subdivision des cones. D’apres
la proposition 6.5, étant donné un éventail 3, on peut recoller les S,,, i = 1,2, le long des
Sr, T désignant l'intérieur de 1 N T2, et ainsi obtenir un schéma séparé, normal, integre,
localement de type fini sur k, noté Sy; ou Sy, Si ¥ est fini, Sy est une variété.

THEOREME 6.8. ([44] Chap.I, Théoréme 6)
(a) L’application ¥ — Sy, donne une bijection entre les éventails de X et les immersions
toriques normales de S.
(b) L’application o — S, donne une bijection entre les faces o et les ouverts affines S-
invariants de Sy.
(¢) L’application o — O := l'unique orbite fermée de S,, est une bijection entre les faces
o et les S-orbites de Sx,. De plus T C &, si et seulement si, O° C OT.

PROPOSITION 6.9. ([44] Chap.I, Théorémes 7 et 8) Soient Sy, et Sy deux immersions
toriques normales de S. Alors, il existe un morphisme S-équivariant Sy, — Syr, si et
seulement si, ¥ C X'. De plus la fleche Sx; — Ssy est propre, si et seulement si, | J,cx 0 =

UUGE’ 0.
REMARQUE 6.10. Si k est un anneau (en particulier si k& = Z) la construction qui & ¥

associe Sy reste inchangée. En revanche, on n’obtient pas toutes les immersions toriques
de cette maniere-la.

6.2. Carte locale pour une pointe de M?3". Soit une I'-pointe C = yoo. On a vu
dans le paragraphe 3.3 qu’un systeme de voisinages de C dans M 2" est donné, pour H > 0,
par les Bre\"Wy = 0i\Dy. g, ot Dy g = v 'TyNUp\Wy = X*\Wpg et ou Daction de
ol sur D, g est donnée par (u,¢€) - z = p(ue)z + p(u; ) (cf §.3.3).

Notons qu’avec les notations de la remarque 6.1, on a Xg; = FQR, S¢ < ¢(X*)\F ®C,

q
Sce = FRR/H(X*) et ord : (X*)\F @ C — F @R est 'application “partie imaginaire”.
q
On a aussi X*\Hr =ord '((FOR);) et X*\Wy =ord ' {y € (F®R); | [ y- > H}.

L’exponentielle donne une injection ¢ : Dy g < Sc et I'action de oé s’étend en une

action sur le tore complexe S¢ = Gy, ® X ™ par (u,€) - q, = ququ* .

L’action de o sur Sc¢ tout entier, n’est pas libre (I'élément unité de Sc reste fixe). Un
autre probléme est posé par le sous-groupe o , = {(u,€) € o} |e = u™?} de 0.

LEMME 6.11. (i) Le groupe oéz agit trivialement sur Sc.
(ii) Sous I'hypothése (NT) o /og , agit librement et discontinuement sur q(D- ).

Démonstration : Un calcul direct montre que si € = u 2, alors §ue € X, dou le (i). Le
(ii) découle du fait que sous 'hypothese (NT) ona —1 ¢ o/ O

On veut ajouter & S¢ une frontiére analytique £ de fagon que I’action de o} / o/ , sur
Sc se prolonge en une action libre et discontinue sur £. Le quotient par o CX de ’adhérence

q(D~,u) de ¢(D., i) dans Sc U E sera la carte locale pour la compactification de la pointe
C.
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Pour ce faire on considére un éventail X¢ de X3 + =10} U(F®R); qui est complet
(ie. tel que J,cx;0 = Xj . ), stable pour I'action de 0* et qui contient un nombre fini
d’éléments modulo cette action. L’existence d’une telle décomposition découle du théoreme
des unités de Dirichlet (0*2 = Z9~1). En effet, il suffit de décomposer en cellules

HX)N{ye Xp, | 1:[.% = f*En)a(i*lfi{o} Ngj(§")} o 7d-1
et prendre chaque cellule comme base d’'un céne. Quitte a raffiner notre décomposition (en
subdivisant un cone et subdivisant les autres cones de maniére o0*- équivariante) on peut
supposer X¢ lisse.

Soit S¢ — Sy 'immersion torique correspondante, avec action équivariante de o0*.
Soit £ = Sxe\Sc. Soit ¢(D+, m) 'adhérence de ¢(D~ g) dans Sye. On voit aisément

PROPOSITION 6.12. (i) On a ¢(D+,u) = q(Dy,m)UE.
(ii) Le groupe o , agit trivialement sur q(D. fr). Le groupe o} /o , agit librement et

discontinument sur q(D~ fr).

L’espace analytique OCX \q¢(D,r) est la carte de la pointe C. Pour compactifier la pointe

C on recolle M?" et 05 \q(D~, i) le long de 05\ D #.

6.3. Recollement et compactification analytique. Soit Ma® = M3E" la variété
analytique complexe obtenue, par la construction du paragraphe précédent, en recollant a
M?® les cartes locales pour toutes les I'-pointes. Dans la suite nous écrirons juste Man,
bien que tout dépend des éventails ¥ = (£C)c.

PROPOSITION 6.13. M3 est une variété analytique complexe propre et lisse, contenant
M3 comme sous-variété ouverte dense. On a un morphisme de variétés analytiques 7 :
Man — M3 qui est un isomorphisme au dessus de M2,

Démonstration : Pour démontrer la propreté de Man on utilise le critéere de compacité
séquentielle. Soit une suite de points z; € M. Comme M?*" est ouvert dense dans M?",
il suffit de considérer le cas ot z; € M*" (argument d’extraction diagonale). Puisque 'on
sait déja que M®*"* est compact, on peut supposer que la suite 7(z;) converge vers une
pointe C de M®*. Dans ce cas, pour j assez grand, z; appartient & D, r. Comme ¢
possede un nombre fini de cones modulo ’action de OCX, on peut supposer qu’il existe un
cone o € X¢, tel que pour tout j, q(z;) appartient a Sc 5.

Montrons alors qu’il existe une suite extraite de la suite ¢(z;) qui converge vers un point
de S¢ . Considérons la suite y; = ord(q(z;)) € 0. Onay;r > 0etlim; .o [[, yj = 00. Si
I'on décompose les y; dans une base de o, on trouve aisément qu’au moins une coordonnée
tend vers +o0o0. D’apres la description de la topologie de S¢ , donnée dans [1], il est clair
que 'on peut extraire de ¢(z;) une sous-suite convergente dans Sc . O







CHAPITRE II

Compactifications arithmétiques des variétés de Hilbert
pour ['1(c,n)

On garde les notations du début du chapitre I. Posons A = N(on). Sous '’hypothese
(NT) de 1.1.3, le groupe de congruences I' = T'P (¢, n) est sans torsion et le probleme de
modules correspondant admet un espace grossier M = M{(¢,n) qui est un Z[ﬁ]—schéma
lisse en dehors de A. En outre, lorsque D = Gy, le probleme est représentable par un
Z[ﬁ]—sehéma MY = M} (c,n), lisse en dehors de A, et une VAHB universelle 7 : A — M*
(c¢f §.3.1 pour la définition précise des espaces de modules).

Nous décrivons dans ce chapitre les compactifications arithmétiques toroidales et min-
imale de la variété modulaire de Hilbert M, ainsi que les compactifications toroidales des
variétés de Kuga-Sato A® (=produit fibré s-fois de A au-dessus de M!).

Les principales références pour les compactifications de M sont les articles [57] de
M. Rapoport et [6] de C.-L. Chai, ou les compactifications toroidales et minimale sont
construites en niveau I''(c,n), dans le cas oll n est un entier naturel. Par ailleurs, M.
Rapoport explique comment on peut obtenir une compactification partielle de M f(c,n)
aux pointes non-ramifiées. La contribution principale de ce chapitre est qu’il fournit les
cartes locales servant a compactifier les pointes ramifiées. Une application immédiate est
le “principe du g-développement” en ces pointes ramifiées.

Contrairement au cas analytique, la construction de la compactification minimale
arithmétique utilise les compactifications toroidales arithmétiques. Afin de construire ces
dernieres nous aurons a faire (en suivant [57]) plusieurs étapes préparatoires :

— rappel de la construction générale de variétés semi-abéliennes, donnée par D. Mum-
ford dans le cas totalement dégénéré [53],

— étude de la notion de (R, n)-pointe, qui est 'analogue algébrique de la I'-pointe,

— construction des cartes locales pour les compactifications toroidales arithmétiques,

— énoncé d’un résultat d’algébrisation de Rapoport et du théoréeme d’uniformisation
des variétés abéliennes de Raynaud.

La référence pour les compactifications des variétés de Kuga-Sato est le livre de Faltings
et Chai [21]. Les compactifications des variétés de Kuga-Sato au-dessus des compactifi-
cations toroidales de la variété modulaire de Hilbert nous permettront d’étendre certains
fibrés automorphes de M' & M. Les fibrés ainsi construits descendent & M et M. Dans le
chapitre III nous verrons une application concernant la décomposition de Hodge-Tate de
la cohomologie de ces fibrés.

33
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1. Construction de VAHB dégénérantes.

1.1. La construction de Mumford. Soit R un anneau excellent, intégralement clos,
noethérien, complet pour la topologie I-adique, pour un idéal radiciel I = v/I. Soit K le
corps des fractions de R. Soit S = Spec(R), n son point générique et Sy = Spec(R/I) le
sous-schéma fermé défini par I.

DEFINITION 1.1. Un S-schéma en groupes commutatif, lisse et de type fini G est dit
semi-abélien, si ses fibres géométriques sont des extensions d’une variété abélienne par un
tore.

Considérons le tore déployé G= GJ, x S de rang r sur S. Soit b un sous-groupe discret
polarisable de G(K'). L’objet de cette section est d’esquisser la construction d’un schéma
semi-abélien G/S, comme “quotient” de G par b. La stratégie est la suivante :

(i) Construire une “compactification” G — P telle que laction de b s'étende & P et
que b agisse librement et discontinument sur P x Sy (pour la topologie de Zariski).
S

(ii) Suivre les fleches du diagramme : o owert 5 complétion T

quotient formel par bi/
G( ouvert

algébrisation
(iii) Enfin, montrer que G est semi-abélien sur S, indépendant du choix de f’, que G,
est abélien, et que Gy = Gog = GJ,, x Sp.
Périodes et polarisation. Soit a = Z" le groupe des caracteres de G. Pour o € a, notons
X* € I'(G,0g) le caractere associé. Alors de maniere canonique :

G = Spec(R[X*;a € a])
DEFINITION 1.2. Un ensemble de périodes est un sous-groupe b C é(K) isomorphe a
7.
DEFINITION 1.3. Une polarisation pour b est un homomorphisme ¢ : b — a tel que :
(i) 20003y = x43)(B), pour tout 3,5 € b,
(ii) 2% (3) € I, pour tout § € b\{0}.
LEMME 1.4. Pour tout o € a, il existe n > 1 avec %”¢(6)+0‘(ﬂ) € R pour tout B € b.

Modgles relativement complets. Etant donné un ensemble de périodes b C é(K ) muni
d’une polarisation ¢, Mumford donne la

DEFINITION 1.5. Un modéle relativement complet de é, par rapport a (b, ¢), est la
donné des éléments suivants :
(a) Un schéma integre P, localement de type fini sur R,
(b) Une immersion ouverte i : G < P,
(¢) Un faisceau inversible £ sur P,
(d) Une action du tore G sur P et E, notée S : P—Pet Sy ¢ L£— E, pour tout point
fonctoriel g de é,
(e) Une action de b sur P et E, notée T : P—Pet 15 - L£— E, pour tout 3 € b,
satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Il existe un ouvert G-invariant U C P de type fini sur S et tel que P= UgepI3(U).
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(ii) Pour toute valuation v sur le corps des fonctions rationnelles sur G qui est positive
sur R, ona: vadu centre sur P <= pour tout a € a, il existe 3 € b avec v(X*(B)X*) > 0.

(iii) Les actions de G et b sur P prolongent leurs actions par translation sur G

(iv) Les actions de G et b sur £ vérifient la condition de compatibilité suivante :

85T = x%0)(g) T35, 4> pour tout 3 € b et tout point fonctoriel g de G.

(v) E est ample sur P au sens que les compléments des lieux des zéros des sections
globales (P L'®”) n > 1, forment une base de la topologie de Zariski de P.

DEFINITION 1.6. Une étoile ¥ est un sous-ensemble fini de a tel que 0 € X, ¥ = —X et
> contient une base de a.

Soit I'anneau gradué : R = > 72 K[X% « € a] - 6F.
Tg(c) =¢, pour ¢ € K,
On définit une action du groupe b sur R par : Tg(%o‘) = X*(p)X?, pour «a € a,
TE(O) = x28)(3)x2¢P)g.

DEFINITION 1.7. Soit ¥ une étoile de a; on note Ry, le sous anneau de R engendré
sur R par les éléments Tg(%O‘Q) pour BE€bet a€ X, ie. :

Ry s = R[%¢(B)+a(ﬂ)%2¢(ﬁ)+a9]ﬁ€b,a62~

D’apres le lemme 1.4 on peut supposer, quitte a remplacer ¢ par n¢, que Rgx C
R[X“0]aca- _

On montre alors que Proj(Ry ) est un modele relativement complet pour G. Comme
Ry 5, est un anneau gradué engendré par ses éléments de degré 1, Proj(Rgx) est muni d’un
faisceau tres ample inversible canonique, qui est le O(1).

On obtient ainsi le :

THEOREME 1.8. (Mumford [53]) Soit G un tore déployé sur S, b C G(K) un groupe de
périodes et ¢ : b — a une polarisation. Alors, pour toute étoile ¥ de a, quitte a remplacer
¢ par ng (n € Z, n>> 0), P = Proj(R¢ x), muni de son faisceau canonique O(1), est un
modeéle relativement complet pour G sur S, par rapport a (b,2¢).

On remarque que én = ]3,7.

La construction du quotient procede en deux temps : Mumford forme d’abord le quo-
tient B du complété formel de P le long du bord, par b. Ce quotient est un schéma formel
propre et de type fini, donc s’algébrise en un schéma propre de type fini noté P.

Considérons l'ouvert (g, Tg(G) c P. Soit B =P — Useo Tg(G) le sous-schéma
réduit, et b le quotient par b de son complété formel. C’est la complétion formelle d’un
sous—schéma réduit B C P. Posons G = P\B. Par construction les complétions I-adiques

de G et G sont canoniquement isomorphes.

THEOREME 1.9. (Mumford [53])Le schéma G/S est semi-abélien, G,, est une variété
abélienne et Gy est un tore déployé de rang r. Le schéma G /S ne dépend que du tore G et
du groupe de périodes b, et il est indépendant de la fonction de polarisation ¢ et du modele
relativement complet P. La construction de G/S est fonctorielle en G/S et en b.

1.2. Construction de VAHB dégénérantes. On applique la construction de Mum-
ford pour construire des variétés abéliennes de Hilbert-Blumenthal dégénérantes (¢f1.3.1).
Soit X un idéal fractionnaire de F', muni de sa positivité Xy = X N (F @ R)4
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L’anneau de base S,. Soit R = Z[¢%; ¢ € X].

Soit S = Spec(R) = G,,, ® X* le tore sur Z de groupe de caracteres X.

Soit 3 un éventail lisse complet de X , et soit S < Sy, 'immersion torique associée.
On rappelle qu’elle est obtenue en recollant, pour ¢ € X, les immersions toriques affines
S < S, = SpecR,, ot R, = Z[¢*;¢ € X N ). Soit S2 le complété de S, le long de
S50 := S5,\S et S& le complété de Sy, le long de S := Sxu\S.

Pour écrire les choses plus explicitement, donnons nous une base £7,..,£" de o que I'on
complete en une base &7,..,§; de X™. Soit &1,..,§4 la base duale de X et posons Z; = qsi.
Alors R, = Z[Z:, .., Zy, ZfHZj] et SS° est le diviseur a croisements normaux de S, défini
par ’équation Z;...Z, = 0.

On a S} = Spf(R)), ot R est le complété de R, en I'idéal principal radiciel (Z;-...-Z;).

Pour décrire ce complété, on décompose tout n = (ni,..,ng) € Z% en (n',n") €
Z" x 7" Disons qu’une série de Laurent formelle 3" ;4 ¢, Z{"...Z]}* & coefficients ¢, € Z
est (Z1 ... Z,)-entiere si

(i) pour tout n”, ¢,y v =0, si n/ ¢ N,
(ii) pour tout H > 1 on a ¢, = 0, pour presque tout (n',n”) ¢ [H,oo[" x Z%7".
Le complété R} s’identifie alors & l'ensemble des séries > sa ¢y 27" ... 25" qui sont

(Zy-...- Zy)-entieres. C’est un anneau normal.
On voit ainsi que R) est aussi le complété de R, par rapport a la topologie suivante
(IL.1) % — 0 = Trp/g(&E") — +00, V& € 0.

L’anneau de base sur lequel nous effectgons la construction de Mumford est ici R_(/,\.
Soit S, = Spec(R%) et posons SO = S x S, = Spec(R) ®g, R). C’est I'ouvert de S,
Se

obtenu en rendant inversible 25 pour tout élément & de X N&° (ot 69 désigne l'intérieur
du comne 7). Soit Syo := S,\S? muni de la structure réduite. Si o’ C o, on a une fleche
Sy — S5

Le tore G. Soit a (=P* dans les notations de Rapoport [57]) un idéal de notre corps de
nombres totalement réel F' et soit G := (G, ® a*) x S, le S,-tore de groupe des caracteres
a. Explicitement : G = Spec (R} [X%; a € a]).

L’ensemble des périodes b. Soit b (=N dans les notations de Rapoport [57]) un idéal

fractionnaire de F, tel que
abl=cetabc X

Pour chaque 3 € b on définit un SY-point de é, par le morphisme
RMX% a ea — R)®p, R, X% ¢
Ceci définit un homomorphisme o-équivariant de S%-schémas en groupes
q:b— G, ®a* =G, (ou b désigne le schéma en groupes constant).

La polarisation ¢. Se donner une polarisation o-linéaire ¢ : b — a (¢f Déf.1.3) revient a
se donner un élément [¢] € ¢ = cN(F R R) .

La construction de Mumford donne alors un schéma semi-abélien GG, sur S,.

Propriétés du schéma semi-abélien G,.
— La restriction de G, & SO est une VAHB, notée GY.
— Tout élément [¢] € ¢ donne une fleche naturelle G,,®a* — G, ®b*, d’ou, par fonctorialité

de la construction, une fleche ¢ de la variété abélienne GY = (G,,, ® a*)/q(b) vers sa duale
(GO = (G, ® b*)/q(a). Si [#] € ¢y c’est une polarisation.
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— Par le lemme du serpent, appliqué a la multiplication par n dans G,, ® a*, on trouve
la n-torsion de G2 (qui est le sous-schéma en groupes réduit, intersection des noyaux des
multiplications par les éléments de n) au milieu de la suite exacte :

(11.2) 1 — (a/na)(1) = (GY)[n] = ntb/b—0

— La restriction de G, & Sy est égale au tore (G ®a*) x S0

— La construction est fonctorielle en les o € ¥ et compatible avec I'action de 0%, i.e. pour
tout ¢’ C o et pour tout u € 0* on a des diagrammes cartésiens :

Gy — Gy Go —= GUQO'
I Voo
So —> 5, ga — Su2s

2. R-pointes et (R,n)-pointes.

Cette partie étudie la combinatoire des pointes d’une variété modulaire de Hilbert-
Blumenthal en niveau I' (¢, n) et servira a la construction de cartes locales pour des com-
pactifications toroidales. Cette étude a été déja effectuée par Rapoport en niveau I''(c, n)
et en niveau I'} (¢, n) pour une pointe non-ramifiée, lorsque n est un entier naturel (cf [57]).
Par ailleurs, lorsque F' = Q, I’étude est faite par Deligne et Rapoport [15], en niveau I'(n),
et par Katz et Mazur [42] en général.

Fixons un idéal fractionnaire ¢, muni de sa positivité naturelle ¢, = ¢N(F @ R); .

Les objets combinatoires considérés dans cette partie sont inspirés par les structures
de niveau des VAHB : une VAHB c-polarisée complexe admet une uniformisation de la
forme F ® C /L, ot L est un o-réseau de F? tel que A2L = ¢*. Or, un tel réseau s’écrit
L=0b®a* avec a et b deux idéaux fractionnaires de F' tels que a* b = ¢*. La py,-structure
de niveau sur une telle VAHB est donnée alors par un homomorphisme injectif de o-modules
a:n 1ot /o7l < w7l L/L. Or tout o-module projectif de rang 2 est isomorphe & un
o-réseau de F2. La définition suivante est une variante de celle donnée par Rapoport dans
le cas D = Gy, :

DEFINITION 2.1. Une R-pointe C (resp. une classe d’isomorphisme de R-pointes) est
une classe d’équivalence de sextuplets (a, b, L, 4, j, \), ou

(i) a et b sont deux idéaux fractionnaires de F' tels que a* b = c*,

(ii) L est un o-réseau de F? tel que l'on a une suite exacte o-modules

0—a Hrlpo 0,
(iii) A : AZL — ¢* est un isomorphisme o-linéaire (polarisation),
pour la relation d’équivalence suivante : (a, b, L, 7,7, A) et (a’,b', L', ¢, j', \') sont équivalents,

sia=a',b="0 (resp. a=¢a’ et b = &b’ avec £ € F) et s’il existe un diagramme commu-
tatif de o-modules :

0 o —— 1, b 0,
R
0 a* L b’ 0

ou les fleches verticales sont des isomorphismes et tel que l'isomorphisme A2L =2 A2L/
(déduit de L = L') induise, via A et A, un automorphisme de ¢*, donné par un élément de
op, = 05 NDg.

L’application qui & une R-pointe C = (a,b, L, 4, j, \) associe I'idéal b est une bijection
entre ’ensemble des R-pointes et ’ensemble 7 des idéaux fractionnaires de F'. En effet,
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par (i) la donnée de b détermine a = bc, et deux suites exactes courtes (ii), correspondant
au méme idéal b, sont équivalentes, car toutes les deux sont scindées (il est facile de voir
que l'on peut choisir un isomorphisme de o-réseaux qui respecte la polarisation).

La notion d’isomorphisme de R-pointes correspond alors a celle d’homothétie des
idéaux. On obtient par passage au quotient un isomorphisme entre les classes d’isomorphisme
de R-pointes et le groupe Clg des classes d’idéaux de F'.

Une R-pointe est déterminée par son o-réseau L C F? (en effet, la donnée d’un tel
réseau détermine les idéaux a* := LN ({0} x F) et b = ca™!, et donc la suite exacte (ii),
a équivalence pres). Le groupe Gg := {y € Gg|v(y) € 0™} agit transitivement sur ces
réseaux. Le stabilisateur du réseau o @c¢* dans Ggy est égal a Gt (o®c*). De plus, deux
réseaux L et L' donnent la méme R-pointe C, si et seulement s’ils sont dans la méme T7Ug-
orbite. Le diagramme commutatif suivant, traduit la correspondance entre les R-pointes
et les pointes classiques dans P'(F)

~

Ir R—pointes —— TzUQ\G(O@/G+(0 ®c*) > Gt(o® c*)\F2 —{0}/0*

} ! | }

Clp —= R—pointes/isom. — By\Go/GT (0 ® ¢*) ——— Gt (0 @ ¢*)\P}(F),

b
d
GT (0@ ¢*)yoo et d’autre part sur I'idéal b = ao+cc* (¢f le lemme 1.1.8).

ou pour tout 7 = <i > € G la double classe Bgy 'GT (0@ ¢*) s’envoie d’une part sur

DEFINITION 2.2. (i) Une (R,n)-pointe C (resp. une classe d’isomorphisme de (R,n)-
pointes) est la donnée d’une classe d’équivalence de paires formées d’un sextuplet (a, b, L, 7, j, A)
(comme dans la définition 2.1) et d’un morphisme injectif de o-modules

a:n ot /ot L/,
pour la relation d’équivalence suivante :

C est équivalent a C’, ¢’il existe un isomorphisme de o-modules L = L’ induisant une
égalité (resp. un isomorphisme) des R-pointes sous-jacentes et dont la réduction modulo n
rend le diagramme suivant commutatif :

n!L/L nlL/L.

a\)({

n—l a—l /‘0—1

On associe a C I'idéal fractionnaire b’ D b tel que b’ /b = j(Im(«)).

(i) Une (R,n)-pointe est dite non-ramifiée lorsque la fleche a : n=to71 /971 —
n~L L/L se factorise par la fleche naturelle n~!a*/a* — n~'L/L (ou si de maniere
équivalente b’ = b).

(iii) Soit une (R,n)-pointe C et soit n I'exposant du groupe b’/ b. Une (R,n)-pointe
C' est dite appartenir & la méme (R, n)-composante que C (resp. & une (R, n)-composante
isomorphe), 8'il existe @ € (Z /n)* et un isomorphisme de o-modules L = L' induisant une
égalité (resp. un isomorphisme) des R-pointes sous-jacentes et dont la réduction ¢ modulo
n fait commuter le diagramme suivant :

-1 ~ -1 ~ —17rr/11
nL/L——F—=n L/L4>w nL'/L,

Ta\)%

nlo-t/o7!
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ot la fleche ¢ est un automorphisme o-linéaire de n=! L/L, induisant I'identité sur n=! a* / a*
et la multiplication par @ sur n=1b /b.

Soit g tel que 0 = n+ygc. On munit la R-pointe Ly = 0 ®¢* de la structure de niveau
ap :nto /ot ol /e s nlLg/Lg. Le groupe Gg agit transitivement sur
ces réseaux munis de structures de niveau et le stabilisateur de (Lo, aq) est I'. De plus,
deux réseaux L et L’ donnent la méme R-pointe C, si et seulement s’ils sont dans la méme
TzUg-orbite. D’ou le diagramme suivant :

(R,n)—pointes —— TZUQ\G(O@/F-

| |

(R, n)—pointes/isom. — Bg\Gg/T

PROPOSITION 2.3. Soit une (R, n)-pointe C, donnée par TpUgy™'T, v = (Z 2) €G-

Alors,
(i) L’idéal b, correspondant a la R-pointe sous-jacente a C est donné par ao+cc* et sa
classe ne dépend que de la classe d’isomorphisme de la pointe C.

Quitte a changer vy, en le multipliant par un élément de Ug, ce qui ne change pas sa
b (bo)*

classe double, on suppose que v € G(E@ N <bc0 bt

>. Sous cette hypothese, l'on a

) d —_ \
(ii) La structure de miveau de C est donnée par o : n= 1071 /07! (ocwed) YL/L, ou
L=b®a*, avec a = bec.

(iii) L’idéal b’ de la définition 2.2(i) est contenu dans n='b et sa classe ne dépend que
de la classe d’isomorphisme de la pointe C. De plus b' = ao+c(en)*. La pointe C est
non-ramifiée, si et seulement si, ¢ € nbco.

(iv) Le groupe d’automorphismes de la (R,n)-pointe C est égal & v~ 'T'y N Bg. La suite
eractel - U — B — T — 1, donne une suite exacte :

0— X*— 4 'TyNn By —o0; —1,
ot X = cbb et of = {(u,€) € 0¥ x05, | u—1€nb'b', we—1¢€bb '} En
0 it = {u €0 Ju€ (140661 N (1+nb’b7 ")}

(v) L’ensemble des (R,n)-pointes est fibré au-dessus de Zp. La fibre de l'idéal b est iso-
morphe a (GT(b® a*) NTzUg)\GT(b® a*)/y Ty, ot a = be, L = b@a*. Elle s’identifie
avec ’ensemble :

(n? L/L)prim/{ <u_106_1 5:) ‘u co”,ec 0§+,£* € (cbz)*},

particulier, on a o; = o; NI} =

oty (n"Y L/ L) prim désigne l’ensemble des vecteurs primitifs du o / n-module n=' L/L, et son

cardinal est égal & Y. #£(0 /b6’ 1) ¥ (0 /b6 ) /[(0X x 055,) : 0f].
n~16D0'Db

(vi) L’ensemble des (R,n)-composantes est fibré au-dessus de Zp. La fibre de l’idéal b
s’identifie avec l’ensemble :

(n~! L/L)prim/{ <5“_56_1 i) (u €oX cco), ae (Z/n)" & ¢ (cbZ)*}
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et son cardinal est égal & S #(0 /b6 ) (0 /nb'b 1) JH(Z /n)*[(0% x 054)0%],

n=1bDb Db ¢
ot n est égal & exposant du groupe b’/ b et
0X ={(u,e) €0* x 0, | u—1lenb'b', wuee(Z/n)*+bb""},

oX ={u€o* | we(l+nb'b")N((Z/n) +bb'")}

Démonstration : (i) La R-pointe sous-jacente & C correspond & la classe double
TrUgy 'GT (0@ ¢*) et donc a la GT (0@ c¢*)-pointe yoo = [ﬂ Par le diagramme qui

précede la définition 2.2 la R-pointe C correspond a 'idéal b = a0 +cc*.

(ii)(iii) La structure de niveau a de L est obtenue en faisant agir v~! sur la structure
de niveau ag de Lg. Or, par le choix que nous avons fait de v, on a Lgy = b®a* = L
et donc o : n~ 1ot /o7t (ct0,240) b'/b®n~ta*/a* — n"!L/L. La pointe est donc non-
ramifiée si, et seulement, si cyon=t07! C b, i.e. ¢ € nbed. Enfin b’ = b+cygotn! =
ao+cc*+cc*n~! = ao+c(en)*. L'indépendance des classes de b et b’ découle du lemme
1.1.8.

(iv) Pour le calcul du groupe d’automorphismes v~ 1Ty N Bg de la (R, n)-pointe C, on
*
remarque qu’il est formé de matrices (%6 5“_’{), avec u € 0%, € € 0§+, £ € (cb?)* (Clest

la forme générale d’un automorphisme de la R-pointe sous-jacente) qui respecte en plus la
structure de niveau «. Ceci équivaut au systeme :
(I1.3) {(uje_l = 1)e € nbeo .

(u™t = 1)d — e 1&; .c € neva* =nb~!

En posant u = ¢ = 1, l'on retrouve que X* est formé des ¢* € ¢ 'nb™1 N (cb2)* =
(cb)*((c(en*) ™t N b™Y) = (cbb))*, ie. X = cbb’.

Pour le calcul de oé, l'on remarque que la premiere condition de (I1.3) équivaut a
ue—1 € ¢ 'nbcdoNo = b(c(en)*1Nb~1) = bb’~'. La deuxidme condition équivaut A u—1 €
d=1mb ! 4+ ¢(cb?)*) = (db) " nb’b ™', Par ailleurs u—1 € 0 C ¢ 'nb’cd = (¢(be)*) " nb'b ™.
Comme (db)~! N (e(be)*)™! = (db+c(bc)*)~! = o, par le choix de v, on en déduit que la
deuxieme condition de (I1.3) équivaut & u — 1 € nb’b ™.

Notons que pour tout u € oé, I'élément &, . appartient a

b+ d(bb’  Nnb’b ) C (cbb')* +db((cb2)* N (ncb’*)*) C (cbb’)* + (cb?)* N (neb’)*,

et ce dernier est un idéal inclus (parfois strictement!) dans (¢b?)*. Voir le paragraphe 7.5
pour une application de ce calcul.

(v)(vi) Comme v transforme o®c* en bda* et v IGT (o c*)y = GT(bda*), la
fibre de lidéal b est isomorphe & (GT(b@®a*) N TzUg)\GT(b® a*)/y Ty, L’ensemble
Gt (b® a*)/y Iy ’identifie avec celui des vecteurs primitifs du o /n-module n ™' L/L. Le
calcul du cardinal de la fibre se fait en analysant la condition sous laquelle deux vecteurs
primitifs correspondent & la méme (R, n)-pointe. La démonstration du (vi) est tout a fait
analogue.

Comme par définition no C bb’~! C o, 'ensemble (Z /n)* +bb’ " est bien une réunion

de classes de o, modulo I'idéal entier bb’~'. Notons que [06X : 05 divise #(Z /n)* est le

quotient représente le nombre de (R,n)-pointes dans la (R, n)-composante C. O
On rappelle que pour tout idéal f C o on note 0;1 le sous-groupe de 0* formé des unités
congrues & 1 modulo f.
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EXEMPLE 2.4. On pose ¢ = o (polarisation principale) et G = G*. Alors o, = {1}.
(i) Si F = Q, n = pZ, avec p un nombre premier, on a p — 1 (R, n)-pointes, au dessus de
la R-pointe oo (b = Z), dont
— ¢(p)/2 non-ramifiées, avec b’ = Z et ocf = o/ = {1}. Chacune de ces pointes est seul
dans sa (R, n)-composante.
— ¢(p)/2 ramifiées, avec b’ = p~1Z et og = {1} D o/ = {1}, contenus dans une seule
(R, n)-composante.
(ii) Sin = p?, avec p un idéal premier de o de degré résiduel 1 (N(p) = p, avec p un nombre
premier), on a 3 types de (R, n)-pointes, au dessus de la R-pointe oo (b =0) :
—sib =0, 0onan=1 0 =o; = 0:271, et donc on a p(p?)/[0* : 0:2’1] pointes non-
ramifiées, chacune seule dans sa (R, n)-composante.
—sib =p7! onan=p, og = 0o; = 0,4, et donc on a o(p)?/[0* : 0, 1] pointes peu
ramifiées, partagées par groupes de ¢(p), en ¢(p)/[0* : 0,4] (R, n)-composantes.

X

—sib =p2 onan=p? ocf =0%, 0f = 0:271, et donc on a o(p?)/[o* : 0:271] pointes

treés ramifiées, contenus dans une seule (R, n)-composante.

(iii) Sin = p, avec p un idéal premier de o de degré résiduel 2 (N(p) = p2, avec p un nombre

premier), on a 2 types de (R, n)-pointes, au dessus de la R-pointe oo (b =o0) :

—sib =0, onan=1 07 =o; = oy, et donc on a (p* = 1)/[0* : o,,] pointes
non-ramifiées, chacune seule dans sa (R, n)-composante.

—sib=p~onan=p of =05 05 ={ucoX|uP —u€p} etona (p®—1)/[o* :0y]
pointes peu ramifiées, partagées par groupes de go(p)/[ocf togqlsen (p+ 1)/[0* 1 0F
(R, n)-composantes.

3. Cartes locales pour les variétés modulaires de Hilbert arithmétiques.

3.1. Variétés modulaires de Hilbert arithmétiques. Soit ¢ un idéal de F', muni
de sa positivité naturelle ¢, = ¢N(F @ R);. Posons A = N(on) = Ar N(n).

Avec les notations du paragraphe 1.3.1 on a un foncteur contravariant M! (resp. M)
de la catégorie des Z[ﬁ]—schémas vers celle des ensembles, qui & un schéma S associe
'ensemble des quadruplets (4,:,\, a)/S (resp. (A, ¢, A, a)/S) modulo isomorphisme, ol
(A, 1) est une VAHB de dimension relative d, A est une c-polarisation (resp. \ est un classe
de c-polarisations; voir Déf. 1.3.3) sur A et a : (0 /n)(1) — A[n] est une py-structure de
niveau.

THEOREME 3.1. [54] Le foncteur M est représentable par un schéma quasi-projectif
MY = Mi(c,n) sur Z[N% | muni d’un quadruplet universel (A, 1, \, ). Le schéma M*

]. De plus M'(C) =2 MY et donc M' est géométriquement

=]
N

D=

est lisse au-dessus de 7
conneze.

Soit m : A — M? la projection canonique. On pose w = w4 = W*Q}L‘/Ml et
Hig = Hig (A /ML) = RIF*Q;‘/Ml. Au-dessus de Z[x] on a localement pour la topologie
de Zariski w Z o0® Oy et HéR 2 Lo® Oy, 0u Lg=o0PHc*.

COROLLAIRE 3.2. Le foncteur M admet un schéma de modules grossier M = Mi(c,n)
sur Z[ﬁ] quasi-projectif et lisse au-dessus de Z[x]. Le schéma M est le quotient de M*
par le groupe fini of,, /(of, N oﬁ) qui agit proprement et librement par

[e] : (A e, A a)/S — (A, L, e a)/S.
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Il est important de noter pour la suite que les automorphismes [e] de M ! définis dans le
corollaire se prolongent en une action du groupe o, /(o5 N oﬁ) sur les fibrés w et Hig.

L’action sur w est donnée par la formule s — ¢/ 2[e]*s, ol s est une section de w. L’action
sur HéR vient de celle sur le complexe RmQ}l /Mt Ces action sont définis sur I’anneau des

entiers o’ du corps de nombres F' = Q(y/€, € € 0} ).

Par quotient, on peut définir des fibrés encore notés w et HéR sur M x Spec(o'[ N(l n)]).

Posons M’ = M x Spec(o’[x]). On a encore localement pour la topologie de Zariski
w200y et H(liR 2 Lo® Oy, ou Lg=0®c*.

Pour chaque p € ¢, on note £, le faisceau inversible ample sur .A obtenu comme image
inverse du fibré de Poincaré sur A x A’ par le morphisme (id 4, A o (id4 ® p)).

On pose Y = Yi(n) = ]_[?:1 Mi(c;,m) et Y =Y!(n) = H?:l M (c;,m), ol les idéaux
¢i, 1 <i < h" forment un ensemble de représentants de Cl}.

3.2. Construction des cartes locales. Le but de ce paragraphe est de munir les
VAHB construites dans le paragraphe 1.2 de différentes p,-structures de niveau, et ainsi
fournir les cartes locales servant a compactifier la variété modulaire de Hilbert M.

A chaque (R, n)-composante C, on peut associer par la Déf.2.2 et la Prop.2.3 des idéaux
b, b’ et X = cbb’, un entier n égal & Pexposant du groupe b’ /b, des groupes d’unités o},

X X X X X X X
0z, 0c 15 0, et des sous-groupe He = o0 /o5, He1 = 06,1/06’,1 du groupe (Z /nZ)*

(ces objets sont a priori associés a une (R, n)-pointe, mais sont constants au sein d’une
(R, n)-composante).

Soit une (R,n)-composante C et considérons le tore S = S¢ = G, ®X*. Soit £¢ un
éventail complet de Xy . Soit o € »¢. La construction de la partie précédente, appliquée
a (X,a,b), nous donne alors un schéma semi-abélien G, /S,, muni d'une action de o et
dont la restriction & G9 /SY est une VAHB c-polarisée.

En appliquant une deuxieme fois la construction de la partie précédente, cette fois a
(X,a,b’), on obtient un schéma semi-abélien G’ /S,, muni d’une action de o et dont la
restriction G1"/S% est une VAHB ¢ = ab’ '-polarisée. Par fonctorialité on a une fleche

Gy — G’ , dont la restriction G — Gf,o est une isogénie, on déduit la suite exacte :
(I1.4) 0—b'/65G%m — GO — 1.

Considérons d’abord le cas ol C est non-ramifiée. On a alors b = b’ et donc X = ab.
La variété abélienne G associée & une (R, n)-composante non-ramifiée est naturellement
munie d’une jiy-structure de niveau (o /n)(1) = (a /na)(1) — (G2)[n], ot la premiére fleche
vient de l'isomorphisme o : n™ 107! /27! 2 n~1a* /a* et la deuxieme du (I1.2).

Passons maintenant au cas ot C est ramifiée. Afin de munir G d'une pp-structure de
niveau, on doit :

— choisir un relevement de b’/ b dans Im(a) (appelé uniformisation de C),
— se placer dans ce cas au-dessus de Spec(Z[ﬁ, Cc]), ou (¢ désigne une racine de 'unité

d’ordre égal a ’exposant n du groupe abélien b’/ b.

Sur Spec(Z[ﬁ,Cc]) on a un isomorphisme canonique b* /b’* = (b’/b)(1), d’out une
pn-structure de niveau sur G9 :

(0/n)(1) = (a/na)(1) x (b /b")(1) = (a /na)(1) x b’/ b (G)n],

otl la premiere inclusion vient de la fleche o : n=1071 /o1 <~ n=la* /a* xb'/b.

(I1.2)(11.4)
(_)
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PROPOSITION 3.3. (i) Pour toute (R,n)-composante uniformisée C et pour tout cone
o € X° la construction ci-dessus donne un carré cartésien :

GY x Spec(Zlghy &) — A
! !

?ngpec(Z[ﬁ,g};]) - M!' - M

(ii) Changer l'uniformisation de la pointe C revient a se donner un x € (ab)*/(ab’)* =
Hom(b'/ b,n~1 a* / a*) et correspond a I’automorphisme de SO x Spec(Z[ﬁ, Ce]) qui envoie

q¢ sur (gTrF/Q(éx)qg (€ € ab’).

(iii) Soient Cq, Co deux (R, n)-composantes uniformisées et soient deux cones oy C X,
1=1,2. Supposons qu’il existe 7

— un isomorphisme de (R,n)-composantes C1 = Co (d’ou £ € F* tel que a5 = £aj,
by =& 1by et X5 = €2X7) induisant sur ¢* (via les polarisations X et \'), la multiplication
par un élément € € o},

— des éléments (u,€) € o5 = o5 et un élément h € He, tels que oy = u?ef30 et
Cep = &

Alors, on a un isomorphisme ?21 X Spec(Z[ﬁ,Ccl]) & 332 X Spec(Z[ﬁ,C@]) qui

compléte les deuzx fléches §2i X SpeC(Z[N%n),Cci]) — M (i = 1,2) du (i) en un triangle

commutatif.

Le (i) et (ii) découlent de ce qui précede. Le (iii) utilise la fonctorialité de la construction
de GY en o et sa compatibilité avec I'action de o} (cf §.1.2 et Prop.2.3(iv)).

Avant de décrire la construction des compactifications toroidales arithmétiques, on doit
la préparer. C’est 'objet des deux parties suivantes.

4. Un théoréme de descente formelle de Rapoport.

La construction d’une compactification toroidale peut étre vue comme l’ajout d’'un
bord a M. On a un schéma formel de type fini candidat pour ce bord, a savoir ’analogue

algébrique de :
= ] ((CX ®(cbb’)*);/oé

pointes C/~

Le but de cette partie est de donner un critére abstrait, trouvé par Rapoport [57], pour
résoudre le probleme de “Descente Formelle”, en 'occurrence, le probleme d’existence et
unicité du schéma recollement Y d’un ouvert Y9 et d’un schéma formel ¥ : Y0 — Y «— X.
Il repose en partie sur un critere d’immersion ouverte de Rapoport dont on rappellera
I’énoncé.

Le probleme de Descente Formelle sera en fait d’abord posé dans la catégorie des
espaces algébriques. On verra dans la partie 6 que les conditions d’application du critere
sont satisfaites dans notre cas.

Dans cette partie V désignera un anneau de valuation discrete complet, de corps des
fractions K et de corps résiduel k. S désigne un V-schéma.

Soit Aff /S la catégorie des S-schémas affines, munie de la topologie étale. Un faisceau
d’ensembles sur Aff /S s’appelle un S-espace. Pour tout S-schéma X, on note X le S-espace
associé.
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DEFINITION 4.1. Une relation d’équivalence étale sur un S-schéma U; est donnée
par une immersion fermée quasi-compacte Uy — Uy xXg Uy de S-schémas dont les deux
projections sont étales et qui définit une relation d’équivalence : pour tout Y € Aff /S,
Ua(Y) — Ur(Y) xgvy U1(Y) est une relation d’équivalence.

Un S-espace algébrique est un S-espace qui est quotient d’un schéma Uy, appelé un
atlas étale, par une relation d’équivalence étale.

L’ensemble Alg /S des S-espaces algébriques muni des fleches de S-espaces forme une
catégorie.

On définit de méme pour un schéma formel S” la catégorie des S\ -espaces algébriques
formels, notée Form /S”.

DEFINITION 4.2. Soit f : X’ — X un morphisme dans Form /S”. On dit que f est un
éclatement admissible de X si f est un éclatement X’ — X dans Form /S”, par rapport a
un idéal qui contient une puissance de I'idéal de définition de X.

La catégorie des espaces rigides Rig /.S est la catégorie localisée de Form /S, par rapport
aux éclatements admissibles.

DEFINITION 4.3. Un épaississement de (K, V) est un couple (R, R©) tel que :

— R est un anneau local artinien de corps résiduel K. On note Ry 'image réciproque
de V dans R.

— R© ¢ Ry C R est un sous-anneau noethérien tel que le morphisme R(® — V soit
surjectif et la localisation de R(®) au point générique de V soit égale & R (c’est a dire R
est le localisé de R() en J = ker(R(®) — V).

Soit 7 un élément de R qui se projette sur une uniformisante de V. Pour tout ¢ > 1
on pose R = RO [%] Alors R© ¢ RW ¢ ... ¢ Ry et U R = Ry.

On a Spyig(K) = Spf(V)rig et Sprig(R) := Spf(R))sig (= Spf(R®)yg), car Spf(R™)
est obtenu par éclatement (admissible) de Spf(R®)), par rapport & I'idéal (7%) 4 J (car J
est nilpotent).

EXEMPLE 4.4. Soit I’anneau local artinien R = K|[t]/(t?). Le sous-anneau Ry =

V + K -t n'est pas noethérien. Considérons le sous-anneau noethérien R(©) = V[t]/(t?).
Alors (R, R()) est un épaississement de (K,V). Ona R® = V4V £ et donc UiRY = Ry.

A toute fleche fiig 1 Xyig — Drig on peut associer un modele formel f : X — ), défini &
éclatement admissible pres.

DEFINITION 4.5. fyig est une immersion ouverte, 8’il existe un modele formel f qui est
une immersion ouverte.

M. Rapoport a démontré le critere d’immersion ouverte suivant, qui est utilisé pour
démontrer le résultat de recollement abstrait qu’on a en vue.

THEOREME 4.6. (Théoréme 3.15 dans [57]) frig est une immersion ouverte, si et seule-
ment si, les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i)rig Pour tout corps K, discrétement valué, l'application suivante est injective

frig*
Hom(Sprig(K)7 %rig) — Hom(sprig(K)7 Eyrig)'

(ii)rig Pour tout épaississement (R, R©) de (K, V) on peut compléter de fagon unique
le diagramme commutatif suivant : Sprig(K) — Xig

b7

Sprig(R) — 2Drig
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REMARQUE 4.7. L’anneau V étant principal, il n’admet pas d’éclatements admissibles.
La condition (i)yg peut s’écrire donc Hom(Spf(V'),X) — Hom(Spf(V'),2)), alors que le
diagramme dans la condition (ii)s devient (pour i assez grand) :

Spf(V) X

| s

Spf(R(O)) - spf(R(i)) —9

Soit S un schéma affine, de type fini sur le spectre d’'un corps ou d’un anneau de
Dedekind excellent (pour les applications aux compactifications toroidales, il suffit de pren-
dre S de type fini sur Z).

Soit A un anneau noethérien complet pour la topologie I-adique, définie par un idéal
I C A. Soit 4 = Spf(A) le schéma formel affine correspondant. Posons U = Spec(A4),
Ug = Spec(A/I)=1'dme de U et U° = U\U.

LEMME 4.8. (EGA IIL.5) Soit Y un espace algébrique de type fini sur S et Yo C Y
un sous-espace fermé. On suppose que U = Spec(A) est un S-schéma et on se donne un
S-morphisme formel adique §: 4 — Y|y,.

Alors, il existe un unique morphisme f : U — Y dont le complété formel est §.

DEFINITION 4.9. Un morphisme ¢° : Spec(K) — U° sera dit permis, s’il vient (via le
lemme 4.8) d’un morphisme formel de type fini g : Spf(V') — 4L

Plus généralement (si U est un S-schéma), un morphisme f0: U° — Y? dans un espace
algébrique de type fini sur S sera dit permis, s'il existe une immersion ouverte de Y'° dans
un S-espace algébrique propre Y, telle que : pour tout morphisme permis Spec(K) — U?,
I'unique extension & Spec(V') du morphisme composé Spec(K) — Y, envoie le point spécial
dans Y\Y?.

Un morphisme f°, provenant par restriction d’un morphisme f : U — Y, est permis,
sl existe un morphisme formel f : 4 — 2 = Y|y, qui fait commuter le diagramme suivant

En d’autres termes, un morphisme est permis s’il “envoie le bord sur le bord”.

DEFINITION 4.10. Soit X un S-espace algébrique formel, séparé et de type fini. Un
découpage de X est la donnée de :

— Un atlas affine 4y = Spf(As) =2 4y = Spf(4;) — X.

— Un espace algébrique Y de type fini sur S, tel que les deux composés suivants soient
égaux : Ug = U(l) f—0> Y0, ott U; = Spec(A1) et Uy = Spec(Asz) et les fleches Uy = U,
viennent, via le lemme 4.8, des fleches o = ;.

Le découpage est dit effectif, s’il existe un S-espace algébrique de type fini Y, une
immersion ouverte j : Y7 < Y et un isomorphisme ¢ : ¥ 5 9, oul 9 est le complété
formel de Y le long de Y'\Y?, tels que le morphisme f : U; — Y, venant (via le lemme 4.8)
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du morphisme §: $; — X = 9, induise f: UJ - V" sur U9 c U;.

Uy —= 8 — x>

I

Y

Jo .

U)—=10" Yo

THEOREME 4.11. (Théoréme 3.5 de [57]) Soit un découpage. On suppose :

— UY est schématiquement dense dans U (i.e. Og, = OU?)-

— YO est compactifiable (i.e. il existe une S-immersion ouverte Y° <« Y* avec Y*
propre sur S).

— Le morphisme f9: U(l) — YO est permis.

— Pour tout anneau de valuation discréte complet V', de corps des fractions K :

()rig la suite UY(K )permis — UY(K )permis — YK )permis €st ezacte.

(it )rig pour tout épaississement (R, R(O)) de (K,V') on peut compléter de fagcon unique

le diagramme commutatif suivant : Spec( K)permis o -
7

e |
-
 permis

0

Spec(R) ——=Y
Alors le découpage est effectif.

5. Théoréme d’uniformisation de Raynaud pour les VAHB.

Pour pouvoir vérifier les conditions (i’)yig et (ii’)rig ci-dessus dans la situation o 'ouvert
Y0 est 'espace de modules M et le schéma formel X est celui donné par les cartes locales
de la proposition 3.3, on a besoin de la construction suivante (donnée par Raynaud dans
[58] et reprise par Rapoport dans le cas d’'une VAHB [57]). Il est & noter qu’on a besoin de
cette construction non seulement sur un corps mais aussi sur un épaississement artinien,
auquel cas I'argument donné par Raynaud reste valable.

Soit V un anneau de valuation discrete complet de corps des fractions K, et soit
(R, R©) un épaississement de (K, V).

DEFINITION 5.1. Une variété abélienne A sur R (resp. sur K) est dite & réduction
semi-stable (déployée) s’il existe un schéma en groupes lisse sur R pour un certain i > 0,
(resp. sur V), prolongeant A et dont la fibre spéciale est une extension d’une variété
abélienne par un tore (déployé).

Pour des raisons de dimension, si une VAHB sur R (ou sur K) est & mauvaise réduction
semi-stable déployée, alors la fibre spéciale est un tore déployé. Dans ce cas la description
rigide-analytique de Raynaud devient :

THEOREME 5.2. (Raynaud) Soit A une VAHB sur R (ou sur K ) a mauvaise réduction
semi-stable déployée. Alors :

Arig = (Gm 0%y a*)rig/ briga

ot a et b sont des idéaux de F'. De plus :
— On a une suite evacte 0 — (a /na)(1) — Aln] = n~tb/b—0
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— La forme bilinéaire (,) :axb — Val(K) 2 Z (a, ) — val(X*(0)) vérifie (aa, ) =
(a,af3) pour tout a € o, et donc défini un unique élément £* € (ab)*, a Q7 preés et a
Uaction de 0*? prés.

— Le cone positif des polarisations sur A, P(A)y C P(A) = ab™! est obtenu comme

produit de l'unique positivité sur ab pour laquelle £ > 0 et de la positivité naturelle sur
b2

6. Compactifications toroidales arithmétiques.

6.1. Construction des compactifications toroidales.

DEFINITION 6.1. Un éventail T'-admissible ¥ = (X€)¢ est la donnée pour chaque (R, n)-
composante C d’un éventail complet X¢ de X, stable par 04 et contenant un nombre
fini d’éléments modulo cette action, de sorte que les données soient compatibles aux iso-
morphismes de (R, n)-composantes C = C'.

Voici I’analogue du résultat principal de 'article [57] dans le cas de groupe de niveau
I' = T'P(c,n) (on rappelle que T est sans torsion d’apres le lemme 1.1.5).

THEOREME 6.2. Soit ¥ = {X}¢ un éventail T'-admissible.
(i) Il existe une immersion ouverte j : M' — M} de Spec(Z[N%n)])—schémas et un

isomorphisme de schémas formels

o I1 (sgc /oal) x Spec(Z . Celer) < MY,
(R,n)—composantes/~
(ot Mé/\ est le complété formel de Mé le long de sa partie a l'infini), tels que pour toute
(R,n)-composante C et pour tout o € ¢ on ala ;tl"opriété sutvante: limage réciproque
de la VAHB universelle sur M par le morphisme S, x Spec(Z[ﬁ,(c]) — MY (déduit
par le lemme 4.8 du morphisme formel S x Spec(Z[ﬁyCc]) — M construit a Uaide
ie ©), soit la VAHB c-polarisée avec pin-structure de niveau GO x Spec(Z[ﬁ,Cc]) sur
S9 x Spec(Z[ﬁ,Cc]) construite dans la proposition 3.3(i). Le couple (j,¢) est unique, a
unique isomorphisme preés.
(ii) 1l existe une immersion ouverte j : M — My de Spec(Z[ﬁ])—schémas et un
isomorphisme de schémas formels
v 1 (Sge/ 0¢) x Spec(Zlggy- el ™) = Mg,
(R,n)—composantes/~
Démonstration : (i) Il y a un nombre fini de (R, n)-composantes C modulo isomorphisme.

Soit {o§} un ensemble fini de représentants des cones de 1’éventail ¢, modulo I'action

de o; ;. Considérons le schéma formel affine U, := C]/_[ ]_IS%; X Spec(Z[Cc][N(ln)]). Il est de

type fini sur Z et muni d’un morphisme étale (“immersions toroidales” et quotient étale
par le groupe He 1) dans X := [] (Sgc/ ocxl) X Spec(Z[Cc][N%n)]HCJ).
c/~ ’

Posons U1 = [] ]_[ggic X SpeC(Z[CCHN(ln)])'
Ci~d

D’aprés la proposition 3.3(1) on a un morphisme f° : U(f — M, qui est permis,
car toute variété abélienne obtenue comme image réciproque, par un morphisme permis
Spec(K) — Egg X Spec(Z[Cc][ﬁ]), de la variété abélienne GO x Spec(Z[ﬁ,(c]) est a
mauvaise réduction d’apres la partie 1.2.
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Posons iy := 81 xx 1 = Spf(As) et Uy = Spec(A4z). Les deux fleches composées
Ug = U(l) — M' sont égales par compatibilité de la construction de Mumford avec les
inclusions ¢/ C o, avec l'action de oél et avec l'action de H¢; (appliquer la proposition
3.3(iii) dans le cas D = Gy,).

Vérifions la condition (i’)e du théoreme 4.11 :
Soient g7, g9 : Spec(K) — UY deux morphismes permis avec f%o g = 90 g9.
Chaque morphisme g? se factorise par un certain 523, X Spec(Z[ﬁ, ch]), ou o; désigne

un des az-cj et détermine ainsi :

—une (R,n)-composante C; (& laquelle sont attachés des objets aj, bj, b';, X;, ),

—une racine de 'unité Céj) € K, d’ordre 'exposant n; du groupe b’;/b;,

—un cone o; de ¢ et un morphisme (P RQJ, — V, d’olt un élément 53'»‘ € ojN X;‘,
déterminé par la propriété suivante : pour tout £ € 5;NX; on a val(wj(qf )) =Tr F/@(&;).

Le morphisme permis f°o gg-) fournit une VAHB A sur K munie d’une c-polarisation et
pn-structure de niveau, & mauvaise réduction semi-stable déployée.

L’uniformisation de Raynaud-Tate pour la VAHB A, décrite dans la partie 5 nous
donne alors :
— deux idéaux a et b avec ¢ = P(A) = ab™! et tels que Ajig = (G ® a¥)yig/ brig (ceci
nous donne une R-pointe C, bien définie modulo isomorphisme). Comme la construction
de Mumford et celle de Raynaud sont inverses I'une & l'autre (i.e. le 1-motif associé par
Raynaud & la VAHB sur K construite par Mumford est le 1-motif du départ), les R-pointes
sous-jacentes de Cq et Cy sont isomorphes a C.
— une suite exacte : 0 — (a/na)(1) — A[n] — n71b/b — 0. Ainsi, la py-structure de
niveau sur A détermine-t-elle bien une une (R, n)-composante C au-dessus de la R-pointe
C et une racine de 'unité (¢. De nouveau par compatibilité de la construction de Mumford
et celle de Raynaud on déduit que (¢, et (¢, sont conjuguées sous He 1 et que les (R, n)-
composantes C; et Co sont isomorphes, et donc égales, car elles vivent dans une classe de
représentants modulo isomorphisme.
— un élément £* € (ab)% bien défini modulo oél. Un derniere fois par compatibilité des
constructions de Mumford et de Raynaud, on trouve que £ € o1 et & € o2 sont dans la
méme oél—orbite. Par conséquent £ = &5 et, par exemple o1 C 09.

On en déduit qu’il existe un morphisme permis h° : Spec(K) — U} tel que ¢¥ = p o h°
et g3 = pJ o h¥, ce qui termine la vérification du (i’ Jrig-

Vérifions la condition (ii’)ye du théoréme 4.11 :

Les morphismes permis Spec(K) — UY et Spec(R) — M nous donnent deux VAHB
A/K et A’/R & mauvaise réduction, avec A = A’ xp K. De plus, comme dans la vérification
de (1')yig, A/K est obtenue par image réciproque de la VAHB associé par Mumford a des
donnés combinatoires C = (a,b, X, ), (¢, € X*.

Par la théorie de Raynaud-Tate A et A’ admettent des uniformisation rigides analy-
tiques Ayig = (G ® 0% )yig/ brig (compatibilité entre la construction de Mumford et celle de
Raynaud) et A;ig = (G ®0")yig/ b;ig. Comme Ay = A;ig x g K, on en déduit qu’on peut
prendre a = o/, b =b', (¢ = (o et & =&, d’ont le (il’)yig-

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le théoreme 4.11 qui nous donne le
couple cherché (j, ), dont on admet 1'unicité.
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(ii) Comme € est stable par o (et non-seulement par 0c1), le groupe fini o, /(05, N oﬁ)
du revétement galoisien étale M' — M agit proprement et librement sur Mé et la con-
struction du (i) passe au quotient. La fleche ME — My est encore étale. g

REMARQUE 6.3. Soit ¥ = (2°%)pez,, ol pour tout idéal b, X° est un éventail o*-
admissible de (cb2)*+. On aurait pu tenter de définir My comme la normalisation de la
compactification de Rapoport de l’espace de modules M (c¢)y, dans M. Le probleme est
que le schéma My, ainsi défini n’est jamais lisse. En effet, pour compactifier chaque (R, n)-
pointe C qui est au-dessus de la R-pointe correspondant & b on utilise le méme éventail X.°.
Or, si bb' ' % no (n € Z), £° ne peut pas étre un éventail lisse pour (cb?)% et (cbb’)%
simultanément.

6.2. Propriétés des compactifications toroidales. Dans la suite, pour alléger les
notations, nous écrirons M a la place de My, en gardant en téte la dépendance du systeme
d’éventails X.

COROLLAIRE 6.4. Localement pour la topologie étale sur Spec(Z[N%n)]), J est isomorphe

a S¢ — Sy pour un certain couple C, o € X°.
En particulier, pour tout cone o € EC\{O}, et tout corps algébriquement clos k de car-
actéristique p ne divisant pas N(n), l'ensemble des k-points de la strate M(oc) de M

s’identifie a celui des k-points de la strate fermée S(o) de limmersion torique affine
S — S,.

Ceci résulte du fait que oé opere librement sur ’ensemble des strates non-ouvertes de

Sc — Sxe, et donc localement pour la topologie étale Sgc /o (et donc MA) est isomorphe
4 S, pour un certain o € X¢.

COROLLAIRE 6.5. Quitte a raffiner I'éventail ¥ on obtient un schéma M lisse sur Z[X].

PROPOSITION 6.6. Il existe un unique schéma en groupes semi-abélien ™ : & — M1 qui
prolonge la VAHB universelle m : A — M?'. Ce schéma en groupes est muni d’une action
de o et c’est un tore au-dessus de M1\ M?.

Démonstration : L’unicité est montrée dans un cadre beaucoup plus général dans le
chapitre I du livre de Chai et Faltings [21]. Pour lexistence on considere le diagramme
suivant :

/A’*””’j;"f
- I
Go gy &l Golxtay» ] i
Y
M! | MT M
7 l 7 e
Q 1

5k, o)

THEOREME 6.7. Le schéma M est propre sur Spec(Z[ﬁ]).

Démonstration : 1l suffit de vérifier la propreté de M*!. L’idée, comme dans [57], est
d’appliquer le critere valuatif de propreté tel qu’il est énoncé dans [13] (¢f Thm.4.19 et le
commentaire qui suit).

Soit V un anneau de valuation discréete de corps de fractions K. Comme M?! est
ouvert et dense dans M1, il suffit de vérifier que tout morphisme g% : Spec(K) — M?,
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s’étend en un morphisme g : Spec(V) — M. Supposons que g° ne s’étend pas déja en
un morphisme g : Spec(V) — M!'. La VAHB A/K donnée par f© est donc & mauvaise
réduction (cf Deligne-Pappas [14]). Quitte a remplacer K par une extension finie et V' par
sa normalisation, on peut supposer que A/K est & mauvaise réduction semi-stable. Nous
sommes alors en mesure d’appliquer & A/K la théorie de géométrie rigide de Raynaud, qui
nous fournit (¢f §.5) :

— deux idéaux a et b, avec ¢ = P(A) = ab™ ! et tels que Ang = (G ® a*)yig/ brig (ceci
définit une R-pointe).

— une suite exacte 0 — (a/na)(1) — An] - n71b/b — 0. La py-structure de niveau
(0 /n)(1) — Aln] définit alors une (R, n)-composante C au-dessus de la R-pointe définie
précédemment (3 laquelle on peut associer un idéal b’ O b) et une racine de 1'unité (¢
d’ordre I'exposant du groupe b’/ b.

— un élément £* € (ab)? (bien défini modulo 'action de o7 ), venant de la forme bilinéaire
o-équivariante (,):ax b — Val(K) 2 Z (o, () — val(X*(5)).

Un translaté de {* par le groupe o7, appartient & un certain cone o€

;€ ¢, parmi
les cones choisis dans la démonstration du théoréme. Le morphisme ¢° se factorise alors
par la carte locale EE,’_C X Spec(Z[ﬁ, Cc]) — M. Le morphisme composé g : Spec(V) —

S,e x Spec(Z[ﬁ, ¢e)) — M7 étend le morphisme g°. O

6.3. Irréductibilité du schéma M @ F, (p fA).
THEOREME 6.8. Le schéma M est géométriquement irréductible sur Z[x].

Démonstration : On suit [21] IV.5.10 : la fibre générique de M est géométriquement
connexe par la description transcendante de M3" et le principe GAGA; il en est de méme
pour la fibre générique d'une compactification toroidale M. Soit ¢ : M — S = Spec(Z[%])
le morphisme structural. Ce morphisme est lisse donc plat. Il est propre donc ¢, Op; est
un Z[%]—module de type fini. Par platitude, ce module est libre de rang r. En passant
a la fibre générique, on voit que r = 1 parce que cette fibre est connexe (et propre). Le
Théoreme de Connexité de Zariski montre que la condition ¢, Of; = Z[%] entraine la
connexité des fibres M @ F, (p fA). La lissité de M ® F,, entraine alors lirréductibilité
géométrique de M ® F,,. O

7. Formes de Hilbert et compactification minimale arithmétiques.

On suppose dans cette partie que d = drp > 1 (F' # Q). Nous savons qu’'une forme
modulaire de Hilbert classique (sur C) est uniquement déterminée par son g-développement
en une pointe C, que la condition d’holomorphie a 'infini est automatiquement satisfaite
(Principe de Koecher) et qu’il n’y a pas de séries d’Eisenstein en poids non-parallele.

Le but de cette partie est de décrire, en suivant [57], les propriétés du g-développement
d’une forme de Hilbert arithmétique. C’est le point de départ dans [6] pour la construction
de la compactification minimale arithmétique de M.

A partir de maintenant on se place au-dessus de Spec(Z[%]).

7.1. Formes modulaires de Hilbert arithmétiques. Le schéma T',q = Resg Gn
admet un modele sur Z, a savoir 71 = Resj Gy,. Notons que T} n’est un tore que sur Z[A—IF]
comme le suggere I'exemple suivant
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EXEMPLE 7.1. Soit ' = Q(v/D), avec D = 3 (mod 4) sans facteurs carrés. Alors

Ty = Spec(Z[X, Y][ﬁ]) et pour p > 2 premier on a : T3 (F,) = ]1-?1;< X IF; , si (%) =1,
Ty(Fp) = nga si (%) = -1, T1(Fp) = sz x [y, si (%) = 0.

Pour tout Z[4]-schéma Y, on pose Y’ =Y x Spec(o’[x]), ot o désigne I'anneau des

entiers de F' = Q(y/€, € € 0} +). On a introduit dans le paragraphe 3.1 le o-fibré inversible
w sur M’. Considérons le faisceau ' = Isom‘,@@M/(o®(9M/,g). C’est un Tj-torseur
Zariski sur M'.

Comme T7 est affine sur M’, le faisceau 90 est représentable par un schéma 7’ : 9 —
M’ (cf [50] 111.4 Théoreme 4.3). En particulier on a un isomorphisme

T x M =M x M | (t,z) — (tz,x).
M M
Le Ti-torseur MM’ est géométriquement irréductible sur M.

REMARQUE 7.2. Sur le schéma de modules fin M!, le schéma correspondant 9!
représente le foncteur ! : Z[%]-Sch — Ens, qui a un Z[%]-sehéma S associe I’ensemble des
quintuplets (A, ¢, A, a,w) modulo isomorphisme, ou (A, ¢, A\, &) est une VAHB, comme dans
le paragraphe 3.1, et ot w est un isomorphisme de o-fibrés inversibles w : 0@ Og = wy/g-

Pour la définition de I’espace des formes modulaires de Hilbert, nous suivons de pres
le paragraphe 6.8 de [57], rédigé par P. Deligne.

Soit k € Z[Jr] = X(T1) un poids (¢f1.2.2) et soit F’ désormais un corps de nombres,
contenant Q(/¢€, € € o} ) ainsi que les valeurs du caractere k : [/ — C*.

On peut prendre, par exemple, F/ = Q( /¢, € € ULX-)+) et k = kot (poids parallele), ou
bien F/ = FV(\/E, € €05, ) et k € Z[Jr] poids quelconque.

Soit o’ 'anneau des entiers de F’. Le morphisme de groupes algébriques k : Resg Gp —
Resgl G, se prolonge en un morphisme Resj G, — Res% Gm, qui équivaut (par la for-
mule d’adjonction) & un morphisme de groupes algébriques sur o', Resj Gy, X Spec(o’) —
Gm X Spec(0’), noté encore k.

Le tore déployé T} agit sur 7, Ogy. La composante (—k)-isotypique (7}, Ogy)[—k| est
un faisceau inversible sur M’, noté w*.

DEFINITION 7.3. 1) Soit R une Z[%,\/E;e € 0§+]-algébre. On définit I’espace des
formes modulaire de Hilbert de niveau I' et & coefficients dans R comme

G(c,n; R)&°™ = HO(9m X Spec(z[1]) Spec(R), On).

2) Soit R une o [%]-algébre. Une forme modulaire de Hilbert arithmétique de poids k,
de niveau I' et & coefficients dans R, est une section globale de w* sur M X Spec(z] 2 DSpec(R).
On note Gy (¢, n; R)&°™ := HO(M X Spec(z(L]) Spec(R),wk) I'espace de ces formes modulaire
de Hilbert.

REMARQUE 7.4. 1) Le faisceau w' (t = Y ; 7) n'est autre que le faisceau Nw =
det(w) sur M, et w* - sa puissance k-ieme. Les formes modulaires de Hilbert de poids
parallele k > 1, s’écrivent donc G (c, n)8°™ = HO(M, (A%w)®Fk).

2) Le torseur 9 n’est pas trivial, car sinon pour tout k > 1 (A%)®* serait le fibré
trivial sur M, et & fortiori sur M. Or, par le principe de Koecher HY(M®" Ojan) =
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HO(Man, O5px) = C, ce qui contredirait l'existence de formes modulaires de Hilbert cusp-
idales non-nulles en poids kt.

3) Si F’ D F#l on a T} := Ty x Spec(o[x]) = G;F x Spec(o’[x]) et par le théoréme de
diagonalisabilité des tores [39], on a :

w.Om = P ', B, 0m)= P B,
k’EZ JF] kEZ[JF]

L’action de 0 sur le fibré inversible w” se fait par —k.

Par ailleurs, 'action de o permet de décomposer w’ = Lie( A’ /M')Y = 0@ Oy en
somme directe de fibrés inversibles w” sur M’, indexés par les différents plongements 7 de
o dans o/. On a w* = @, (W")®k".

4) Si R est une o’[1]-algebre, avec F' D F& on a :

Gle,mRE™ = P Gle,n; R)E™.
kEZ[JIF]

7.2. Principe de Koecher. Soit 7 : & — MT7 le schéma semi-abélien au-dessus
d’une compactification toroidale M 1 de M, comme dans la partie précédente. Le faisceau
T = e oue: M! — & désigne la section unité, prolonge le faisceau w 4 /M1

®/W En
passant aux cartes formelles, on voit comme dans [57], qu'au-dessus de Z[x], le faisceau
—7 est un o-fibré inversible. De plus, d’apres le paragraphe 3.1, il descend en un o-fibré

Yy, &/ M1
. . . — @ . . —
En outre w &/ M1 coincide avec le faisceau (Tr*QQﬁ /W) des ®-invariants de 7.}

We/M
inversible sur M , noté w.

Pour tout k € Z[JF|, on peut ainsi prolonger le fibré inversible wk sur M. D’apres
le paragraphe 1.2 pour toute (R, n)-composante uniformisée C, tout cone o € ¢ et pour
toute 0’[%, (cl-algebre R on a w|gn xspec(r) = 8@ Ogn xspec(R), d'0M :

(IL5) Qk\sgcxspec(R) = (a®Ogp, ®R)™*F = (a@d'[x])7* D1 (0@ Ogn, ®R)7*

Par conséquent HO(SQC xSpec(R)/ of ,w") = alk) ®0/[%]Rék)(R) ona® = (a®o Tx)7*

est un o’[x]-module inversible et

Rék)(R) = Z agqg‘ag ER, ay2¢ = ek/zukggﬂ”@(éuéz‘)a& Y(u,€) € 0f
geXxu{o}

Notons que &u&’ € 6’6~ 0! est bien défini modulo 7, et donc nTrp/g(fuéy) €
Z /nZ (on rappelle que nZ = 7Mbb’ ! et n est lordre de Ce)-
On a Rék)(R) =H? (54 x Spec(R), (0 ® Osn, ®R)~F)%
)}

Le diagramme suivant montre comment l’anneau Rék)(R) se situe par rapport aux
différents anneaux déja considérés dans le paragraphe 1.2 :

R[qé]fe&_u{o};) R @ R= R[qg]gexmé

RP (R R[[¢*]l¢cx,u(p > Ry ® R
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THEOREME 7.5. (Principe de Koecher [57] 4.9) Soit R une o[ x]-algébre et soit M une
compactification toroidale de M (on rappelle que d > 1). Alors

H (M x Spec(R),w") = H" (M x Spec(R),w")

Démonstration : Le probléme est local et il suffit de le vérifier apres complétion, le long

d’une (R, n)-composante C. D’apres la trivialisation (I1.5) du fibré inversible w*, il s’agit de

voir que les sections globales méromorphes o/ -équivariantes du faisceau (0 @ O SN ®R)_k
>

sur S§e x Spec(R) appartiennent a Rék)(R). Soit f = > eex agq® une telle section.
Supposons que ag, # 0 avec § non totalement positif. Il existe donc {5 € X, avec
Trp)@(oés) strictement négatif. Comme F' # Q, on peut choisir des unités u € oél de
maniere a rendre la quantité Tr F/Q(u2§0£§ ) arbitrairement proche de —oco. Soit o un cone
polyédral de ¢ contenant &s. Par définition de S2, on voit que f n’est pas méromorphe
sur S2, ce qui est absurde. Donc f € Rék)(R). O

7.3. g-développement. Le paragraphe précédent montre que I’on peut associer a une
(R, n)-composante uniformisée C et a une forme modulaire de Hilbert f de poids k, niveau
I, et & coefficients dans une o’ [%, (c]-algebre R, un élément :

fC S a(k) ®0/[ ] ék)(R)

1
A

DEFINITION 7.6. L’élément fc est appelé le g-développement de la forme f en la (R, n)-
composante uniformisée C. On note evc j, 'application f — fc.

Le principe du ¢-développement s’énonce alors :

PROPOSITION 7.7. Soient k un poids, C une (R,n)-composante uniformisée et R une
0’[%, Cc]-algébre (contenant les valeurs de k). Alors

(i) Vapplication evey, est injective,

(ii) pour toute o'[%,(c]-algébre R' D R et pour tout f € Gy(¢,n; R') on a

ever(f) € e @y RE(R) = f € Gi(e,n; R),

(ili) sl existe f € Gi(c,n; R) tel que le terme constant ag de eve i (f) ne soit pas nul,

alors €¥/2uk — 1 est un diviseur de zéro dans R, pour tout élément (u,€) € OCX.

Démonstration : Comme dans le cas analytique, le (iii) découle du fait que pour tout
(u,€) € 03 on a ag = e/?ukay.

L’énoncé (ii) dans le cas de anneau nul R = 0 redonne (i). Les deux énoncés résultent
du suivant: soit R un groupe abélien; 'application f +— f¢:

HO(M/,gk ® R) — a®™ ®R[[¢%; ¢ € X1 U{0}]]

est injective (on utilise le principe de Koecher pour passer a M/).

Par commutation des deux membres aux limites inductives, on se ramene aisément au
cas R = Z ou R = Z /r Z. Par lirréductibilité géométrique de M! sur Z[%], une section
globale s de w”* sur M'®Z /7 7Z est nulle, si et seulement si son pull-back a la complétion
de MT®Z /7 Z le long d'un diviseur est nul. Il suffit donc de voir que le pull-back de s a
S4c/ o soit nul c’est-a-dire que eve x(s) soit nul. O
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REMARQUE 7.8. 1) L’application eve somme des eve g

G(e,mR)= P Gile,nR) —» R Z[[¢%¢ € Xy u{0}]
keZ[Jr]

n’est pas injective en général comme le montre 'exemple de F' = Q, R =TF,, I' = SLy(Z):
le noyau de eve ® idp,

@ Gr(e,n; Fp) — Fplla]]
keZ
est 'idéal engendré par F,_; — 1.
2) Pour F totalement réel quelconque, le noyau de la fleche eve @ F), & été calculée par
Goren (cf [28] Chap.5, Cor.4.5).
3) En fait, si R est une Z-algebre sans torsion, eve est injective grace au théoreme de
Dedekind d’indépendance linéaire des caracteres distincts.

7.4. Compactification minimale.

La compactification minimale est la contrepartie arithmétique de la compactification
de Satake sur C. Contrairement au cas complexe, dans le cas arithmétique, la construction
de la compactification minimale utilise les compactifications toroidales. Voici I’analogue en
niveau I' de ’énoncé donné par C.-L. Chai dans [6].

THEOREME 7.9.
(i) 1l existe kg € N* tel que le faisceau gi{)/tMl, soit engendré par ses sections globales
sur M1.

(ii) Le morphisme canonique m : MU - M .= Projz[ﬁ} (@kZoHO(W7 Q%Ml)) , est

surjectif. Le Z[ﬁ]—sche’ma MY est indépendant du choiz de ¥ (on rappelle que M =
MY).

(iii) L’anneau gradué @p>oH° (M1, gﬁf/Ml) est de type fini sur Z[ﬁ] et MY est un
Z[ﬁ]—sche’ma projectif, normal, de type fini. Le groupe o}, /(0}, N 0X?) du revétement
fini étale M1 — M agit sur M™ et le quotient est un Z[ﬁ]-sch@’ma projectif, normal, de

type fini M*, muni d’un morphisme surjectif m: M — M*.
(iv) m|ar induit un isomorphisme sur un ouvert dense de M*, noté encore M. M*\M

\

est fini et étale sur Z[ﬁ] et en fait isomorphe a :

H Spec(Z[ﬁ, Celfe).

(R,n)—composantes /~

Les composantes connexes de M*\M sont appelées les pointes de M. Cependant celles-ci
ne sont des points fermés que pour les (R, n)-composantes non-ramifiées.

(v) L’image réciproque n~*(C) de chaque pointe C de M, est une composante connexe
de M\M. La complétion formelle de M le long de l’image réciproque d’une composante
7 HC), est canoniquement isomorphe & (S /of) X Spec(Z[ﬁ,Cc]HC). En particulier,
la complétion formelle de M le long de l'image réciproque m=1(C) d’une (R, n)-composante
non-ramifiée C, est canoniquement isomorphe a

(S8e /(0% x 0}5,)) x Spec(Zl k).

(vi) Pour tout k € Z[JF| le faisceau w" s’étend en un faisceau inversible sur M* si et
seulement si k est paralléle.
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Démonstration : Nous suivons la méthode de C.-L. Chai [6]. D’apres [52] Chap.IX
Thm.2.1 (cf aussi [21] Chap.V Prop.2.1), il existe kg > 1 tel que le faisceau inversible
wi‘ yive soit engendré par ses sections globales sur M 1. M?. Ceci nous fournit un morphisme

M — Projz[

}<Sym HO (AT, who )).

Soit B* la normalisation de Sym® H(MT wzk/oj\t/[l) dans kegoHO(M 1 wzk/oj\t/[l) Le mor-

phisme associé 7w : M1 — Projz[%](B') est birationnel, surjectif et satisfait 7*O(1) =
N(n

wif/tMl Le Théoreme de Connexité de Zariski implique alors que les fibres de 7 sont con-

nexes. D’apres [21] Chap.V Prop.2.2, la partie abélienne est constante dans chaque fibre
géométrique de , et par conséquent les fibres géométriques de m sont

— soit des points géométriques de M?,

— soit des composantes géométriques connexes de W\M L

Comme pour tout k£ > 1, 7*O(k) = wﬁ)/kj\iﬂ et gﬁ);Ml est engendré par ses sections
globales sur M, on obtient HO(M?T,w*"! ) = HO(Proj(B*), O(k)). Par conséquent B® =

@ oa/Mr
kE>BOH0(M1 ik/o]\t/p) et c’est une Z[ 7 N )] -algebre de type fini. Or, lalgeébre EB HO(M1 wﬁf/Ml)
est entiere sur 69 HO(M 1 khot ), engendrée par les éléments de degre plus petit que

A/ME7

ko. Il en resulte que k@gOHO(Ml wﬁf/Ml) est de type fini sur Z[ﬁ], et que M .=

Proj( @ HO(M?, wﬁf/Ml)) = Proj(B®). Par le principe de Koecher, le schéma M est
k>0

indépendant du choix particulier de la compactification toroidale M1 de M'. Le groupe
05, /(0f, Nox?) agit sur M'™ et on définit M* comme le quotient. Notons qu’en général
MY — M* n’est pas étale, car les pointes peuvent avoir des stabilisateurs non-triviaux.
On a donc (i),(ii),(iii) et la premiére partie de (iv). Le calcul de la complétion formelle
de M, le long de l'image réciproque d’une composante connexe de M*\M découle du
Theoreme des Fonctions Formelles de Grothendieck.
Enfin, examinons & quelle condition w” — descend en un fibré inversible sur M1*.

&M

Comme (m,w" Wi €t codim(M\ M) > 2, le faisceau mg’é/m est cohérent.

®/M1 ) |M1
Il est inversible si et seulement si w” — peut étre trivialisé sur Sgc / UCX,I x Spec(R). D’apres

— M

(I1.5) le pull-back de we, T & S{c x Spec(R) est canoniquement trivial et oz | agit sur ce

pull-back a travers x, d’ou (vi). O

7.5. Exemples de g-développements en une pointe ramifiée. Nous nous pro-
posons de décrire explicitement dans le cas particulier de I'exemple 2.4(ii)(iii) les anneaux

Rgi)(R) contenant les g-développements des formes modulaires de Hilbert de poids k et
niveau I'. Rappelons que o’ désigne les entiers d’un corps de nombres contenant les valeurs
du caractere k. On suppose que Clp = {1}.

Placons nous dans le cas (ii). Le bord M\ M?" s’écrit alors

H Spec( [ D H Spec( |:(1n),Cp:|) HSPGC< [(ln)vCpQ]OX/OPXQ)

(R,n)—comp. n)—comp. —comp.
non-ramifiés/~ peu ramlﬁes/w tres ramlﬁes/w
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— Si la pointe C est non-ramifiée, pour toute o [ J-algebre R, on a

Ré”)(R) = Z a§q5|a5 € R, a,2e=u"ag, Yu € O:Q
§€oq

— Si la pointe C est peu ramifiée, pour toute o’[%, (pl-algebre R, on a

’I\r *
Rg{)(R) = Z agqtlag € R, ayee = u"¢y F/Q(gugu)ag, Yu € oy
gepy !

— Si la pointe C est tres ramifiée, pour toute 0’[%, (p2]-algebre R, on a

p? Trpyq(€uss)
R(F")(R) Z agq*lag € R, Uy2e = u’“‘CPQ Fre ag, Yu € 0:2
gepy”

En fait, d’aprés la démonstration de la Prop.2.3(iv), on a & € p®0~! et done Trpyg(Eus}) €
7 (alors qu’a priori il appartient juste & p~27Z!). On en déduit que

Ré”)(R) = Z agqtlag € R, ay2e = u"ag, Yu € o:2 ,
¢epy”
ce qui est compatible avec le fait que (2 n’appartient pas au corps de définition de la pointe
C, qui est Q((p2 ) g2 (notons que —1 € OX/OZQ).
Placons nous dans le cas (iii). Le bord M\ M! s’écrit alors

H Spec (Z [N(ln)D H Spec <Z [ﬁ7 Cp:| °CX/%X> .

(R,n)—comp. (R,n)—comp.
non-ramifiés/~ ramifiés/~
— Si la pointe C est non-ramifiée, pour toute o’[+]-algébre R, on a

RE(R) =1 3 aedflag € R, a2 = uPag, Yu € of
§€oq
— Si la pointe C est ramifiée, pour toute 0’[%, (pl-algebre R, on a
Tr
Réﬁ)(R) = Z agq®lag € R, Qy2e = U el Froluts)
eepy’

ag, Yu € oy

En fait, d’aprés la démonstration de la Prop.2.3(iv), on a £ € pdo~! et donc Treg(&usy) €
7Z (alors qu’a priori il appartient juste & p~!Z!). On en déduit que

Réﬁ)(R) = Z agqtlag € R, a,2¢ = u"ag, Yu € o) ¢,
gepy !

ce qui est compatible avec ¢, ¢ Q(Cp)og/o”x = corps de définition C (on a —1 € ocf/og).
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8. Compactifications toroidales des variétés de Kuga-Sato.

Dans toute cette partie, on se limite au cas du groupe de niveau I'! = I'l(¢,n), (D =
Gu), de sorte qu’il y a une VAHB analytique universelle A** — M a0,

8.1. Compactifications toroidales des variétés analytiques de Kuga-Sato. La
variété analytique de Kuga-Sato A?*™® est définie comme le produit fibré s-fois de A?*" au-
dessus de M 12", Soit M1an une compactification toroidale de M 12", comme dans la partie
I.6. On note de méme & le produit fibré s-fois de & par lui-méme au-dessus de M 122, On
veut compactifier A*™® en une variété analytique lisse A*™°, qui est projective au-dessus
de M1an et telle que I'action par translation de A*™° sur elleeméme se prolonge en une
action de & sur A*°. Le caractére naturel de ce prolongement sera détaillé dans I’énoncé
du théoreme 8.4 plus bas.

Nous procéderons en effectuant des compactifications partielles de chaque pointe & I'aide
d’immersions toroidales, puis en recollant ces derniéres on obtiendra la compactification
cherchée.

Si on pose .Af/nlf =70y N Br\(Wy x (F®C)*)/(b®a*)®, la description de la VAHB
au voisinage de la pointe C = yoo, faite dans le paragraphe 1.3.3, donne :

AT X\Wh x (F@C)*)/(b@a)*— (G @X" X (G ®a%)*)/b”,

i mod o l l

X\Wy = D, 5 G ®X* =: Se

ou on rappelle que a = bc et X = cbb’.

Le groupe b® x 05, (produit semi-direct donné par (51, .., Bs;u) - (6, .., B u) =
(B + Biut, ., Bs + Blulud)) agit & gauche sur X7 x (a*)*, ainsi que sur (F ® R); x
(F @ R)*, par :

(517 ”765; 'I,L) . (Q7 ll7 ceey ls) = (u2q7UZ1 + U2Q/817 ‘”7U‘ls + U2Q/85)

Notons que cette action est bien définie, car X* b C a*.

On aimerait ajouter a Gy, ®X™ x (G ® a*)® une frontiere analytique F au dessus de
la frontiere analytique £ de S¢ et sur laquelle b® x oél agit discontinument et de maniere
compatible avec I'action de 05,1 sur £. Le quotient par b® x 05,1 de I'adhérence de ¢(D~, f) X
(Gm ®a*)* dans Gy @X* x (G ® a*)® U F serait alors la compactification partielle de la
pointe C (¢f 1.6).

Le probleme se traduit en le probléeme combinatoire suivant :

Soit un éventail complet ¥ de Xz, = {0} U ]R*JFJF , stable pour I’action de o0 et~qui
contient un nombre fini d’éléments modulo cette action. Trouver un éventail complet X de
X x (af)® stable pour I'action de b x 07, contenant un nombre fini d’éléments modulo

cette action et tel que la projection de chaque o € Y sur Xz, soit un des o € 3.

Soit &; un élément de X} de norme minimale. Soit €1,..,64—; une base de 0*2
et posons IT = {[[,c;e; | I C {1,..,d — 1}}. Alors I'ensemble ¥ des intérieures des
Nuco Ry Conveerr(uedy), avec U décrivant les sous-ensembles finis de 0*2, est un éventail
complet de X , , stable pour l'action de 0} et contenant un nombre fini d’éléments modulo
cette action.
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Soit eV, .., e(@ une base de b et posons I' = {3°, ;e | I C {1,..,d}}. Considérons
I'ensemble X7 des cones fermés suivants :

Ry Conveettie,. coerr (426255 (B + en)ue?, ., (B, + es)us?)),

avec 3 = (u; f1, .., Bs) décrivant (0™ /{x1}) x b°.

Il ne suffit pas de prendre les intérieurs des intersections finies de tels cones pour obtenir
I’éventail cherché Z car Uintersection de deuz cones de ¥ n'est pas forcément une face de
chacun. Cependant, on n’en est pas loin, car une face donnée d’un céne de 3" ne rencontre
qu’un nombre fini parmi les autres cones. De ce fait :

1) si on découpe un des cones de ¥/ (en prenant par exemple un point rationnel a
I'intérieur, bien que cela ne soit pas forcément nécessaire) de fagon que les autres cones
intersectent les nouveaux cones ainsi obtenus en des faces de ces derniers, et

2) si on découpe les autres cones en conséquence, en translatant le découpage 1) par le
groupe b® x 0* N N

alors on obtiendra un nouvel ensemble de cones fermés Y’ qui sera plus fin que X" et
dans lequel I'intersection de deux cones sera une face de chacun.

L’ensemble ¥ des intérieurs des intersections finies de cones de Y’ sera alors un éventail
complet de Xp , X (ag)® stable pour I'action de b® x 0*, contenant un nombre fini d’éléments
modulo cette action et tel que la projection de chaque o € ¥ sur (F ® R)4+ soit un des
o € ¥. Quitte a raffiner i, on pourra le supposer lisse.

Par méme méthode que dans la partie 1.6 on obtient alors la compactification lisse
cherchée de A*®. L’énoncé précis sera donné plus tard dans cette partie, dans le cas
arithmétique (le cas analytique en découle par les arguments habituels).

8.2. Compactifications arithmétiques des variétés de Kuga-Sato. On rappelle
que dans cette partie, on se limite au cas du schéma de modules fin M, de sorte qu’il existe
une VAHB universelle A — M.

Soit X un éventail M-admissible et M! — M = My — MU\M"' la compactification
toroidale construite dans la partie 6, avec W\M I diviseur & croisements normaux.

Pour chaque entier s > 1 on définit la variété de Kuga-Sato A° = A x ... x A (s-fois),
Mt M
qui est munie d’un morphisme projectif lisse w3 : A° — M. _Le but est de construire
(en s’inspirant de [21]) des compactifications toroidales A% — A* = AL — A"\ A%, avec
AS\A* diviseur & croisements normaux relatif, au dessus de la compactification toroidale
M1 de M'. En d’autres termes on veut obtenir un diagramme :

"118( T 3?\_/45 ,
. | |
M€ W )W\Ml

~ )

SpeC(Z[N%n) ])

avec Ty semi-stable et projectif.

L’importance de 'existence d’une variété A° — M! pour chaque valeur de Pentier s
apparaitra clairement dans le chapitre III. Pour démontrer le théoreme de dégénérescence
de la suite spectrale BGG duale vers de Rham, on doit en effet recourir, suivant [21],
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VI.5.5, au théoreme de Deligne de dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de
Rham pour 7 : A° — M.

L’éventail considéré dans la partie précédente pour la compactification analytique ne
peut pas étre réutilisé ici, car la méthode de [21] utilise des éventails munis d’une fonction
de polarisation. On utilise la décomposition de Voronoi-Delaunay, qui est naturellement
munie d’une fonction de polarisation (cf aussi [47]).

8.3. Données de dégénérescence.

DEFINITION 8.1. Soient a et b deux idéaux de o tels que ab~! = ¢. Des données de
dégénérescence, pour la variété de Kuga-Sato consistent en :
— (polarisation) des morphismes o-linéaires ¢; : b —a, 1 <i < s.
— (fleche tautologique) une forme bilinéaire b : b x a — Z telle que pour tout m € 0, a« € a
et B € b on ait b(mf, o) = b(B, ma) et telle pour tout 1 < i < s 'application b(-, ¢;(+)) soit
une forme bilinéaire définie positive sur b.

Soit une (R, n)-pointe C, donnée par un o-réseau de F'?, une suite exacte de o-modules
projectifs 0 — a* — L — b — 0 et d’une application o-linéaire injective o : n=t0~1 /071 —
n~! L/L. On associe a C l'idéal X = ab’ D ab (¢f Prop.2.3). A chaque £&* € X* et p; € ¢4,
1 <@ < s, on peut associer des données de dégénérescence ¢; = ¢, et b = be» définies par :

pour tout « €a, Febet 1 <i<s ¢i(3) = pfBet b(B,a)=Trp g aB).

On pose Cy = X7 et Cy=0C4 x (a%)%.

Le groupe b°® x 07 ; agit & gauche sur C (de méme que dans (3.2) le groupe (o @ ¢*) x Tt
agit sur Hr x (F @ C)) par

w-(q;ly, o ls) = (WPq;uly, .., uly)
(ﬁlv "768) : (qa l17 "718) = (qa ll + ﬁIQ7 "718 + ﬁSQ)

8.4. Fonctions de polarisation. Le but est de construire :

e Un éventail 3¢ de Cr . qui est 0*-admissible.

e Un éventail € de 5R+ qui est b® x 0*-admissible et tel que pour tout & € X€, il
existe o € X¢ tel que pri(c) C o. Si de plus cette inclusion est une égalité 1’éventail sera
dit équidimensionnel.

e Une fonction de support sur ic, i.e. une fonction ¢ : 6’@+ — @ qui est continue,
convexe, entitre sur X* x (a*)® lindaire sur chaque & € ¢ (donc linéaire par morceaux),
b® x o*-invariante et telle que pour tout A > 0 p(A-) = Ap(+).

Si de plus ¢ est strictement convexe au-dessus de chaque oext (i.e. pour tout o € EC
il existe 0 € ¢, n € Net I* € X x a® tels que 5 = {l = (¢,1) € Cy|q € 7, np(l) = (I*, l~>}
alors ¢ est appelée une fonction de polarisation.

8.5. Décomposition de Voronoi-Delaunay. Fixons une (R,n)-pointe C, ainsi que
des p; € ¢4, 1 <@ < 5. On a ainsi des polarisations ¢; = ¢,,,, 1 <7 < s.
Pour tout choix de 5 = (f;)1<i<s € b°, on définit une fonction :

XB - 6@4— —-Q, (%lla ol Z b ﬁz,ﬁbz ﬁz)) +2l; ((bz(ﬁz))
1<i<s
L’application xg est la composée de

(@1, ls) = D qualBi + 2l s

1<i<s
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avec l'application trace Trp/q : ' — Q.
Pour tout | = (¢,1=(l1,..,15)) € 6’@+ on pose

1) = minys(1)
o(l) EDEI£X5()’

L’application ¢ est 1-tordue, au sens de [21], car pour tout 5 € b® on a

(B (q,1) = gleigsxa(qv l+qp) = ﬁn,leigsxzm'(q, 1) —xp(q,1) = (1) — x5()

Pour o € ¥ fixé et b C b° un sous-ensemble fini on définit :
Fop=11=(q,1) € Cilge o, VB eb x5(0) = p(I)}.

PROPOSITION 8.2. L’éventail ¥ = {Gop} est un éventail complet b® x 0* — admissi-
ble, équidimensionnel de Cy et ¢ est une fonction de polarisation 1-tordue. Il existe une
subdivision lisse de X, muni d’une polarisation k-tordue, pour un certain k > 1.

On se propose de calculer I'action de b® x 0™ sur I’éventail .

Pour € b® on a x3(q,1) = ¢(q,1), si et seulement si pour tout ,e € b* on a xg4e(q, 1) —
xp(q,1) = Trp/q(e(2l + q(28 +€))pu) > 0. On en déduit

Gop =1{(q,1) € Clg € 0, VB E b, Ve €b° Trp gle(2l +q(28 + ¢))u) > 0}
Pour tout u € 0* ona u-0,p =
={(v*q,ul) € Cylg € 0,¥B € b,Ve € b° Trp/gle(2l +q(26+e))p) > 0} =
{(u%q,ul) € C, |u*q € u?a,V3,Ve Trp q(u"e(2ul + u?q(2u™1 B +ute))u) > 0}

= 5u20,u—1 b
Siyeb®onay -o,p=
={(¢;1 +qy) € Cylg € 0,Y3 € b,Ye € b° Trp/g(e(2l +q(28 +e))u) > 0}
= {(¢:1 = 2qy) € Cylg € 0,Y0, Ve Trpyq(e(2(l + qy) + q(2(6 — y) +€))p) = 0}
= Ucr,b—y'
Le diagramme suivant décrit 'action de b® x 0* sur I'éventail 3.

“u ~

05,6 Ou20u=1b
i/'y l/yu*l:wy
~ w ~
Ogb—y ——> Oy20u—1b—u—ly

8.6. Modeles relativement complets faibles. On introduit la notion de modéles
relativement complets faibles polarisés dans le cas totalement dégénéré qui nous intéresse
(cf [21] VI.1.7, ainsi que la partie 1.1).

Soit R un anneau excellent, intégralement clos, noethérien, complet pour la topologie I-
adique, pour un idéal radiciel I = v/T. Soit K le corps des fractions de R. Soit S = Spec(R),
7 son point générique et Sy = Spec(R/I) le sous-schéma fermé défini par I.

Considérons le tore déployé G = (G, ® a*)* x S = Spec(R[X%; o € a*]) sur S. Un
ensemble de périodes b® C é(K ) équivaut a la donnée d’une application bilinéaire non-
dégénérée b° x a®* — K*, (8,a) — X*(5). Une polarisation ¢ sur ’ensemble des périodes
b® est la donnée d’'un homomorphisme o-linéaire ¢ : b° — a®, tel que :

(i) 22 (3") = x2)(B), pour tout B, € b,

(ii) 2P (B) € I, pour tout 3 € b5\{0}.
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DEFINITION 8.3. Un modéle relativement complet faible polarisé de é, par rapport a
(6%, ¢), est la donnée des éléments suivants :

(a) Un schéma integre ﬁ, localement de type fini sur R, dont la fibre générique est
isomorphe a ém

(b) Un faisceau inversible £ sur P,

(¢) Une action du tore G sur (P, L), étendant I'action par translation sur la fibre
générique et son faisceau structural. On note cette action S, P — P Sg L — E pour
tout point fonctoriel g de é,

(d) Une action de b® sur (P, L), notée Tg: P — P et T3 L — L, étendant I'action de
b® sur én par translation (via b* C G(K)).

satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) 11 existe un ouvert G-invariant U C P de type fini sur S et tel que P = Ugeps13(U).
(ii) L est ample sur P au sens que les compléments des lieux des zéros des sections
globales HO(P, E®”), n > 1, forment une base de la topologie de Zariski de P.

(iii) Pour toute valuation v sur le corps des fonctions rationnelles sur é, qui est positive
sur R, on a : N
v a du centre sur P <= pour tout « € a*, il existe 8 € b* avec v(X*(3)X“) > 0.

L’intérét des modeles relativement complets faibles polarisés (JS,E) est qu’en suivant

complétion  ~

les fleches du diagramme : p
quotient formel par hsl/

B

I'on peut construire “le quotient” (P, L) de (15,2) par le groupe des périodes b®. Nous
allons utiliser cette construction dans le théoréme suivant.

algébrisation

8.7. Enoncé et démonstration du théoréme. Soient p; € ¢, 1 < i < s. Soit
AP = Axpp..oxyn Al Soit X = (2€)¢ un éventail complet et lisse de CR+ qui est 0*-
admissible et soit ¥ = (EC)C éventail complet et lisse de CR+ qui est b® x 0*-admissible,
équidimensionnel au-dessus de ¥ et muni d’une fonction de polarisation k-tordue .

THEOREME 8.4. Il existe un Z[ Nw )] -schéma A° .A~ propre (et méme projectif ) sur

M = Mé, muni d’un faisceau inversible ample L tel que:

(i) A%y = A° est la variété de Kuga-Sato universelle au dessus de M et L]y
s’identifie avec la puissance tensorielle k-ieme du faisceau inversible ample ®; pr; L, ot
pour 1 < i <s, pr; : A° — A désigne la i-ieéme projection et L, désigne le faisceau ample
inversible canonique sur A, obtenu par pull-back du faisceau de Poincaré par le morphisme
(ida, Ao (idg ® ;).

(ii) A® posséde une stratification naturelle paramétrée par /(6% x1 0%).

(iii) Le schéma A° est lisse sur Z[x| et A\ A® est un diviseur & croisements normauz

relatif sur MT. Le morphisme T3 : A5 — M7 est semi-stable.

Supposons que pour tout o € 33, il existe o € S tel que o x {0} =a. Alors :

(iv) Le schéma semi-abélien &° est contenu comme ouvert dense dans A et la restric-
tion de L a &*° coincide, comme dans le (i) avec la puissance tensorielle k-iéeme du faisceau
inversible ample canonique ®;pr;L,,. De plus &° — Mt agit sur A5 en prolongeant l'action
de A% sur lui-méme par translation.
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(v) Le faisceau Q%/m(dlog o0) est isomorphe a ﬂ_s*(gijm).
(vi) Pour tout couple d’entiers a,b >0, on a des isomorphismes canoniques

a

b b
R7;, (/\ Ql—s/m(dlog oo)) = /\(gé/ﬁ ®0 @ 1) /\Q@/W%

REMARQUE 8.5. La canonicité des isomorphismes de (vi) montre en particulier que les
faisceaux R, A" QL /m(dlog 00) sont :

(i) indépendants du choix de la compactification toroidale de A® choisie,

(ii) munis d’une action naturelle de & et de o,

(iii) libres sur O ®o.

Démonstration : On construit P = A® en suivant les étapes de [21] VL1 :
Pour chaque (R,n)-pointe C la projection de ¢ sur X¢ nous donne un morphisme
d’immersions toroidales (¢f 1.6.1) : S Sse

l !

SC(—) SEC7

ou Sc (resp. gc) désigne le tore déployé de groupe des caracteres X (resp. X x a®). Le
morphisme Sge — Syc est équivariant pour 'action des tores S¢ — Sc et pour I'action des
groupes b® x 0 — 0%,

Il est crucial de noter alors que :

— la fonction de polarisation ¢ : C — Z induit un faisceau inversible relativement
ample £ sur Sge (cf [44]).
_ — le fait que ¢ est k-tordue nous donne, pour tout § € b® et tout point fonctoriel g de
G* = (G, ® a*)* la relation

S;T5 = x%P) (a)? T35,

qui est similaire a celle qui est imposée en plus pour les modeles relativement complets
définis dans la partie 1.1.

— pour tout o € X le pull-back de (5’%

relativement complet faible polarisé du tore G* x Se,o, relativement & (b°, (d,,)1<i<s)-

¢, L) par le morphisme §c7g — Syic est un modele

Ainsi, par le résultat principal sur ces modeles [21] VI.1.10, on obtient un schéma propre
P, sur Sc,a[%, Cc], prolongeant le pull-back A2 de la variété de Kuga-Sato universelle a

32,0[%, Cc], et un faisceau inversible ample £, sur P,, prolongeant le faisceau inversible
ample canonique ®; pr; £, de A;.

Par compatibilité des immersions toriques, comme dans [21] IV.3 p.104, on obtient un

schéma propre

gc : Pse — SQC[%KCL
appelé le “bon modéle formel compact” en la pointe C, et un faisceau inversible ample Lsc
sur Pse. Le couple (Pye, Lyc) descend & Shc/ ol x Spec(Z[ %, (e]He).

On peut alors algébriser et recoller ces schémas, ainsi que les faisceaux inversibles
amples, pour obtenir un morphisme 7 : P — M7 et un faisceau inversible ample £ sur P,
de sorte que :

1) 7 est projectif sur M1,

2) on a canoniquement P|yn1 & A%
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3) le schéma semi-abélien & agit sur P en prolongeant I’action par translation de .4°
sur lui-méme au-dessus de M L

4) si pour tout C, ¢ contient les o x {0} pour tout o € X¢, le schéma &° est muni
d’une immersion ouverte j : &° <— P d’image dense dans P, et le faisceau j*£ coincide avec
le faisceau ample canonique sur &° associé a (uq,. .., s), via la c-polarisation canonique
sur le schéma semi-abélien &° prolongeant celle de A”.

5) Pour tout cone & € X€ et o € X, avec pry(G) = o, la complétion formelle de
P — MY le long de la g-strate (au-dessus de la o-strate de M1) s’identifie, localement
pour la topologie étale, au morphisme d’immersion toriques

Ses — Sc,o-

REMARQUE 8.6. 1) Le qualificatif “faible” fait référence au fait que la construction
de P a partir de é, bien que du type de celle de Mumford (complétion, quotient par les
périodes, puis algébrisation), ne suppose pas que le schéma P associé au tore déployé G
contienne ce tore, (on a encore cependant én = ﬁn)

2) j : ° — P n’est pas une immersion toroidale au-dessus de MT.

On pose A® = P. 1l reste & vérifier les énoncés (v) et (vi) du théoréme. A partir de

. s s . . Ol 1 .. . . .
j:®6% — A° on obtient j*: Qﬁ /m(dlog o0) — Q@S T qu induit un isomorphisme sur
W_S*S*Qés/m = T (geﬁ/m%), d’ou le (v).

Le (vi) se déduit a partir du (v) et du cup-produit, on a

N\ B (O%) = BT (O).

Pour montrer que cette fleche est un isomorphisme on se ramene d’abord par complétion
aux bons modeles formels compacts (cf [21] VI.1.11), qui permettent de remplacer le mor-
phisme 7, : A®* — M?! par les morphismes d’immersions toriques

g: §c,& — Sco-

On exploite alors I'action de G sur R%g.(O 5 ) qui permet de calculer la cohomologie

des immersions toriques comme au bas de la pagé 208 de [21]. g

Les points (v) et (vi) du théoreme précédent sont en partie conséquence du fait plus
général suivant que le complexe RF*Q:T‘ /m(dlog o0) ne dépend pas du choix de la com-
pactification toroidale A (voir le lemme VI.3.4 de [21] qui se transpose sans changement
a notre cas). On en déduit en particulier que le fibré 'ﬁéR ne dépend pas du choix de la
compactification toroidale A au-dessus de M7 et qu’il est muni d’une action de o. En fait,
si on pose jy : M — M1, alors ﬁ:m s’identifie au sous-faisceau de jps. Hig (A /M?1) des
sections B-invariantes de Hig (&/M1).

La suite spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique fournit une suite exacte courte

_ —1 _
0— w*QZ/m(dlog o0) — Hyp — R'7, 04— 0

qui est, elle-aussi, indépendante de A. La filtration de Hodge sur ﬁéR est donc indépendante
de A. On a la premiere partie de la

PROPOSITION 8.7. Etant donné un T'-éventail complet 3 de C, le fibré ﬁéR ne dépend
pas du choiz de la compactification toroidale A au-dessus de M1 ; il en est de méme pour sa
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filtration de Hodge et pour sa connexion logarithmique prolongeant la connexion de Gauss-
Manin. 1l est muni d’une action naturelle de & et de 0. La connexion de Gauss-Manin
logarithmique est compatible avec la fleche de Kodaira-Spencer
We /T (u_J\é/m ®o @) ® Qg7r(dlog o0).

Démonstration : On démontre que la connexion de Gauss-Manin possede un prolonge-
ment indépendant de A et que ce prolongement est unique. Pour une compactification
donnée A, on peut définir la connexion de Gauss-Manin logarithmique (cf [40], ainsi que
la section 2 de [43] dans le cas non-logarithmique) comme suit.

Posons Fil* Q% *(dlog oo) = Im(7 *QZ —(dlog o0)® Q'z_i(dlog 00) — % (dlog o0)) et con-
sidérons la suite exacte de complexes

(11.6) 0 — Fil' /Fil®> — Fil° / Fil? — Fil° /Fil! — 0
La connexion de Gauss-Manin s’identifie alors au morphisme connectant
Rz, g’ — R*7, gr!.

Sil'on pose Fily = Fil’ Q% (dlog o0) = Im(7 *QZ (dlog 0co0)®€g Z(dlog 00) — Q2 (dlog 0)),
ou le dlog oo n’est relatif qu’aux podles le long du lelseur vertical T oo de &, on peut iden-
tifier (I1.6) & la sous-suite (exacte) des &-invariants de

0 — Fily / Fil% — Fil% / Fil% — Fil% / Fily — 0,

qui ne dépend pas de A. Encore une fois, ceci résulte de ce que la connexion de Gauss-Manin
sur A est A-invariante; elle se prolonge donc localement de fagon unique via I'identification

_1 [
HdR = HéR((g/Ml)@- U

9. Construction de fibrés automorphes sur la variété modulaire de Hilbert.

Les formes modulaires de Hilbert classiques peuvent étre vues comme des sections
globales de certains fibrés de formes différentielles holomorphes sur M 2". Dans cette partie
nous donnons des constructions de fibrés automorphes sur M. Ces derniers peuvent servir
pour redéfinir et étudier les formes modulaires de Hilbert arithmétiques, que nous avons
déja introduit dans le paragraphe 7.1.

Soit un poids algébrique k et n,m € Z[Jr] comme dans la définition 2.1. On notera V,
la représentation algébrique de G donnée par

(IL.7) V= (X) Sym"” @ Det™ .

TE€EJR
Dans le cadre arithmétique le revétement universel Hr — M?" est remplacé par le

Tl
torseur M’ — M’ du paragraphe 7.1. On a un foncteur de la catégorie des représentations
algébriques du o’ [%]—schéma en groupes T4, vers celle des fibrés décomposables en fibrés

inversibles sur M’, qui & W; associe le produit contracté Dt/ X W1 =: Wy, défini comme le
quotient par la relation d’équivalence (mt,w) ~ (m,tw) pour m € M', t € T| et w € Wj.

REMARQUE 9.1. Pour chaque k € Z[Jp] = X (T}), notons Wy la o’[x]-représentation
(c,

de T associée & k. On a W;; = w*. On peut ainsi redéfinir G, n)seom

HO (M, Wh)).

comme
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e On suppose que D a un modele entier sur Z (c’est le cas pour D = Gy, ou Resg Gm)-
Rappelons que le o-fibré projectif de rang deux HéR = Rlﬂ'*Q;‘/ P est muni d’un accou-

plement parfait symplectique o-linéaire associé au choix d’un représentant A de la classe
de c¢-polarisations universelle A = 07 4 A. On définit alors le D’-torseur

r D’ 2 1
mD/ = ISOInU@OM/(O ®OM/, AU@OM/ HdR)

au-dessus de M’, dont les S-points sont ceux de Isom(,@o]w/(o@(’)M/,/\E@OM, HéR) in-

duisant via A un élément de D’'(Og) dans (0 ® Og)*.
e On choisit pour modele entier du tore maximal standard T de B le schéma en groupes
T =T, x D. On en déduit un modele entier de B dont T est tore maximal standard via

(u,e) € T — < u66 u(_ll > On va définir un B’-torseur Mg, BL M’ & Vaide du o-fibré

Hlg muni de la filtration de Hodge
0—w— Hig = w®ed " — 0.

Soit Lg = 0@ ¢*. On munit Ly ® Oy de la filtration canonique & deux crans associée
aB :0C 0y C Ly® Ops. On définit alors M, comme le produit fibré de
Isom§1® Oy (Lo ® Oy, HiR) et Isoml?(;9 O (0® Oy, /\§®OM/ HLg) au-dessus de
Isom, g 0,, (0 ® O, /\3®OM, HéR). C’est un B’-torseur sur M.

Il définit un foncteur cf p; de la catégorie des représentations algébriques du o’ [%]-
schéma en groupes B’ vers celle des fibrés sur M’ qui sont des extensions successives de

fibrés inversibles. Il est donné par le produit contracté : V= — V= My x V,

(c’est-a-dire le quotient par la relation (mb,v) ~ (m,bv), pour m € M, b€ B et v € V).
DEFINITION 9.2. On note V,, le fibré filtré sur M’ image de V,, par cf p.
e Si W est une o’[x]-représentation du tore 7” (sur un o’[+]-module libre de type fini)
on peut la voir comme une représentation de B’, en faisant agir le radical unipotent U’
trivialement. Le foncteur cf g/ associe a W un fibré WW décomposable en somme directe de

fibrés inversibles.
On pourrait également construire W & l'aide du T”-torseur I’ x ppr M7,

DEFINITION 9.3. Soient n,m € Z[Jp| et ¢ € Z tels que n + 2m = ct. Soit W, la
représentation irréductible de 7", donnée par le caractere

(u,€) € T) x D' +— u™e™.
On note W,, . le fibré inversible sur M’ image de W,, . par le foncteur cf p/.
e Considérons le modele entier de G sur Z donné par Resj GLo X Resg G D-

On introduit pour finir un G’-torseur M., G M’ A Taide de HéR = Rlﬂ'*Q;l, I muni
de sa connexion de Gauss-Manin qui est intégrable. Plus précisément, on munit Lo ® O
de la connexion plate Id ® d et on pose
M = Isomyy o, , (Lo ® Onrr, Hig)-

Il définit un foncteur cf o de la catégorie des représentations algébriques du o’ [%]—
schéma en groupes G’ vers celle des fibrés sur M’ munis d’une connexion intégrable. I est
G/
donné par le produit contracté : V. — VYV = M. x V, (cest-a-dire le quotient par la
relation (mg,v) ~ (m, gv), pour m € M, g€ G et v € V).
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DEFINITION 9.4. On note VY le fibré & connexion sur M’ image de V,, par cf -

e Enfin, on peut construire de faisceaux a l’aide de la tour promodulaire % — My,
ou Mg = limproj M(c,n7)g. On a une suite exacte
r>1

1 — 75°™ (Mg, )™ — 71 (Mg, )™ = Gal(Mg/Mg) — Gal(Q*® / Q) — 1.

De plus, le groupe 71 (Mg, z)™°¢ est un sous-groupe ouvert de GL2(0); la projection sur la

p-composante fournit un morphisme continu canonique
71 (Mg, )™ — GLay(0 ® Z,).

On a donc un foncteur de la catégorie des représentations algébriques de G, vers celle
des faisceaux lisses sur Mg. Ce foncteur associe a la représentation V' le faisceau V des

sections continues du “revétement” 7;(Mg, a:)mOd\(% x V) — My.

DEFINITION 9.5. On note V,, le faisceau lisse sur Mg associé a V,.

Pour une o’ [%]—représentation algébrique V' de G, on peut comparer V¥ (¢f Rque.l.5.1),
V, Vet VY comme suit

PROPOSITION 9.6. 1) Sur M', on a V =VV et
2) Sur M*™, on a ¥V ®0,,Opan =V Q0 an et VA ®@ 7, = (V)"

Pour la démonstration de ce résultat, voir [51] Sect.5.2.2, lemme 9.

10. Prolongements des fibrés automorphes aux compactifications toroidales.

Dans cette partie nous verrons I'une des grandes qualités des compactifications toroidales,
qui est que les fibrés automorphes, considérés dans la partie précédente, se prolongent a

celles-ci. On rappelle que dans cette partie tous les schémas sont au-dessus de Spec(Z[%]).

10.1. Prolongement du fibré w. Fixons un éventail I'-admissible ¥ et une compact-
ification toroidale M! = Mé, comme dans la partie 6. Rappelons que 'on a un schéma
semi-abélien 7 : & — M1 et un o-fibré inversible W s /T = E*Qﬁ/m sur M1 ote: Ml — &

désigne la section unité. De plus le fibré w descend en un o-fibré inversible sur M’,

&/ ML
prolongeant le o-fibré inversible w sur M’; et que 'on note encore w (¢f §.7.2). On a ainsi
un Tj-torseur de Zariski sur M, prolongeant le T{-torseur M’ sur M’ :

—/
M = Isomy (O ®o,w).

A Taide du torseur M on obtient un foncteur allant de la catégorie des représentations
algébriques du o’ [%]—schéma en groupes 77 vers celle des fibrés décomposables en fibrés

inversibles sur M’, qui & Wy associe le produit contracté m il Wi =: Wi. Le fibré W,
prolonge a M le fibré W1 de la partie précédente.

Si Wy est la représentation standard de T} (c’est-a-dire o ® o’[4] avec action de 0*),
on a Wy = w”. Pour tout caractére k, vu comme o’-représentation de Ty, on obtient

Tl
. < 77 =/ 1 ,
le prolongement canonique de w® = Wy _j 4 M, comme 9 x o(—k). Pour alléger les
notations, on note encore w® le prolongement canonique de w” & M.
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10.2. Prolongement du fibré HéR. Fixons un éventail admissible principalement
polarisé (X, ¢) pour A au-dessus de I'éventail admissible ¥ pour M!. Par le théoreme 8.4
on a un morphisme de compactifications toroidales 7 : A — M1 prolongeant 7 : A — M?!.

Dans ce qui suit, on posera pour abréger QA/Ml(dlog 00) = Q;/Ml(dlog OOA/Ml) et
ﬁdR = R7, Q% _(dlog co). Ce dernier faisceau est localement libre de rang 2 sur

A/MT
0®O3r- En outre, il est muni d’une filtration a deux crans donnée par la suite spec-
trale de Hodge vers de Rham :
_ — _
0— W*Qz/m(dlog 00) = Hag — R'7. O — 0

Par le théoreme 8.4(vi), on a des isomorphismes canoniques de faisceaux

ﬁ*Qﬁ/Ml(dlogoo) = W T et R'7, Oz= w@/Ml ®g 0.
La filtration de ﬁéR se réécrit donc
Fll HdR == HdR s Fll HdR = w@/Ml et gl" HdR = UJ@/MI &® Ca_l.

Comme dans le paragraphe 3.1 le fibré ﬁdR descend en un fibré sur M’ jouissant aux
meémes propriétés et que 'on note de la méme maniere.

On définit le D’-torseur

— I
Mpr = Isomgg o, (0@ Oy o®(’) Har)
au-dessus de M dont les S-points sont ceux de Isomo®@_,(o®(9 0 8O /HdR) in-

duisant via A un élément de D’ ((’)5) dans (0 ® Og)*.
On définit le B'-torseur M 2> M comme le produit fibré de Isomfl o (0@ 05)%, ﬁéR)

et de Mp au-dessus de Isom(,@(gﬁ/(o ® O, Ao@(’)ﬁ/HdR)'
Il définit un foncteur Fp de la catégorie des représentations algébriques du o’ [%]—

, , — . . .
schéma en groupes B’ vers celle des fibrés sur M qui sont des extensions successives de
__ B
fibrés inversibles. Le foncteur est donné par V.. +— V:=Mp x V.

SiVg=o0 [Z] est la représentation standard de B’, on a Vg = HéR.

DEFINITION 10.1. Pour tout poids algébrique k et n,m € Z[Jp] comme dans la

définition 2.1, on note V,, et Wnc les prolongements & M construits & 'aide de Fp/ des
fibrés V,, et W, . des définitions 9.2 et 9.3.

REMARQUE 10.2. 1) Pour toute o [ ]-représentation algébrique V' de B’, le fibré V
est le prolongement de Mumford de V, c’est-a-dire que son pull-back a toute carte locale

. . . . J ’ . . .
donnée par une immersion torique S¢ < S¢ ,c¢ est engendré par les sections Sc¢-invariantes
«@

de j. V. En effet, c’est vrai pour ﬁ:m par la proposition 8.7 et donc pour tout les fibrés
obtenus par pléthysme a partir de ﬁéR. Ceci implique par exemple, que pour tout un poids
algébrique k et m,n € Z[Jg|, comme dans la définitions 2.1, le foncteur F g fournit sur C
(sur Q ou sur Q,) le prolongement de Mumford de Sym" Hjg ®(A% Hig)®™ et de w”.

2) Rappelons que sur une cloture galoisienne F de F', on a en posant

HilR ¥a HdR QF, -rF wi=w QF,r F,
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T — kT
Sy Hl = @Sy Myt = (D Sy o
T T

3) Soit p premier ne divisant pas A._Le foncteur Fp ne donne le prolongement de
Mumford des faisceaux R*m,.Q% /p1 Sur M! ® Z,, que lorsque s < p. En effet, pour tout
s < p, Ilusie [37] a démontré que RSﬁQ:T‘ /m(dlog 00) est libre sur (0 @ Oy;7). 11 en résulte
que le foncteur F g/ fournit le prolongement de Mumford de M’ QL 2 M/@JZP des faisceaux
Sym" Hig @(AZHLR)®™ lorsque p— 1> 3 (n, + 1) .

10.3. Prolongement des fibrés a connexions. En utilisant la connexion de Gauss-
Manin sur ﬁéR, on définit un G’-torseur de Zariski :

_ —1
My = Isomog o, (Lo ® Oz, Har)

On définit ainsi un foncteur de la catégorie des représentations algébriques de GG sur
o [%] vers celle des fibrés sur M munis d’une connexion & singularités logarithmique
intégrable et dont la réduction modulo p est quasi-nilpotente en chaque p t A (¢f [51]
Sect.5.2).

DEFINITION 10.3. Pour tout poids algébrique k et n,m € Z[Jr] comme dans la
définition 2.1, on note VZ le prolongement & M du fibré VY de la définition 9.4.

REMARQUE 10.4. L’utilisation du torseur My défini ici aurait simplifié substantielle-
ment la présentation de la partie 5.2 de [51] en rendant la partie 5.2.3 inutile. Voici la

méthode alternative : o
Harris a construit des fibrés sur M Q, compatibles avec celles que nous venons de

construire sur Mz,, au dessus de M@p. Le fibré Vo se prolonge en un fibré 17(9 sur
MZP = My, X Mg, MQP. Le complémentaire de I'image de 'inclusion j : MZP — MZP
est de codimension au moins deux, et par conséquent Vo = jx Vo est un faisceau cohérent.
Les faisceau V (resp. W) ainsi construits sont localement libres, car la construction est
fonctorielle, et pour la représentation standard trouve ﬁéR (resp. Lie(&/M)) qui le sont.



CHAPITRE II1

Cohomologie p-adique des variétés modulaires de Hilbert

Le but de ce chapitre est le calcul des poids de Hodge-Tate de la cohomologie p-adique
de la variété modulaire de Hilbert H®(Mg ,V,(Q,)), ainsi que ceux des représentations
P

galoisiennes associées aux formes modulaire de Hilbert. Partout dans ce chapitre nous
faisons 'hypothese suivante sur le premier p :

(I) p ne divise pas A = ApN(n).

Sous cette hypothese la variété modulaire de Hilbert a bonne réduction en p, possede
des compactifications lisses sur Zj, et les représentations galoisiennes p-adiques que nous
considérons sont cristallines.

1. Cohomologie [-adique et de Betti des variétés modulaires de Hilbert.

On a le résultat de pureté suivant sur la cohomologie [-adique des variétés modulaires
de Hilbert. Posons s =) _(n; + 2m,) = dny.

PROPOSITION 1.1. Soit Wy = () ker(T, — ¢(f,a)) le sous-espace de Hd(Y@, Vo (@),
aCo
associ€ a une forme modulaire de Hilbert propre f € Si(n,v). Alors Wy est pur de poids

d+ s, c’est-a-dire pour tout premier p ne divisant pas lA les valeurs propres du Frobenius
d+s

géométrique Frob, sont des nombres de Weil de valeur absolue p%.

Démonstration : Comme f est cuspidale W; C H!d(Y@, V,.(Q;)). On rappelle que Y est

union disjointe de composantes connexes M@ = M;(c;, n)@, ou les ¢; forment un ensemble

de représentants de Cl;ﬁ. Posons M! = M} (¢;,n). Pour * = &,c on a
HO(O—T-/01>1<27H2(M67 Vn(@l))) = kal(M@7 Vn(@l))v

et donc il suffit de démontrer que Hji(Mé, V,(Q;)) est pur de poids d(kg — 1). Nous
utilisons la méthode de Deligne [9]. Soit m : A — M la VAHB universelle. Le faisceau
V. (Q;) correspond & la représentation ®,¢ s, Sym™ ®@ Det™  du groupe G* et peut donc
étre découpé a l'intérieur de (R'7,Q;)®*. Soit 7, : A* — M la variété de Kuga-Sato. Par
la formule de Kunneth, on a
H!d(Méa (R'7.Q)**) C H!d(Méa RmQy) C Hst(Af@ Q) c Hd+5(«4—f@7 Q),

ou l'inclusion du milieu vient de la dégénérescence des deux suites spectrales de Leray
E;j = ka(Mé, Rin,Q) = HiH(Af@, Q) pour * = I, ¢ (cf [9]). La proposition découle
alors des conjectures de Weil sur les valeurs propres des endomorphismes de Frobenius,
démontrées par Déligne [11]. O

Nous allons décrire maintenant un phénomene transcendant, dont on cherche a établir
une version p-adique :

69
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Soit V' une Q-représentation de G, de systéme local sur M?" associé V" (c¢f Rque.l.5.1).
On peut prendre, par exemple, V = V,,.

La cohomologie de Betti en degré médian H?(M?", V(C)) admet Paction du groupe de
Weyl (c¢f 1.5), ainsi que celle de la conjugaison complexe ¢ sur les coefficients. On a une
décomposition en espaces propres :

HYM™,V(C) = P B (M™,V(C)),
JCJFp

ol, en notant x s la fonction caractéristique du sous-ensemble J de Jg, on a
H/(M™,V(C)) = {z | (& ® ¢)(2) = —(=1) T}

Cette décomposition est plus fine que la décomposition donnée par la filtration béte,
car pour tout entier 7, 0 < i <d, on a

gr{)éte Hd(Man> V(C))) = @ HJ(Man> Van)‘
JCJIR,|J|=i

EXEMPLE 1.2. Si F = Q et V = Q, la décomposition de Hodge de H'(M?*,C) en
H7e (Mo, C) = HM0 =2 HO(M**, Qppan (dlog 00)) et HZ (M * C) = HO = H (M2, 031),
ou M?a* désigne la compactification toroidale, qui coincide ici avec la compactification
minimale. On voit facilement par I’isomorphisme d’Eichler-Shimura que la partie Eisenstein
du H! est concentrée dans le H'O.

2. Représentations p-adiques et poids de Hodge-Tate.

Soit K un corps local de caractéristique 0 de corps résiduel parfait k& de caractéristique
p # 0. Soit W (k) anneau des vecteurs de Witt de k et K le corps des fractions de W (k).
Soit K une cloture algébrique de K et notons G i le groupe de Galois Gal(K/K). On note
o le Frobenius sur k, W (k) et Ko. Soit E une extension finie de Q, (corps des coefficients).

2.1. Représentations p-adiques.

DEFINITION 2.1. Une représentation p-adique de Gg est la donnée dun Qp-espace
vectoriel de dimension finie, muni d’une action linéaire et continue de G . On note Rep(G )
la catégorie abélienne des représentations p-adique de G .

On note Repp(Gk) la sous-catégorie de Rep(Gx) formée des E-espace vectoriel de
dimension finie, muni d’une action FE-linéaire et continue de G .

On dispose de plusieurs sous-catégories intéressantes de Rep(G ), comme celle des
représentations cristallines Rep,(GKi), des représentations semi-stables Repg (Gx), des
représentations de de Rham Repyr (G k) et des représentations de Hodge-Tate Repyr(Gk),

Rep(Gk) O Reppr(9x) O Repar(Gk) D Repgt(Gx) D Repeis(G k)

2.2. Poids de Hodge-Tate. Soit C' le complété p-adique de la cloture algébrique
K de K. L’action de Gx sur K se prolonge par continuité de maniere unique & C. Soit
But = @;C(i), ou l'action de G sur C(i) est tordue par la puissance i-ieme du caractere
cyclotomique.

DEFINITION 2.2. Soit V € Rep(Gg). Alors, V € Repyr(Gk), si et seulement, si
dimg (V ®q, Byr)9% = dimg, V. Dans ce cas, on dit que i est poids de Hodge-Tate de V,
siV; = (V ®q, C())9% # 0 et on appelle h* = dimg V; sa multiplicité.

On a une égalité de Gx-modules V ®qg, C = @;V; ®k C(—1).
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SiV € Repp(Gk), alors pour tout i € Z, V; = (V ®q, C(i))9% est muni d’une structure
naturelle de E®g, K-module. En général il n’est pas libre. On a une égalité de Q,-algebres
E ®q, K= Hj L;, ot les L; sont des corps munis d’injections o : E'— L;, 7: K — L;.

On a (V ®g, C(i))9% 8. Lj=(VegC@i)h.

Il 'y a une autre maniere d’indéxer les poids de Hodge-Tate qui semble plus adaptée
au cas modulaire. Fixons un plongement de E dans Q,. Soit V une représentation de

Hodge-Tate de G qui est a coefficients dans E. En posant V@ =V ®g @p on dispose
p
ainsi d’une représentation Gx — GL(Vg ).
D

DEFINITION 2.3. Pour tout 7 : K — Q, on pose h,; = dimg (Vg ®rx C(4))9x.
D P
L’entier h,; est appelé la multiplicité de i comme poids de Hodge-Tate de V. Pour tout
T,onay .., h;;=dmgV.

EXEMPLE 2.4. Supposons que E = Q,. Alors V; = (V ®q, C(4))9% est un K-espace
vectoriel. Définissons le i-ieme nombre de Hodge-Tate comme h' = dimg (V;), i € Z.

Si I’on change I’action de Gx sur C par un automorphisme g — 7 lg7, avec 7 € G,
alors I'on envoie V; sur V] par v ® a — v ® 7(a), ce qui ne change pas h* (car le caractere
cyclotomique est invariant par g — 7 1g7).

2.3. Modules filtrés. Nous sommes plus particulierement intéressés aux représentations
p-adiques cristallines, qui sont I’analogue p-adique des représentations l-adiques non-ramifiées.
La théorie de Fontaine établit une équivalence de catégorie entre Reps(Gx) et une cer-
taine sous-catégorie MF %, de la catégorie MF i définie ci-dessous.

DEFINITION 2.5. (i) Un ¢-module filtré sur K est la donné d’un K-espace vectoriel D
de dimension finie, muni d’une application bijective ¢ : D — D additive o-linéaire et d’une
filtration Fil' D de D = D ®x, K qui est décroissante (Fil’ D D Fil'*! D), exhaustive
(UFil’ D = D) et séparée (NFil’ D = 0). On note MF  la catégorie additive des modules
de Dieudonné filtrés sur K.

(ii)Un ¢-module filtré D est dit faiblement admissible, s’il possede un W-réseau M
telle que Y p~'¢(Fil* D N M) = M. Un tel réseau M est appelé réseau fortement divisible
(ou adapté) de D. Les modules de Dieudonné filtrés faiblement admissibles forment une

sous-catégorie pleine de MF g, noté MFf{

A un objet D € MFg on peut associer des polygones de Hodge et de Newton et la
notion de faible admissibilité s’exprime en une inégalité entre ceux-ci.

Il était connu que admissible implique faiblement admissible et récemment Colmez et
Fontaine ont démontré la réciproque (leur résultat est dans un cadre plus général que le
notre, car il traite aussi le cas semi-stable).

Lorsque K est une extension finie non-ramifiée de Q,, et lorsque les poids de la représentation
p-adique sont entre 0 et p — 1, I’équivalence entre admissible et faiblement admissible a été
déja démontrée par Fontaine et Laffaille [23] :

THEOREME 2.6. 23] Supposons que K = Kg. Soit D € MF). tel qu’il existe un entier
j avec D}. = Dg et D3P = 0. Alors D € MF%.
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3. Le complexe de Berstein-Gelfand-Gelfand sur Q.

L’objectif de cette partie est de préparer le calcul des poids de Hodge-Tate de la
représentation cristalline H'(M@p,Vn(@p)) (¢f Thm.5.1). L’existance d’une structure ra-
tionnelle sous-jacente, via des plongements @p — Q — C, va nous permettre de relier
la décomposition de Hodge-Tate de Hd(M@p, Vn(@p)), a la décomposition de nature tran-
scendante décrite dans la partie 1. Nous suivons l'article [19] de Faltings et le livre de
Faltings-Chai [21] qui traite le cas modulaire de Siegel.

Soient g, b, t et u les algébres de Lie de G, B, T et U, respectivement. On a une
décomposition canonique g = b@du~, ou u~ est l'algebres de Lie de I'unipotent inférieur.
Soient U(g), U(b) les algebres de Lie enveloppantes de g et b.

Dans cette partie tous les objets sont sur un corps de caractéristique 0, qui déploie G
(comme F, E, Q, @p ou C).

Le but est d’écrire une résolution de V,, par des modules du type:

0V, < Ulg) @y Kn,

oit les K sont des b-modules semi-simples de dimension finie, avec des composantes simples
explicites.

On commence par le cas n = 0. Si on pose K} = A’(g/b) on obtient la bar-résolution de
Vo. Notons que A’(g/ b) est un b-module sur lequel u agit trivialement, donc K = @&W,,, ou
les poids p qui interviennent sont ceux qui s’écrivent comme somme de ¢ racines négatives
distinctes. En tensorisant cette résolution avec V,, on obtient le complexe de Koszul :

(IIL1) 00—V, — U(g) @u() (N'(8/0) @ Valo)

qui est une résolution de V,,, mais donnée par des b-modules A*(g/b) ® V,|p qui ne sont
pas semi-simples en général.

On va définir le complexe BGG comme un sous-complexe facteur direct du complexe
de Koszul, découpé & I'aide de I’action du centre U(g)“ de U(g).
Soit x, le caractere de U (9)¢ correspondant au poids p. Il est bien connu que

LEMME 3.1. On a x, = Xn, si et seulement s’il existe J C Jp tel que p = ej(n+1t)—t.

On en déduit que la xo-partie de la bar-résolution de Vj est égale & :

0— Vo <—U(g) ) C* , avec C' = @ WGJ(t)—t?
JCJp,|J|=i

qui est encore une résolution de Vj, puisqu’elle est facteur direct d’une résolution.

REMARQUE 3.2. On a C* = Ké, ie. Ké coincide avec sa yq partie (ceci est particulier
a notre groupe G).

En prenant la x,-partie de la bar résolution (III.1) de V,, on obtient le complexe :

(IH.Q) 0V, «— U(g) ®U(b) Kg, avec K,Zl = @ Wq(n—i—t)—tv
JCJIp,|J|=i

qui est encore une résolution de V,,, comme facteur direct d’une résolution. C’est la
résolution cherchée. On I'appelle le complexe BGG.
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4. Cohomologie de De Rham logarithmique.

4.1. Connexions et cohomologie de De Rham. Soit ¢ : X — S un morphisme
lisse de schémas et soit ¥ un faisceau quasi-cohérent sur X.
Une connexion est un morphisme de Og-modules V : V — V ®Q}( /s tel que pour toute

section g de Ox et pour toute section v de V, on a V(gv) = v ® dg + gV (v).
On en obtient pour tout i > 0 des morphismes de faisceaux V¢ :V ®Q§{ /s ™ 1% ®Q§F/15
et on a la propriété
VitloViw@w) =w AV oV (v).

La connexion V est dite intégrable si V! o V0 = 0. Alors, on dispose du complexe de
De Rham

0=V = V®o2%/s-

Les faisceaux de cohomologie de De Rham de X sont définis comme

HiR(X/8,V) = Rig. (V@0 s).

Si S = Spec(C), on a une équivalence de catégories entre celle des fibrés sur X a
connexion intégrable, et celle des systémes locaux sur X. Elle est réalisée par (V,V) —
ker(V), d’inverse V — (O x ®c V, V) (ou la connexion est donnée par V(g ® v) = dg ® v).

4.2. Cohomologie de De Rham logarithmique. Soit ¢ : X — S un morphisme
propre et lisse et soit X C X un ouvert dense, dont le complémentaire D := X\ X est un
diviseur de Cartier sur S & croisements normaux, et a composantes irréductibles lisses.

Soit V un faisceau quasi-cohérent sur X. On suppose qu’il est muni d’une connexion
intégrable V, & poles logarithmiques le long de D, c’est-a-dire d’un morphisme V : V —
V @0y O (dlog(D))

Les faisceaux de cohomologie de De Rham logarithmique sont définis comme

Hinaog X/, V) = RI6.(V @0, O 5(dlog(D)).

On pose QY/S(_ dlog(D)) = Qy/s(dlog(D)) ®o (D), ot Z(D) le faisceau d’idéaux
définissant D. On définit les faisceaux de cohomologie de De Rham logarithmique & support
compact comme

HéR—log,c(y/S7 v) = RJ¢* (V ®OY Q.Y/S(_ leg(D)))

4.3. Connexion de Gauss-Manin. Soit 7 : Y — X un morphisme propre et lisse de
S-schémas. Alors, d’apres Katz et Oda [43] le faisceau cohérent Hig (Y/X) = R0
est muni d’une connexion intégrable, celle de Gauss-Manin. o

On dispose aussi d'une version logarithmique de ce résultat : Soit X un S-schéma lisse,
X C X une S-immersion ouverte et D = X \X un diviseur a croisements normaux. Soit Y’
un S-schéma lisse et 7 : Y — X un morphisme propre de S-schémas qui est lisse au-dessus
de X et tel que E := Y x5 D est un diviseur relatif a croisements normaux. Alors le
complexe de De Rham relatif & poles logarithmiques est défini comme

Q’V/Y(dlog(E/D)) = Q'V/S(dlog(E))/W*Q'Y/S(dlog(D)).
Le le faisceau cohérent HéR_log(Y/Y) = R"mQ’7 /Y(dlog(E /D)) est encore muni d’une

connexion intégrable de Gauss-Manin.
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5. Décomposition de Hodge-Tate de H'(M@p,Vn(@p)).

Dans cette partie, nous ne considérons que la filtration de Hodge et son gradué associé.
C’est a dire que la filtration par le poids dont les gradués sont purs est ici ignorée : les
gradués que nous faisons apparaitre sont encore munis d’une filtration par le poids.

Soit p un nombre premier et V;, la Q,-représentation algébrique de G' définie dans (IL.7).
D’apres les parties I1.9 et I1.10 on peut lui associer un faisceau lisse V,, sur M! @ Q et
des fibrés V,, (resp. V:) sur Mt ® Q, qui sont filtrés (resp. a connexion & singularités
logarithmiques intégrable et quasi-nilpotente).

La démonstration de la dégénérescence des suites spectrales des Th.5.5 et 6.2 du
Chapitre VI de [21] dont les termes E; sont donnés en termes du complexe de Bernstein-
Gelfand-Gelfand (dualisé et faisceautisé) s’adapte au cas de la variété de Hilbert. Il est
important de noter que c’est la démonstration de ce théoreme qui requiert 'utilisation des
compactifications toroidales de toutes les puissances de la variété de Kuga-Sato et non
seulement de la puissance premiere. En effet, par un théoréme de Deligne [10] Sect. 3.2,
la suite spectrale de Hodge vers de Rham

By = B (A7, Qi (dlog 00)) = Hi ), (A7)

dégéneére en E;. On en déduit comme dans [21] p.234 la dégénérescence en E; de la suite
spectrale

By = MY, g (R r(dlog 00) © Qips(dlog 00)) =

= Héglog(ma Rem, Q% / )
ot la filtration est obtenue en faisant le produit tensoriel des deux filtrations de Hodge sur
le complexe sts*Q’ /Ml(dlog 00) ® O (dlog 00). En prenant s = nod, le fibré V,, est
par pléthysme (cf [51] Appendice II) un facteur direct de (RIW*Q:‘/Ml(dlog 00))®* qui,
par la formule de Kiinneth, est lui-méme un facteur direct de sts*Q;ls /Ml(dlog 00). On

en déduit la dégénérescence en E; de la suite spectrale de Hodge vers de Rham
Ep? = HH (M, g (V, ® Q3 (dlog 00))) = Ht 1o, (M1, V).
Par le Théoréme de Comparaison de Faltings [20], la Gg, -représentation H'(Mé , V(@)
p

est de de Rham et pour toute compactification toroidale 7: 4 — M1 de 7 : A — M*, on
a un isomorphisme canonique

H* (M , V(@) ® Bar = Hip1og (M, . Vo) © Bar.

Alternativement, on aurait pu utiliser le Théoréme de Comparaison de Tsuji pour la co-
homologie étale p-adique de la variété de Kuga—Sato A?® a coefficients constants.
Les poids de Hodge-Tate de H*(ML ,V,(Q,)) sont donc donnés par les sauts de la

filtration de Hodge sur H* (M, MLV, ® Q' (dlog 00)) venant de la suite spectrale ci-dessus.

Nous allons calculer ces derniers comme dans [21] Th.5.5 ou [51] & I’aide d’un sous-complexe
facteur direct de V,, ® Q' (dlog 00), appelé le complexe BGG dual. Avant d’énoncé le
théoreme nous allons 1ntrodu1re quelques notations.

Pour tout J C Jp on pose p(J) = > ¢ (ko—mr—1)T + >_ ¢ ;.\ ym-T et pour tout
a=3 cy. a7 €ZL[Jp],onpose |a| =3 ; ar €L
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Le complexe BGG dual pour les fibrés est défini comme :
E; = @ WGJ(n—i—t)—t,no .
JCJIp,|J|=1
Notons que d’apres [21] Prop.VIL.5.1, on a un isomorphisme
(II1.3) Homy(g)(U(g) @u(s) W), U(8) @u () Wa') — Op.Diff. (W2, W),

ce qui munit K:L d’une structure de complexe, d’apres (II1.2).

soit 1 = (( 8 0 )T)TEJF € (gl)’F. On a —(es(n + 1) — t,no)(H) = [p(J)| :

o

QU O

~—
)

en effet le caractere de T' correspondant & (n;ng) est donné par la formule ( .
a(mot+n)/2q(not=n)/2 = Aingi pour tout 7 € Jp on a

BN —my, sie, = 1( <= 7€ Jp\J)
—(er(ny +1) —1;ng)(H) = 2 ’ ’
(er( ) 0)(H) {%ﬂzko—mT—l,sieT:—l(@ TelJ).
K, = @JcJF,Ip(J)\Zi WeJ(nH)—tvnO'
Comme I'image du complexe de Koszul (III.1) par le foncteur contravariant W +— w"
est égale au complexe de de Rham, et comme le complexe BGG est un facteur direct (filtré)
du complexe de Koszul, on obtient le :

La filtration sur K; est donnée par Fil’

THEOREME 5.1. (i) On a un quasi-isomorphisme de complezes filtrés

Ky =V, ® Qfr(dlog oo).
(ii) La suite spectrale donnée par la filtration de Hodge
o N Mg Weymt)-tng) = Hggbg(%p,vn)
JCJIp|p(J)|=i

dégénére en Eq.
‘ (iii) Pour tout entier j, 0 < j < d, les poids de Hodge-Tate de la représentation p-adique
H](Mép,Vn(Qp)) appartiennent a 'ensemble {|p(J)| , |J| < j}.

6. Action des opérateurs de Hecke sur la cohomologie.

Nous allons réaliser les opérateurs de Hecke standards T, comme des correspondances
sur la variété modulaire de Hilbert Y''. Nous remercions M. Kisin de nous avoir montré
que la définition usuelle des opérateurs de Hecke sur Y s’étend & Y'! (cf [46]§1.9-1.11).
Notons que 'action des opérateurs de Hecke sur les formes automorphes pour G* n’est pas
facile a écrire comme dans le paragraphe 1.2.6, car la double classe de 'opérateur de Hecke
T, n’appartient pas a G*(Ay) en général.

Rappelons que Y;!(n) = Hgl M (c;,m), ot ¢q,..,c;,+ sont des représentants de Cl;ﬁ.

Supposons que ¢; a et ¢; ont la méme classe dans Cl}. Considérons le foncteur con-
travariant M. de la catégorie des Z[%]—schémas vers la catégorie des ensembles, qui a
un schéma S associe ’ensemble des classes d’isomorphisme de quintuplets (A, A, «, C, 3)
ou (A, N\, a)/S est une VAHB ¢;-polarisée avec pq-structure de niveau, ou C est une
sous-schéma fermé de A[a] stable par o, disjoint de a(G,, ®0~!) et localement isomor-
phe au S-schéma en groupes constant o /a, et ou 3 est une oﬁ—orbite d’isomorphismes

(cia, (cia)y) — (cj,¢54).
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Nous avons une projection ML — M (A, N\ a,C B) — (A N a) qui est relati-
ment représentable par w1 : MI(c;,n) — M{(c;,n). Nous avons aussi une projection
mo : M2 (c;,n) — M (cj,n), venant de (A, X\, a, C, B) — (A4/C, N, /), out o est la composée
de o et de A — A/C, et ou X est une ¢j-polarisation sur A/C (définie via A et 3).

Posons Y, = ]_[?:1 Ml(c;yn). Comme ¢; — ¢j ~ ¢; a définit une permutation de CIJ}S,
on obtient deux projections finies 7y, 7y : Ya1 — Y1l

A Aaq A
Yl m Yal ik Yl

D’ici on obtient WEﬂéR — ﬂfﬂéR. Par conséquent, pour toute représentation algébrique
V de G, on a 75 A s VY. En composant ce morphisme par 7, et en prenant la trace,
on obtient YV — 1T A 1T} VYV — VYV, d’oti une action de Ty sur H* (Y1, VV).

De méme, on obtient mjw — wjw and mir — wjr. Par conséquent, pour toute
représentation algébrique W de T', on a 75 W — 7y W. Pour que l'action de T, sur
les formes modulaires de Hilbert soit celle définie dans la partie 1.4.1, nous devons mod-
ifier légerement la derniere fleche : on décompose W comme (W w ~2))w? et on définit
Tox(Ww ™) — 71, (W w™?") comme ci-dessus et mo,w?’ — m,w? en utilisant I'isomorphisme
de Kodaira-Spencer Q%,l ~ w? ®, 0 ¢ (cf [46]§1.11). Ainsi, obtient-on W — m.m3 W —
T W — W, et une action de T, sur H*(Y'L, W).

En particulier, on obtient une action de T}, sur ’espace des formes modulaires de Hilbert
géométriques pour G*, HO(Y!, w*F @ v~ ++m=1) Comme il a été observé dans [46]1.11.8,
cette action est donnée par la projection

e Zideot /o, [t HUY @b @ () — HOY, wf @ (),
suivie par 'opérateur de Hecke usuel sur I'espace des formes modulaires de Hilbert pour
GLy (c¢f 1.2.6 et 1.4.2).

7. Poids de Hodge-Tate de ®Ind% p dans le cas cristallin.

Nous allons d’abord introduire la notion d’induite tensorielle. Soit L un corps et Vjy un
L-espace vectoriel de dimension finie. Soit pg : G — GL(Vp) une représentation. L’induite
(additive) Ind% po de F' & Q de p est le L-espace vectoriel

Homg,.(Go, Vo) :={¢0:Go — Vo | YR € Gr ,g€ Go ¢olgh) = p(h™H)(do(9))},
avec action a gauche de Gg donnée par : pour tout g € Gg, ¢9 € Homg, (Gg, Vo) et = € Go,
g- do(z) = do(g~'x).

Si on se donne une décomposition Gg = [[ 7Gp, I'espace Homg, (Gg, V) s’identifie
Te€JR
a @&V, (ou V; est isomorphe & Vj), par I'isomorphisme ¢ — @¢(7). Alors 'action de Gg
T

=
sur @V, est donnée par :
T

(Ind% p0) (9)((vr)7) = (po (7" 97) (vr, )

ol g'F € 7y Gr. En effet (¢o(7))r + (¢0(g™'7))r = (po(T~"975)(6(79))) -
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Avec les mémes notations on définit également, en suivant Yoshida [73], 'induite ten-
sorielle ® Ind% p:Go— GL(G})VT) par :

(©Tnd p)(9)(©vr) = Dp(T " g75) (vr, ).

REMARQUE 7.1. Pour tout g € Gg l'application 7 +— 74 est une permutation de Jr qui
est triviale si et seulement si g € G . Donc, pour g € Gz, on a (® Ind% p)(g9) = @p(7 Lg7).
T

De plus pour tout g,¢" € Gg on a (74)y = T4y
DEFINITION 7.2. Soit 7 € Jp et g € Sy _j(n, x)/F une forme modulaire de Hilbert. Le

conjugué interne ¢, de g par T € Jp, est 'unique élément g, € Sir y(7(n), ;) /T(F) tel
que ¢(gr,a)=c(g,7(a)), pour tout idéal a de o, ot k™ =3, k.7’ et ¢, (a)=1(7(a)).

Soit f € Sk(n,v) une forme de Hilbert cuspidale pour GLgy propre pour tous les
opérateurs de Hecke. Soit p la représentation de Gr associée a f et a un plongement
de Q dans @p.

D’apres la remarque précédente, pour tout g € Gz, on a (® Ind% p)(9) = ®py,(9)-

T

La notion d’induite tensorielle apparait naturellement dans le travail de Brylinski

et Labesse [4] qui étudient la représentation l'action de Gg sur le sous-espace W; =

N ker(Ty — ¢(f,a)) de HY(Yg, V,,(Q@,)).

aCo
THEOREME 7.3. (Brylinski-Labesse) Les restriction a G 7 des deux Gg-représentations
W;ret® Ind(% p ont le méme polynoéme caractéristique.
Cette formulation du théoreme de Brylinski et Labesse se trouve dans Taylor [65].

Pour s’y ramener, on note que par Cebotarev 'ensemble de Froby, avec A idéal premier
totalement décomposé de F', est dense dans G 5, et que pour un tel idéal A on a

(® Ind% p)(Froby) = @p(FrobA;) = @p(FrobNﬁ/F(ﬁ)),

Or, quand 7 décrit Jp, T décrit Gg /GF et donc N / F()\;) décrit les idéaux premiers de F

au-dessus de Ng/g()). O

Le théoreme 5.1 admet le corollaire suivant.
COROLLAIRE 7.4. (i) La suite spectrale donnée par la filtration de Hodge
Ei’] = @ HZJ’_]_‘J'(M? WE](TL‘Ft)—t,TL()) = Hé-l;{log(ﬁ7 Vﬂ)
JCIp|p(J)|=i

est Hecke équivariante et dégénére en Eq.

(ii) Les poids de Hodge-Tate de Wy sont les entiers |p(J)|, J C Jp, comptés avec
multiplicité.
Démonstration : (i) En prenant les invariants de la filtration de Hodge de V,, ®
Q;\Tl(dlog o0) par le groupe de Galois du revétement étale M! — M, on obtient une

filtration sur le complexe V,, ® Q'M(dlog o0) sur M, appelée encore filtration de Hodge. De

meéme, on définit le complexe BGG sur M en prenant les invariants du complexe BGG sur
M?. La suite spectrale associée est donnée par invariants de la suite spectrale du Théoréme
5.1(ii) et on obtient ainsi sa dégénérescence en Ej.
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Afin de voir la Hecke équivariance, on procede comme suit. L’opérateur de Hecke Ty
s'étend & YI. Une facon de le faire est de prendre la cloture schématique de Ty C Y x Y1
dans Y1 x Y. Une autre maniére, plus fonctorielle est de considérer une compactification
toroidale Y_al de Y, au-dessus de la compactification toroidale YT de Y!. Dans les deux

cas on obtient une action de Ty sur H* (YL W) et sur H*(Y1,VV). 1l n'est pas vrai en
général que les opérateurs de Hecke ainsi définis commutent. Néanmoins, ils commutent
sur la partie droite de Thm.5.1(ii) qui est indépendant de la compactification toroidale
particuliere, en vertu du Théoreme de Comparaison de Faltings. Puisque la suite spectrale
de Thm.5.1(ii) dégénere en E;, ils commutent aussi sur la partie gauche.

(11) On a WEJ(n—l—t)—t,no = 44_)_€J(n+t)+t & ZP(J).

Il résulte du théoreme 5.1 (comme dans [21] Th.5.5 et [51] Sect.2.3) que les sauts de
la filtration de Hodge figurent parmi les |p(J)|, J C Jp. De plus,

grlP(7)] HgR_log(M7 V) = HE VI, = (0 + @ yp(D))y,

11 suffit de voir que le Q,-espace vectoriel HEVIM w0+ @ pp)) @ Q,)[f] est
de dimension 1, pour tout J C Jp. -
Grace a l'existence d'une structure Q-rationnelle du complexe BGG sous-jacent aux

complexes BGG sur @p et sur C, en prenant un plongement de @p dans C, on a un
isomorphisme Hecke-équivariant

Hd_\J|(H@p@—w<n+t>+t @ ) ®g, C = HY (M™,V,,(C)).

Or, par I'isomorphisme d’Eichler-Shimura-Harder la f-partie HY (M®",V,,(C))[f] est de
dimension 1 sur C, pour tout J C Jp (cf (1.14)). O

REMARQUE 7.5. 1) Le motif W} est pur de poids dng. L’ensemble de ses poids
de Hodge-Tate est stable par la symétrie h — dng — h, correspondant au passage au
complémentaire |p(J)| — [p(Jp\J)|. Cette symétrie est induite par la dualité de Poincaré
Wf X Wf — Q(—dno).

2) Si F est un corps quadratique et f une forme de Hilbert cuspidale propre de poids
k sur F. En notant 7 le plongement non-trivial de F', on voit que les sauts de la filtration
de Hodge de Wy sont m,, kg —m,; — 1, ko +m, — 1,2kg — m, — 2.

8. Poids de Hodge-Tate de p dans le cas cristallin.

8.1. Représentations galoisiennes associées aux formes modulaires de Hilbert.
Soit f € Sk(n, 1) une forme modulaire de Hilbert nouvelle (propre, normalisée et primitive)
de niveau n, poids k et caractere central ¢ (c¢f 1.4.1).

Les résultats de Taylor [65] et Blasius-Rogawski [2], basés sur les travaux de Shimura,
Eichler, Deligne, Ohta, Rogawski et Tunnell, ont permis d’associer a f un systéme compat-
ible de représentations galoisiennes P-adiques. Plus précisément, pour tout plongement de
Q dans @p, correspondant a un premier P, il existe une représentation galoisienne continue
p=prp:Gr — GLQ(@p) qui est non-ramifiée en dehors de pn et telle que pour tout idéal
premier v de F' ne divisant pas pn :

(I11.4) Tr(p(Frob,)) = ¢(f,v), Det(p(Frob,)) = ¢(v) N(v)! %o,

ou Frob, désigne un Frobenius géométrique, qui est 'inverse d’un Frobenius arithmétique.
La raison de prendre cette convention est qu’ainsi les poids de Hodge-Tate de p seront des
entiers positifs.
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La représentation p est absolument irréductible (c¢f [66] Prop.3.1) et donc elle est
déterminée par (I11.4). Elle est impaire, c’est-a-dire que les images des d classes de conju-
gaisons complexes de G p possedent chacune les deux valeurs propres 1 et —1.

Les travaux de Langlands, Deligne, Carayol, Wiles et Taylor ont établi la compatibilité
de la correspondance globale et de la correspondance locale de Langlands pour p en les
premiers v de F' ne divisant pas p. La restriction de p aux groupes de décomposition D,
est donc déterminée, a Frob,-semi-simplification pres, par la représentation du groupe de
Weil W, attachée (par la correspondance de Langlands locale) a la composante locale 7 ¢,
de la représentation automorphe 7y associée a f.

Nous nous sommes intéressés a la restriction de p aux groupes de décomposition Dy,
en les premiers p divisant p (ces représentations galoisiennes locales devraient fournir des
informations tres riches sur la représentation galoisienne globale p, d’apres la conjecture
de Fontaine et Mazur). On s’attend & ce que la représentation galoisienne locale p | Dy
soit de de Rham et, lorsque p ne divise pas n, qu’elle soit méme cristalline. La difficulté
pour démontrer ceci et que I'on ne connait pas une construction géométrique naturelle de
ces représentations galoisiennes dans le cas général (ce qui nous permettrait d’appliquer
le Théoréeme de comparaison de Faltings [20] ou Tsuji). Lorsque d est impair, ou lorsque
d est pair, mais qu’il existe au moins une place finie de F' en laquelle la représentations
automorphe 7 associée a f est spéciale ou supercuspidale, la correspondance de Jacquet-
Langlands [38] pour GLy fournit une telle construction géométrique via une courbe de
Shimura quaternionique [5]. Dans les autres cas, Breuil [3] a démontré que si p > ko
et p ne divise pas A, alors la représentation galoisienne construite par Taylor a I'aide de
congruences est cristalline en p, avec des poids de Hodge-Tate compris entre 0 et kg — 1.

Enfin, lorsque n # 0 Blasius et Rogawski [2] ont construit le motif associé & une forme
modulaire de Hilbert (sur des extensions quadratiques de F') et ainsi démontré que p 1Dy
est de De Rham pour tout p, et cristalline pour p assez grand. Taylor a traité le cas
manquant k = 2t [66)].

8.2. Poids de Hodge-Tate de p dans le cas ordinaire. Notre but est de décrire
la restriction p au groupe de décomposition Dy, , lorsque p divise p. Dans ce paragraphe
nous décrivons un résultat de Wiles [70] et Hida [33] sur la restriction de p aux groupes
de décomposition en p dans le cas ordinaire. Fixons quelques notations qui seront aussi
utilisées dans la suite :

On rappelle que p > 5 est non-ramifié dans F. Pour chaque idéal premier p de F
divisant p notons f, = [F} : Q,] le degré résiduel correspondant. Notons que p est aussi

non-ramifié dans la cloture galoisienne E de F dans Q.
Fixons un plongement ¢ de Q dans Q,,. Ceci revient au choix d’un systeme compatible

de places au-dessus de p dans chaque corps de nombres. A un tel choix de places on associe
la partition Jp = [[JF donnée par :
p

T € Jpp <= T7(p) est la place choisie de 7(F)

<= (o7 est continu pour la topologie p-adique sur F.

Le plongement ¢ nous permet d’identifier Jp avec Homg _a1g. (F, @p). On voit que Jg
est constitué par les 7 : F — @p qui se factorisent par le plongement canonique de F
dans Fy. Ceci nous permet d’identifier Jp, avec Home_alg.(Fp,@p) et par consequent
Jrp possede f, éléments.
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REMARQUE 8.1. Si F est galoisien et si py est la place de F' fixée via ¢, alors Jpgy, est
le sous-groupe de décomposition de G(F/Q) en py et Jpp = {7 € G(F/Q) | 7(p) =p1}.

D’apreés un théoreme de Wiles [70] si k est parallele, et de Hida [33] en général, si
[ est (quasi)-ordinaire en p (au sens automorphe : voir la définition 1.4.3), alors ps est
(quasi)-ordinaire au sens de la :

DEFINITION 8.2. On dit que la forme f est (quasi)-ordinaire en p, au sens galoisien, si
elle satisfait la condition (ORD) suivante :

g 0k
pf|1pi ~ 0 57, )

ol 9; la composée de la fleche de la théorie de corps de classes local I, — O}Xﬂ, et de la

i
N X _ N A~ 2N
fleche O}X‘ﬂp —Q, x~— [ 7(z)™™, et ou ¢; est obtenu de la méme maniere que §; en
* TEJFJ
remplacant m, par kg — m, — 1.

8.3. Poids de Hodge-Tate de p dans le cas cristallin.

PROPOSITION 8.3. Supposons que p > ko et que p ne divise pas A. Alors p = pyp est
cristalline en tout p divisant p, de poids de Hodge-Tate (my, ko —m: —1)rep, -

Démonstration : Supposons d’abord que n # 0. Soit K une extension quadratique CM
de F' dans laquelle tout premier p de F' (divisant p) se décompose p = PP. Blasius et
Rogawski [2] ont construit un motif pur sur K de poids de Hodge (m,,ko — ms — 1)recp
et dont la réalisation P-adique est isomorphe a la restriction de p a Gps. Ceci démontre
que pp, est de De Rham, et méme cristalline pour p assez grand (en dehors de places de
mauvaise réduction du motif). Par ailleurs, par Breuil [3]on sait que pp, est cristalline
pour p > kg et p ne divisant pas A.

Par le Théoreme de Comparaison de Faltings, les poids de Hodge de ce motif, corre-
sponderaient naturellement (via un plongement de Q dans @p) a ses p-poids de Hodge-Tate,
qui ne sont d’autres que les p-poids de Hodge-Tate de p.

Reste a traiter le cas ou n = 0. La méthode qui suit s’applique plus généralement en
tout poids parallele k. Par le corollaire 7.4 les poids de Hodge-Tate de Ind% p sont donnés
par les 2¢ nombres suivants :

lp(J) = Z(ko —m; — 1)+ Z mr , J C Jp.
TeJ TEJF\J
Ceci nous donne les poids de Hodge-Tate de p & permutation pres (et sans ambiguité lorsque
k est parallele), en vertu du lemme qui suit

LEMME 8.4. Soient a et b deux entiers naturels et soient (ar)rej. (resp. (br)rep) des
entiers naturels satisfaisant 2a,; < a (resp. 2b; < b), pour tout T € Jp. Supposons que l’on
a une €éqalité d’ensembles pondérés

dar+ > (a—a;), JCIpp =48> bt Y (b=b),JCJp

TeJ TeJp\J TeJ TeJp\J

Alors a =b et on a une égalité d’ensembles pondérés {a, , 7 € Jp} ={b; , 7 € Jp}.



CHAPITRE IV

Représentations galoisiennes résiduelles

Dans tout ce chapitre on suppose que p > kg et p ne divise pas A. On note pr la
projection canonique de GLo(k) sur PGLay(k).

Soit f € Sk(n,¥) une forme modulaire de Hilbert nouvelle (propre, normalisée et
primitive) de niveau n, poids k et caractere central ¢ (¢f 1.4.1). 1l lui est associé un
systeme strictement compatible de représentations P-adiques p = psp : G — GLa(E), ol
FE désigne le complété P-adique d’un corps de nombres assez grand. Comme le groupe de
Galois G est compact et p est continue, il existe un O-réseau de E?, qui est stable par
p. La représentation galoisienne résiduelle p : G — GLay(k) est alors obtenue en réduisant
p modulo P. Lorsque p est absolument irréductible, le lemme de Schur implique que le
réseau stable ci-dessus est unique & homothétie pres et donc la représentation p est bien
définie. En général seule la semi-simplifiée de p est bien définie.

Le but de ce chapitre est I’étude des images des représentations galoisiennes p et Ind% p.
Nous utilisons les mémes méthodes que Serre [61] et Ribet [59], mais nous employons des
outils différents. Notamment, nous utilisons de maniere essentielle ’action des groupes
d’inertie en les premiers p divisant p. Cette action est controlée en déterminant les poids
de Fontaine-Laffaille de p (¢f Prop.1.5). Nous nous attacheons a traiter le cas cristallin (i.e.
p ne divise pas A). La méme approche reste valable dans le cas ordinaire, non-cristallin,
bien que ceci nécessite une étude plus minitueuse lorsque p est ramifié dans F'. En effet,
dans le cas ordinaire, la restriction de p aux groupes de décomposition en p est réductible,
et on connait I’action de I'inertie sur le gradué associé.

Si le poids k est non-parallele (k # kot), nous vérifions (Irrz) sous I'hypothese que p
ne divise pas un entier qui explicite ne dépendant que des unités de 0. De plus, lorsque f
n’est pas une série théta, nous donnons des conditions suffisantes explicites pour (LIz).

Enfin, si k£ est non-induit, nous démontrons que (LI5) entraine (LIqp). Notons que
cette derniere condition interdit que f soit congrue & une de ses conjuguées internes tordue
par un caractere quadratique, et en particulier, f ne peut pas provenir par changement de
base d’un sous-corps de F'.

1. Poids de Fontaine-Laffaille de p.

1.1. Représentations cristallines modulo p. Soit K un corps local de caractéristique
0 de corps résiduel parfait k de caractéristique p # 0. Soit W (k) 'anneau des vecteurs de
Witt de k et Ko le corps des fractions de W (k). Soit K une cléture algébrique de K et
notons G le groupe de Galois Gal(K/K). On note o le Frobenius sur k, W (k) et Kj.

Soit E une extension finie de Q,, (corps des coefficients). Nous nous intéressons a des
représentations cristallines entieres et mod p. Fontaine et Laffaille [23] ont introduit

DEFINITION 1.1. (i) Un F-module filtré sur W (k) est la donnée
e d'un W(k)-module M,

81
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e d’une d’une filtration par des sous-W (k)-modules Fil® M qui est décroissante, exhaus-
tive et séparée,

e des applications o-linéaires ; : Fil' M — M vérifiant ©i|pyit1 pp = DPit1-

On note MFyy la catégorie Z,-linéaire additive des F-modules filtrés sur W (k).

(ii) On définit deux sous-catégories abéliennes pleines MFyy;; C MFyy,.; C MFyy, telles
que pour M € MFy, on a

M est de type fini sur W (k),
M € MFy,;; <= Fil’ M sont des facteurs directes dans M ,
S @i(Fil M) = M.

M € MFy; M est de longueur finie sur W (k),
’ > wi(Fil* M) = M.
REMARQUE 1.2. Soit M un réseau fortement divisible pour D € MF{( Alors, en posant
Fil' M = Fil' DN M et ¢; = ¢/p’, on a M € MFyw,¢. De plus M est un W (k)-module
libre de type fini et pour tout n € Non a M/p"M € MFy .

1.2. L’inertie modérée. Pour la définition des caractéres fondamentaux de niveau
de l'inertie modérée nous nous référons a l'article [61] de Serre. Cependant, afin d’avoir de
poids de Hodge-Tate positifs, nous adoptons le convention géometrique qui est I'opposée
de celle adoptée par Serre.

Toute représentation mod p de G qui est semi-simple est modérément ramifiée. Sa
restriction a 'inertie devient (apres extension des scalaires) somme de caracteres modérés.

1.3. Théorie de Fontaine-Laffaille et un théoréme de Wintenberger. La théorie
de Fontaine-Laffaille [23] permet de construire des représentations cristallines & partir de
F-modules filtrés de longueur finie sur W (k). Plus précisément 'on a un foncteur con-
travariant

Varis : MFw ¢y — Repg, (Gk),

qui jouit aux propriétés suivantes :

e la restriction a MFQ}IZ;” est exacte et pleinement fidele,

oesi M e MFQ}‘?;”, alors longy, M = longg, Veris(M)

esiM € MF%,?,’I;;I[ et M est libre sur W (k), alors Viyis(M) est libre sur Zy, et rangy, M =
rangZp chris (M) .

Soit X le groupe abélien des application périodiques & : Z — Z

Le résultat de [72] de Wintenberger permet de décomposer tout F-module filtré M de
type fini sur W (k) en somme de composantes isotypiques indexées par X, M = Gage x M.

1.4. Poids de Hodge-Tate et poids modérés. Le but de ce paragraphe est d’expliquer
le lien entre les poids de Hodge-Tate d’une représentation cristalline et les caracteres par
lesquels agit l'inertie modérée sur la semi-simplification de sa réduction mod p. Nous
avons trouvé cette formulation dans [72], ou est noté que dans notre cas (e = 1 et poids de
Hodge-Tate compris entre 0 et p — 1), le résultat cherché est un corollaire de la théorie de
Fontaine-Laffaille. Comme ce résultat est important pour notre travail, nous avons décidé
d’en refaire la démonstration.
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Soit V' une representation p-adique cristalline de poids de Hodge-Tate compris entre 0
et p—1(V € Repcr’p 1[(QK)). On lui associe D = Dgis(V) € MF}; La multiplicité de

is,Q,
i € Z comme poids de Hodge-Tate de V est égale & h' = dimg (Fil’ D) — dim g (Fil*™! D).
Soit M € MFg,Vt 7 1 correspondant & un W (k)-réseau adapté de D. Par le théoreme de

Wintenberger on a deux graduations sur M :

M= M, M= M.

1EZ feX
En posant D; = M; @w Kg et D¢ = M @w Ko, on a h* = dim D; et

Di= @ D

£eX,£(0)=i

Pour tout r € N, on a M/p"M € MF&,V’];f L Posons L, = Vais(M/p"™M) et L = lim Ly,.

Alors L est un réseau de V et L/pL = L; par construction.

On a M/pM = @®¢exMe/pMe. Or M¢/pM¢ est un multiple d’'un objet simple de
MF%,V‘T; ’ et Veris(Mg /pMe) est égal au méme multiple du caractéere modéré 0(¢). On en
déduit que les caracteres modérés intervenant dans L/pL correspondent exactement aux &
intervenant dans M. Par Brauer-Nesbitt la semi-simplification de L/pL ne dépend pas du
réseau stable particulier choisi.

PROPOSITION 1.3. Soit V € Repg‘i;ﬁ@”(g;() de poids de Hodge-Tate i1, ...,1, (comptés

»ep
avec multiplicités). Soit L un réseau stable de V' et considérons l’action de l'inertie modérée
sur (L/pL)*® = @L;. L’action de Uinertie modérée sur L; est donné par un certain car-

actere modéré de niveau h?) = dimg, L;, et on note i, ..,%; ces coordonnés dans la base

» YR
formée par les caractéres fondamentaux de niveau h? (r = > h?). Alors les ensembles

pondérés {i1,...,i,} et {zf€ | 1 <k <MW} coincident.

Le résultat reste valable pour V € RepCrls B (g k), avec E extension finie de Q, (cf
Déf.I11.2.3).

1.5. Poids modérés de p. Comme corollaire des paragraphes précédents et du calcul
des poids de Hodge-Tate de p dans la partie I11.8.3, on obtient

COROLLAIRE 1.4. Supposons que p > ko et p ne divise pas A. Alors, la représentation
p est cristalline(=Fontaine-Laffaille) en tout p divisant p avec poids donnés par les 2f,
entiers (mr, ko —m,; — 1)767”.

Démonstration :  On considere les réseaux stables P2 ¢ ©? dans la représentation
cristalline p. La semi-simplifiée de p est égale au quotient de ces deux réseaux, c’est
donc une représentation cristalline modulo p (comme sous-quotient d’une représentation
cristalline p-adique).

Ses poids de Hodge-Tate sont déterminés par le module filtré de Fontaine-Laffaille,
qui est quotient des modules filtrés de Fontaine-Laffaille associés aux deux réseaux (par
exactitude du foncteur de Fontaine-Laffaille). Or ces deux derniers sont inclus 'un dans
I’autre et les filtrations sont compatibles. Les gradués du quotient ont la bonne dimension,
d’apres 'hypothese p > k. O
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_ COROLLAIRE 1.5. Soit p un premiers de F' au-dessus de p et soit un plongement v :
Q — Q, Alors, on a

— Ep *

P, ~ \ g 6p )

ol €p, 0p : Iy — F; sont deux caractéres modérés de niveau #Jr,p, dont le produit est égal a
la puissance (1—ko)-iéeme du caractére cyclotomique modulo p et dont 'union des ensemble
pondéré des poids de Fontaine-Laffaille est donné par (mr, ko —m,; — 1)TEJF7p.

2. Relévement de caracteres et critéere d’irréductibilité pour p.

PROPOSITION 2.1. (i) Pour tout premier P en dehors d’un ensemble fini, on a (Irrg),
i.e. p=pgp est absolument irréductible.

(ii) Supposons que k est non-paralléle. Si pour tout JC Jp, il existe € € 05, e — 1 € n,
tel que p ne divise pas Uentier non-nul NF/@(EP(J)—l), alors on a (Irrp).

REMARQUE 2.2. Dans le cas ou k est parallele, on pourrait essayer de généraliser
I'approche de Faltings-Jordan [22], afin de démontrer (Irrs) sous I'hypothése que p ne

divise pas les termes constants des séries d’Eisenstein de poids k, i.e. la valeur en 1 — kg
des fonctions L de certains caractéres de Hecke de F'.

Proof : Comme p est impaire, si elle est irréductible, alors elle est absolument
irréductible. Supposons que p est réductible :
7% = Pgal ® Pgal-
Les caracteres @gal, gp’gal : Gp — k™ sont non-ramifiés en dehors de np et leur produit vaut

le caractere central Yw de p (¢ est un Hecke caractere de Hecke de type —ngt & l'infini).
Notons 0, ; le sous-groupe de 6° des éléments = 1 (mod n). Alors 0, est le produit de

sa p-partie Hp‘p 0]J et de sa hors-de-p-partie, notée 0 (p).

Par la théorie de corps de classe globale, le groupe de Galois de ’extension abélienne,
n-ramifiée (resp. np>°-ramifiée) maximale de F est isomorphe a Clj, = A% /F*6,  D(R)4
= lim ClL, . =A% /FXAX(p)D(R)JF). Nous adoptons la convention dans

laquelle le Frobenlus géométrique est envoyé sur une uniformisante. On a la suite exacte
suivante

(IV.1) 1= ([Jo;)/{e €0} le—1en} - Clf
plp

(resp. Clf,

Fnp> Fonp”

+
Fnp>® - ClF,n -
Par Cor.1.5, pour tout p | p, @ga1 & ¢éa1 est cristalline en p de poids (m,, ko—mr;—1)re sz, -
Par (IV.1) pour tout € € oi, € — 1 € n, nous avons ’égalité suivante dans « :

1= pgal(e H Peal,p(€ H H yme or (ko—mr=1) — p(J)

plp plp T€JRy

pour un certain J C Jg. Par 'hypothese p > kg, si k est non-parallele, alors pour tout
J C Jronae)#£1. On a déja démontré (ii), ainsi que (i) losrque k est non-parallele.

Supposons maintenant que k = kot est parallele. Les mémes arguments de théorie de
corps de classe, donnent alors que la restriction a Hp|p og du caractere @ga1 (resp. cpfgal)

: CIh Fonpoe
le lemme suivant, il existe un caractere unique @ga1 (resp. &Igal) Cl7,

— KX est triviale (resp. donnée par la puissance (1 — kg)-éme de la norme). Par

X
Fape O* relevant
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Pgal (TESP. cp’gal) et dont la restriction a Hp‘p o, est triviale (resp. donnée par la puissance
(1 — kp)-éme de la norme).

LEMME 2.3. Soit P un groupe abélien et soit Q) un sous-groupe tel que le groupe quotient
P/Q soit fini. Soit pp : P — Kk* et pg : Q — O deuz caractéres tels que pg mod p =
oplg. Alors, il existe un unique caractére op : P — O*, dont la restriction a Q vaut pg
et tel que pp mod p = pp.

On fixe des plongements de Q dans @, et dans C. Pour z € A}, on pose ¢(z) := @ga ()
et () 1= Py ()2, kxk . Alors ¢ (resp. ¢') est un caractere de Hecke de F', de conducteur
divisant n et de type O(resp. (1 — ko)t) a I'infini. Notons qu’il n’existent qu'un nombre fini
de tels p et ¢'.

Supposons maintenant, que pour une infinité de premiers P, p est réductible. Alors,
il existe des caracteéres de Hecke ¢ et ¢’, comme ci-dessus, tels que pour une infinité de
premiers P, on ap % = p® ¢’ (mod P). On en déduit que pour tout premier v de F, ne
divisant pas n, on a la congruence c(f,v) = ¢(w@,) + ¢'(w,) (mod P) modulo une infinité
de premiers P. Par conséquent c(f,v) = ¢(w,) + ¢'(w,). Par le Théoreme de Densité
de Cebotarev, on obtient p*% = ¢ @ ¢', ce qui contredit l'irréductibilité absolue de p (cf
Taylor [66]). O

3. Le cas exceptionnel.

Le but de cette partie est d’identifier les premiers p pour lesquels 'image de la composée
7 : Gr — GLg(k) 2 PGLy(k) est isomorphe & A4, Sy ou As. Nous proposerons deux
méthodes qui exploitent toutes les deux le fait que tout élément de pr(p(Gr)) est d’ordre
au plus 5.

La premiere méthode est celle de [59]. Pour tout idéal premier v de F' ne divisant pas
pn, qui est au-dessus d’'un nombre premier totalement décomposé dans F' on pose

As(v) = a(f,v)[alf,v)* = ) N@)*a(f,0)* = 20 (0) N () 1):

fa(f,0)* = 4 (v) N@)*H[a(f,v)* = 3a(f, v)*(w) N(0)"07" + 3 (v) N ()07,
SiI'image de propy p est isomorphe & Ay, Sy ou As, alors Ay(v) € P. Cette méthode n’est
pas effective, car on ne peut pas produire en général un v tel que As(v) # 0. Néanmoins
elle est assez facile & mettre en marche sur des exemples.

La deuxieme méthode utilise le comportement de p en p. Par le Cor.1.5, pour tout
7 € Jp, il existe des €, € {£1}, tels que pour tout p | p et pour tout générateur x de F;fp

I e e,
T€G(F g, /)

I’élément

appartient a pr(p(Ip)) et il est donc d’ordre au plus 5 (dans le cas (ORD) on peut méme
supposer e, = 1, pour tout 7 € Jp). Si Jpp = {71, ..., T, }, alors on trouve que ’élément

€r (kn - 1) + 672p(]€7-2 — 1) + ...+ éTfppfp_l(kap — 1)
est d’ordre au plus 5 dans Z /(pr —1), et donc

5((kry = 1) +plkr, — 1) + ... —i—pf*’_l(kap -1) > pfp —1.
Si on replace le générateur T successivement par :L,pjpr’ "'7xpfp71 et on somme les

inégalité ainsi obtenues, on trouve : 5(1 +p+ ... +pr =) ( 3 (k. —1)) > fu(p/r — 1).
TEJF,p
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Pour tout p [ ponadonc5( Y (kr—1)) > fo(p—1) et donc5( > (k-—1)) > d(p—1).

TEJFm Te€JR
On en déduit que pr(p(Gr)) ne peut pas étre isomorphe a Ay, Sy ou As, si

d(p—1)>5( ) (k; —1)).

TeJR

Notons que cette hypotheése découle de (II) dés que d > 5. De plus, si d = 2 et
k = (2,4) ’hypothese (IT) est satisfaite pour p > 7, et si d = 3 et k = (2,2,4) ’hypothese
(IT) est satisfaite pour p > 11.

4. Le cas diédral.

On étudie dans cette partie le cas ou I'image de la composée p : Gp — GLa(k) Lt
PGLsy(k) isomorphe au groupe diédral Ds,, pour un certain entier n > 3, qui est premier
a p. Soit C,, le sous-groupe cyclique d’ordre n de Ds,,. Comme pr—!(C,,) est commutatif,
formé d’éléments semi-simples (p ne divise pas n), il est contenu dans un tore de GLo(k)
et on peut donc le diagonaliser. Alors pr—!(Ds,\C,) est contenu dans le normalisateur de
ce tore et, par conséquent, il est représenté par des matrices anti-diagonales.

Soit € : Do, — {£1} la signature et soit K le corps fixe de ker(e o prop). Le corps K
est une extension quadratique de F', qui non-ramifiée hors de n. Comme restriction de p a
G K est abélienne nous allons pouvoir appliquer la théorie du corps de classes.

Soit ¢ I’élément non-trivial du groupe de Galois G(K/F). Comme p est absolument
irréductible, mais PGy De I'est pas, il existe un caractere @ga1 : G — Fp différent de son

conjugué @i et tel que Py g, = Ygal D Pg,)-

LEMME 4.1. Soit p un premier de F' divisant p. Supposons que p # 2k, — 1, pour tout
T € Jpyp. Alors

(i) le corps K est non-ramifié en p,

(ii) le premier p de F' se décompose dans K comme pp¢, et les poids de Fontaine-
Laffaille de g1 en p (resp. p¢) sont donnés par (pr)regp, (resp. (¢r)reip,), OU {pr, ¢r} =
{ms, kg — m; — 1} tout 7 € Jp.

Démonstration : (i) Si K/F était ramifiée en p, alors p(I,) contiendrait au moins
une matrice anti-diagonale et les vecteurs de la base ne seront donc pas propres pour
tout le groupe p(I). Or, le groupe p(fy) est trigonalisable et admet dont au moins un
vecteur propre commun. Par conséquent, les éléments de prop(l,) seraient d’ordre < 2.
En utilisant le calcul de §3 et le fait que p > kg, on déduit que pour tout 7 € Jgp, on a
2(k; — 1) = p — 1. Contradiction.

(ii) Par Cor.1.5 @4l EBgogal est cristalline en B de poids (m,, ko —m; —1)r¢p,. Comme
(gogalcpgal)um = w‘ll;ko, I’action de ¢ échange les poids m, et kg — m,; — 1, et donc p se
décompose dans ’extension quadratique. Il

Soit O lanneau des entiers de K, et soit O sa complétion profinie. Notons 55:1 le

sous-groupe de O™ formé des éléments = 1 (mod n). Alors f):l est le produit de p-partie

H‘mp D% et sa hors-de-p-partie, notée par )S:ﬁp).

Par la théorie de corps de classes global, le groupe de Galois de I'extension abélienne
maximale n-ramifiée (resp. np>-ramifiée) de K est isomorphe & Clg n := Ax /K XD:IK ol
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(resp. Clg npee == Aj /KX;S:?)K@). On a une suite exacte :
(IV.2) 1— (HD;})/{G €O le—1en} — Clgppe — Clgn— 1
PBlp

PROPOSITION 4.2. (i) Supposons que pour tout T € Jp, p # 2k, — 1 et que pr(p(Gr))
est dihédral. Alors, il existe

—une extension quadratique CM K/F, de discriminant A /F divisant n et dans laquelle
tous les premiers p de F' au-dessus de p se décomposent, et

—un caractére de Hecke p de K de conducteur divisant nAI_{}F et de type (m,, ko—1—

Mmr)rety @ Uinfini, et tel que
p=Indk ¢y (mod P).
(ii) Supposons que f n’est pas une série théta. Alors pour tout premier P en dehors
d’un ensemble fini, le groupe pr(p(Gr)) n’est pas dihédral.

REMARQUE 4.3. Les premiers p pour lesquels la congruence p = Indf(go (mod P)
puisse apparaitre devraient étre controlés par la valeur spéciale de la fonction L du caractere
de Hecke ¢/¢° (dans le cas elliptique ceci a été démontré par Hida [31] et Ribet [60]; voir
aussi Thms A et B).

Proof : (i) Par (IV.2) et le lemme ci-dessus, on a @ga1 : Clgnpee — £ dont la
restriction & H‘Blp 53;3 est donnée par le caractere algébrique de poids (m,, ko—m,—1),¢c .
Notons que ce caractére est trivial sur 9.

Par le lemme 2.3, il existe un relevement Qg1 : Clg npe — O, dont la restriction a
Hgmp D% est encore donnée le caractere algébrique de poids k = (m., ko —m; —1),¢cj. (et
qui est donc triviale sur ©%).

On fixe des plongements de Q dans Q, et dans C, et on pose ¢(z) = ngal(a:):U;ka:’;o.
Alors ¢ est le caractere de Hecke de K cherché.

(ii) II existe un nombre fini de caractéres de Hecke ¢ comme ci-dessus. Par conséquent,
si pr(p(Gr)) est dihédrale pour une infinités de premiers P, alors on pourrait trouver ¢
comme ci-dessus et tel que la congruence p = Ind% ¢ (mod P) arrive pour une infinités de
premiers P. Donc, ceci serait une égalité et f serait égale a la série théta associée a p. U

5. Etude de 'image de p.

THEOREME 5.1. (Dickson) (i) Tout sous-groupe irréductible de PSLo(k) d’ordre multi-
ple de p est conjugué dans PGLa(k) @ PSLa(IF,) ou PGL2(F,), ot q est une puissance de
.

(ii) Tout sous-groupe irréductible de PSLa(k) d’ordre premier a p est soit dihédral, soit
isomorphe a Ay, Sy ou As.

Comme application de ce théoreme, et de Prop.2.1, Prop.4.2 et §3, on obtient

PROPOSITION 5.2. Soit f € Si(n,v) une forme nouvelle, qui n’est pas une série théta.
Alors, pour tout premier P en dehors d’un ensemble fini, l'image de la représentation
P-adique p associée a f est grosse, c’est-a-dire que l'on a la condition suivante

(LI5) il existe une puissance q de p telle que SLa(IFq) CIm(p) C x* GLa(F,).

Cette proposition généralise au cas des formes modulaires de Hilbert, des résultats de
Serre [61] et Ribet [59] concernant respectivement le cas d’une courbe elliptique et celui
d’une forme modulaire classique.
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Soit F le compositum de F est du sous-corps de Q fixé par le groupe de Galois ker(yw).
Notons que si le caractere central 1 de f est trivial ou quadratique, on a F=F.

L’extension F /F est galoisienne et non-ramifiée en p, car le caractére central ¢ de f
est de conducteur premier a p. En d’autres termes G 7 est un sous-groupe distingué de Gp
contenant le sous-groupe d’inertie I,,.

On pose D = Det(ﬁ(gﬁ))(lﬁ‘;)l_ko.

PROPOSITION 5.3. Supposons (LIz). Alors, il existe une puissance q de p telle que
ou bien p(G ) = GLa(Fy)? := {y € GLy(F,) | Det(y) € D}
ou bien p(Gp) = (IFqX2 GLy(F, )P = {y € IFqXQ GLy(F,) | Det(y) € D}

Démonstration : On montre d’abord que pr(p(G 7)) est irréductible d’ordre multiple de
p. D’apres (LI), le groupe pr(Im(p)) est isomorphe & PSLy(FF,;) ou PGLy(F,). Le groupe
p(G ) est un sous-groupe distingué non-trivial de pr(Im(p)) (puisqu’il contient pr(p(1,))
et p>ko; voir Cor.1.5). Comme PSLy(FF;) est un groupe simple d’indice 2 dans PGLy(Fy),
on déduit

PSLs(F,) € pr(p(G 7)) C pr(Im(p)) © PGLa(F,).

LEMME 5.4. Soit H un groupe de centre Z et soit pr: H — H/Z la projection canon-
ique. Soient P et Q deux sous-groupes de H tels que pr(P) D pr(Q). Si de plus Q n’a pas
de quotients abéliens non-triviauz (C' = C), alors P D Q.

(ona BZ > CZ et donc B D B = (BZ)dr 5 (CZ)der = ¢der = C)
Il découle de ce lemme que p(G z) D SL2(F,), et donc
(7 GL2(Fy))” 2 p(G5) D (GL2(Fy)”.

Puisque [(k* GLa(F,))? : (GL2(F,))P] < 2 on a la proposition. O

Soit y € F2 \F, tel que y? € Fy. Alors (IF;2 GLy(F,))?P = GLa(F,)P I (y GLa(F,))?
et donc Tlr((IE<‘qX2 GL2(F,))P) = F,UyF,. Par conséquent, la F,-algebre engendrée par les
traces des éléments de (IF“qX2 GL2(F,))P est égale a F o, alors que pr((IF'qX2 GLy(F,))P) C
PGLy(F,).

6. Etude de I'image de Ind% p-
Dans toute cette partie on suppose (LI5).

6.1. La condition (LIIndp)' D’apres de la proposition 5.2, il existe alors une puis-
sance q de p, telle que pr(p(G z)) = PSL2(F;) ou PGLy(F,). Considérons la représentation
pr(Ind}5) : Gz — PGLy(F,)7r.

Tout automorphisme de PSLa(F,;) (resp. PGLy(F,)) est la composée de la conjugaison
par un élément de PGLy(F,) et d'un automorphisme de Galois de F,. Par un lemme de
[59] dii a Serre, il existe une partition Jp = [];; J};, et pour toutt € I et 7 € J}; il existe
un élément o; » € Gal(F,/F),) tel que

pr(¢(SLa(Fy)")) < pr(Ind (G 7)) € pr(@(GLa(Fy)")),
olt ¢ = (¢")ier : GLa(F,)" — GLy(F,)’F est donné par ¢'(M;) = (Mgi’T)TEJ%.

)

En gardant ces notations, on introduit la condition suivante sur I'image de Ind%ﬁ :

(LI,q;) Ona (LIz) et Vie I,V 7,7 € Jo(r# 7 =010 # 0irr).
Nous avons maintenant besoin d’introduire une hypothese de généricité sur le poids k.
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6.2. La notion de poids non-induit.

DEFINITION 6.1. On dit que le poids k € Z[Jr] est non-induit, s'il n’existe pas de
sous-corps strict F’ de F et de poids k' € Z[Jg/] tel que pour tout 7 € Jp, k, = k!

T pr”

Posons k = ZFeJﬁ k=T € Z[J 5], ot pour tout T € J5 on pose kx = kz|,.

On peut aussi définir K ainsi: J 7 s'identifie au groupe Q’(ﬁ / Q), alors que Jp s’identifie &
I’ensemble des classes a gauche G(F/Q)/G(F/F). Via ces deux identifications I'application
k: Jz — Z est la composée de la projection canonique Jz — Jp, suivie de k : Jp — Z.

Le groupe Gq agit sur Z[J5| par k= Z?—eJﬁ k=T — K = Z?EJ,; k==7. On a

LEMME 6.2. k€Z[JF| est non-induit, si et seulement si, Gr={T' €Gq | k=k"}.

REMARQUE 6.3. (i) Un élément 7/ € G agit & gauche sur Jp (resp. sur Z[Jr]) par
T — 7'T (resp. par k=) _k; — 7'k =) _ky-1,7). Shimura définit le sous-corps ®;, de
F comme le sous-corps de Q fixé par le groupe de Galois {r" € Go |7’k = k}. 1l est clair
quepour 7 € G(F/Q),onaT e G(F/P) — V7' € G(F/Q) kz = kz.

Il semble que le fait que & soit non-induit, ne puisse pas s’exprimer en général en termes
de ®. Par exemple, lorsque F' est galoisien (F = F)) :

— k est non-induit si et seulement si & n’est pas trivial sur les classes & droite de
G(F/ Q) modulo un sous-groupe non-trivial, alors que

— la condition ®; = F revient a dire que k n’est pas trivial sur les classes a gauche de
G(F/ Q) modulo un sous-groupe non-trivial.

(ii) Si k est non-induit, alors il est en particulier non-parallele. Si le degré d du corps
F est un nombre premier, ces deux conditions sont équivalentes.

PROPOSITION 6.4. Supposons que k est non-induit et que pour tout T # 7' € Jp on a
p # kr + ko — 1. Alors (L) implique (LI, ;).
Démonstration : Soient 71,72 € Gg tels que pour tout g € G5 on a pr(p(7; tgm1)) =
pr(p(7; 'g72)). Il s’agit alors de prouver que 7, '7 € Gp. On pose p;(9) = p(7; 'g7i)
(1=1,2).

Soit P un idéal premier de F au-desus d’un idéal premier p de F' divisant p. On note
R (resp. h;) le degré résidue de P™ (resp. p™i), i = 1,2. Par Cor.1.5 on a ﬁi|I;'S' =& Dy,

olt & (resp. &;) Ip — Ln;i - F*, — IE‘XhZ_ — Kk est la composée de la conjugaison par

o p
i, de la projection sur l'inertie moderée, de la norme, et du caractere z —  [[ 7(x)P"
TeJF,pTi
(resp. x — [ 7(x)¥), ou {pr,q-} = {m+,ko — 1 — m.}. Dans le cas (ORD) on peut

TEJF,pTi
méme supposer que pour tout 7 € Jp, on a p, = m, et ¢ = kg — 1 — m.

Notons que €10, = €20y = w0, Puisque Iy C Gp et prop; = prop, sur gﬁ, on peut
supposer que £1/61 = €2/d2. En variant % on en déduit que pour tout 7 € J, kx = k??fl?
(on utilise ici que p > kg ainsi que p # k; + k. — 1). Comme k est non-induit, on déduit
de le lemme 6.2 que 771_17'2 €gr. O

6.3. L’image de Ind%ﬁ est grosse. Les résultats de ce paragraphe joueront un role
important dans le chapitre VI. Posons

D
H(F,) = (H GLQ(Fq)> = {(Mi)ief S HGLg(Fq)( 36 € D, Vi, Det(M;) = 5}.

el i€l
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LEMME 6.5. Soitd : FX, — F*, le morphisme de groupes donné par x II T(z)%.
P P TEg(th /Fp)
On suppose que pour tout 7 € G(F,n /Fy), 2a, <p—1 et Im(6%) C Fy (g = pl). Alors
Im(5) C Iy

Démonstration : Puisque F NF,» = [, on peut supposer que h est multiple de l,

disons h = rl. Il s’agit alors de prouver I'assertion suivante :

f-1
. —1
Siag= Zaip’, avec 0 < a; < pT, alors (¢" — 112a(q¢ — 1) = ¢" — 1|a(q — 1)).
i=0

Supposons que 1+ pt + ... + p =D divise 2a = Zfl:_ol 2a;p’. Comme 0 < a; < B5=, ceci

implique que le quotient vaut le nombre pair Zé;é 2a;p*, d’ot le lemme. O

LEMME 6.6. Supposons que p>2kq. Alors,

(i) pour tout yp divisant p, p(Ip) est contenu dans un sous-groupe de Borel de GLo(Fy),
ou bien dans un tore non-deployé de GLa(IF,), le second cas ne pouvant pas se produire si
f est ordinaire en p,

(if) Ind3p(I,) C S(H(F,)),

(i) G(H(Fy)) C IndE5(G 7).

Démonstration : (i) Posons h := |Jgp|. Par Cor.1.5 on a ﬁ|1p5'5' = &p @ b, Ol €

(resp. 0p) Ip — K* est la composée de la projection sur l'inertie modérée de niveau

h, I, — IF‘;h et du caractere ¢ : * — [ 7T(x)P" (resp. § : x — ][] 7(x)?), avec
TEJFp TEJFp

{pr,ar} ={ms, ko — 1 —m-}.

Soit zp, un générateur de ]F;h. Comme les traces des éléments de p(G z) appartiennent
a F,[TyF,, on a (e(zp) + 8(zp))? € Fy et donc e(xp,)? + 0(zp)? € Fy.

Si e(xp)?,6(xp)? € F et p > 2ko, il découle du lemme 6.5 que e(zp,), 0(zy) € Fy. Par
conséquent I, fixe une droite F,-rationnelle, et p(/,) donc contenu dans un sous-groupe de
Borel de GLy(F,).

Sinon e(x)? et §(xp)? sont conjugués par I'élément non-trivial de Gal(F 2 /F,), et
donc e(xy)* = 6(x,)??. Puisque p>2ko, on a e(xy) = 6(xp)? et donc e(zy) 4 0(zp)? € FX.
Par conséquent Tr(p(Iy)) C Fy, et donc p(I,) C GL2(F,). Dans ce cas p({p) est contenu is
contained dans un tore non-deployé de GLy(FFy).

Si f est ordinaire en p, alors pour tout 7, p, = m; < kg — m; — 1 = ¢, et donc
e(xn)® # 6(zn)*.

(i) La condition du déterminant P étant satisfaite, nous devons juste vérifier que :
pour tout i € I et 7,7’ € J}} le caractere

I - {£1} . g = (p(7;;951:)) " (P(&; 2,95:.))

est trivial. Ceci découle de p>2kg, comme dans la preuve de Prop.6.4.

(iii) On a vu au début de cette partie que pr(¢(SLa(F,)!)) C pr(Ind% p(Gp)). Parle
lemme 5.4, on en déduit que ¢(PSLa(F,)!) C Indg p(Gp)

Comme ¢(H(F,)) = ¢(SLa(Fy)T) Indg p(1p), on a l'assertion. O
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7. Congruences entre conjugués internes.

Les résultats de cette partie ne seront pas utilisés dans la suite.

La proposition suivante généralise un résultat de Ribet [59] sur les familles de formes
modulaires classiques, au cas de la famille de conjugués internes d’une forme modulaire de
Hilbert.

PROPOSITION 7.1. Supposons (LIz) et que k est non-induit. Supposons de plus que
p > 2k est totalement décomposé dans F'. Alors,

(GL2(F,)’")P ¢ IndZp(G5) € (p(Gp) ") . ou D =F;*.

REMARQUE 7.2. L’hypothese que k est non-induit exclut le cas ou f proviendrait
par changement de base d’un sous-corps strict de F. L’hypothése que p est totalement
décomposé dans F exclut le cas, ou un conjugué interne de f soit congru a un conjugué
externe de f. Ces deux hypotheses supplémentaires visent donc a exclure des phénomenes
qui ne se produisent pas dans le cas classique (F' = Q).

PROPOSITION 7.3. Supposons que f n’est pas une série théta, et que la condition
(LIIndz) n’est pas satisfaite pour une infinité de premiers P. Alors il existe T € Jp, T # id

et un caractére de Hecke d’ordre fini € de F de conducteur divisant NF/Q(n), tels que pour

tout premier v { Ng/g(n) de F' totalement décomposé dans F', on a c(fr,v) = e(v)c(f,v).

Démonstration : Comme f n’est pas une série théta, la condition (LI;) est vérifiée pour
tout premier P, en dehors d’un ensemble fini (¢f Prop.5.2). Prenons un tel P et supposons
que (LI,q;) n'est pas vérifiée. Alors, il existe 71,72 € Gg tels que 7 := 7, 'T1|F # id et pour
tout g € Gz, on apr p(7y 'g71) = prp(Ty 1g72). Comme (LL;) est vérifiée et G est un sous-
groupe distingué de Gz, la relation ci-dessus reste vraie pour tout g € G 5. par conséquent,
il existe un caractere egq : Gz — K™, tel que pour tout g € G, Py, (9) = €ga1(9)pf(9)-
Supposons que p > 2kg. Alors le méme argument que dans la démonstration de Prop.6.4
prouve que £g, est non-ramifié en les premiers divisant p. Par le lemme 2.3 €4, peut étre
relevé en un caractére de Hecke d’ordre fini ¢ de F' de conducteur divisant Ngjg(n). En
prenant le déterminant, on trouve v, = Egaﬂ, et il y a donc un nombre fini de tels €.
Pour tout premier v { np de F totalement décomposé dans F, on a c(fr,v) = e(v)c(f,v)
(mod P). Si (LIy,q,) n’est pas vérifiée pour une infinité de premiers P, alors la derniére
congruence se transformerait en égalité. Il

COROLLAIRE 7.4. Supposons que F' est galoisien de degré impair, et que le caractere
central ¢ de f est trivial (F = F\) Supposons de plus que f n’est pas une série théta et que
pour une infinité de premiers P (LIIndﬁ) n’est pas vérifice. Alors, il existe un sous-corps
F' C F et une forme modulaire de Hilbert f' sur F', dont est le changement de base a F
tordu par un caractére quadratique de conducteur divisant NF/@(n) soit égal a f.

Démonstration : Comme dans la preuve de Prop.7.3 il existe un caractere quadratique
e de F' de conducteur divisant Np/g(n) et id # 7 € Gal(F/ Q) tel que py = ggaip. Soit
F' C F (resp. F; D F) le corps fixe de 7 (resp. de ker(e.:)). Par hypotheése F//F’ est une
extension cyclique de degré impair h. Soit F" = H?Zl F;. Alors

h
CGal(F"/F') = {(u1, ..,up,) € {1} | Hu =1} x{r' | 0<i<h—1},

=1
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ou 7 agit sur (uq,..,up) par permutation circulaire. Si h = 3 le groupe Gal(F”/F’) est
isomorphe a A4.

La représentation p|g,, est invariante par Gal(F"/F’), mais le Théoreme de Descente
Cyclique de Langlangs ne s’applique pas directement, car Gal(F"/F’) est d’ordre pair.
Considérons le caractére quadratique 6 =¢e-e,2-..-€,n-1. Alors la G p-représentation dga1p
est invariante par Gal(F/F') et donc s'étend en une représentation de G /. En appliquant
le Théoreme de Descente Cyclique de Langlangs & § ® f on obtient f’ comme voulu. [



CHAPITRE V

Cohomologie modulo p des variétés modulaires de Hilbert

Le but de ce chapitre est de d’établir une version modulo p des résultats du chapitre
IIT sous les deux hypotheses suivantes : (I) p ne divise pas A = Ap N(n),

(I1) p—1> > ;. (kr—1) = |n| + d (le poids est p-petit).

Sous I'hypothese (I) la variété modulaire de Hilbert a bonne réduction en p et possede
des compactifications lisses sur Zj, et les représentations galoisiennes p-adiques que nous
considérons sont cristallines.

L’entier |n|+ d est égal a la longueur de la filtration de Hodge-Tate sur la cohomologie
de la variété modulaire de Hilbert. L’hypothese (II) est donc nécessaire pour appliquer la
théorie de Fontaine-Laffaille [23], ainsi que le Théoréme de Comparaison de Faltings[20].

1. Le complexe BGG sur O.

Le but de cette partie est de donner une version entiere sur O des résultats du chapitre
III, notamment du théoreme II1.5.1.

Tous les objets considérés sont sur O. Ainsi pour alléger les notations on écrira G resp.
g, & la place de Go = GL3(O)’F resp. go = gly(O)’F, etc.

1.1. Le complexe de Koszul. Le complexe de Koszul du G-module trivial O est le
complexe

. — Uo(g) ® Apg — Uo(g) ® g — Uo(g) = O — 0

Comme g = b@u~, g/b est un O[b]-facteur direct dans g, on a un morphisme de
B-modules Un(g) ® Apg — Uo(8) ®up(e) Ao(9/b). On en déduit un autre complexe

Uo(8) ®up(v) No(8/b) — O — 0,

noté S (g, b).

Plus généralement pour tout O-module libre V' muni d’une action de Up(g), on con-
sidere le complexe S (g,b) ® V, muni de I'action diagonale de Up(g). Or, pour tout
Uo(b)-module W, qui est aussi un O-module libre, on a un isomorphisme canonique de
Uo(g)-modules

(Uo(8) ®upey W) @V = Uo(g) @uge) (W @ V),
d’oll un autre complexe
Uo(8) Quy ) (Ao(g/b) @ V]p) =V — 0,

noté Sg(g,b,V). Dans le cas ou V =V, on le note S (g,b,n).

93
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1.2. Modules de Verma. Pour tout poids p € Z[Jr], on définit un Up(g)-module
Vo(r) := Uo(8) ®up(6) Wy On I'appelle le module de Verma de poids p.

LEMME 1.1. Soit W un B-module, libre de rang fini sur O de poids plus petits de
(p — 1)t. Alors, il existe filtration par des B-modules 0 = Wy C W1 C ... C W, = W telle
que pour tout i, W; /Wi = W, avec p; € Z[Jr]. De plus, les W, ,1 < i < r sont les
facteurs irréductibles du T-module W .

En particulier, si U agit trivialement sur W, alors W = @] W,,.

Démonstration :  Soit p1 le poids maximal de W (pour la relation d’ordre partielle
donnée par les racines positives de G) et soit v € W un vecteur O-primitif de poids p1.
Soit W' le Up(b)-module engendré par v. Alors W’ = W, et W' @ F, est irréductible, car
p1 < (p—1)t et N est libre de rang 1. Comme W est libre sur O on a une suite exacte de
B-modules
0 — Tor® (W/W',F,) — W @F, %> W aF,.

Comme W' @ F, est irréductible et v est primitif, la fleche ¢ est injective. On en déduit
que Tor{ (W/W' ,Fg) = 0, donc W/W' est libre sur O, ce qui nous donne le lemme par
récurrence. U

LEMME 1.2. Le module Si,(g,b,n) admet une filtration finie par des Uo(g)-modules de
quotient successifs de la forme Vo(u), p € Qi(n), ou Q(n) désigne ’ensemble des poids du
t-module N (g/ b) @ Volp-

Démonstration : Les poids de A% (g/ b)®V;,|p sont plus petits que (p—1)t. Par le lemme
précédent, il existe une filtration 0 = Fy C Fy C ... C F, = Ny(g/b) @ V,|p de quotients
successifs Wu§’ avec u§» décrivant ensemble Q(n) des poids de A% (g/ b) @V, (E)|p. Comme
de plus Uo(g) est un Up(b)-module libre, le foncteur Un(g) @y, p) ® est exact, d’olt le
lemme. ]

1.3. Caracteres centraux. Soit § : Up(g) — Uo(t) la projection venant de la
décomposition de Poincaré-Birkoff-Witt Up(g) = Uo(t) @ (u"Uo(g) + Uo(g)u). On en
déduit par restriction aux invariants pour 'action adjointe la fleche 6 : Up(g)® — Uo(t).

Notons que UFp(t) s’identifie avec l'algebre des fonctions régulieres sur Homo(t, F,) =

F,[JF], qui est une algebre de polynomes de Laurent et le groupe de Weyl de G agit dessus
par (ej - P)(u) = P(ej(u+t) —t). Le résultat suivant est un analogue du théoreme de
Harish-Chandra:

THEOREME 1.3. (Jantzen [39)]) O, induit un isomorphisme UFP(g)G — UFP(t){i}JF.

Pour p € Z[JF] et tout O-algebre R, on note dupg : tg — R le caractére correspondant
et Xu,r = dpg o Or la composée Ur(9)® — Ugr(t) — R. Cette définition est compatible
aux morphismes de O-algebres.

Si V est un Ug(g)-module engendré par un vecteur v de poids pu, qui est annulé par u,
alors Ur(g)® agit sur V par X, R-

Posons x,.p = Xu,0 et Xup = X,

COROLLAIRE 1.4. Pour tout yi € Z[JF], $i Xy, = Xy p, alors il eviste J C Jp tel que
w—(ej(n+1t)—1t) € pZ[Jr]. En particulier, si en plus p est plus petit que (p — 1)t, alors
p=ej(n+t)—t

. PROPOSITION 1.5. Soit pe Q'(n) (cf le lemme 1.2). Alors Xy, , = X, St et seulement
s’il existe J C Jp contenant i éléments et tel que p = €j(n+t) —t.
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Démonstration :  D’apres le corollaire, il ne reste qu’a vérifier pour J C Jr on a
es(n+t) —t € Q%(n), si et seulement si, J contient i éléments. D’apres le lemme 1.2, il
s’agit de prouver que W, ,1+)—+(E) apparait (avec multiplicité un) dans A’z (g/ b) @V, (E)|¢
si et seulement si J contient i éléments. Les poids de A%(g/b) ® V,(E)|; sont de la
forme ey (t) —t + v, ou J' C Jp contient i éléments et v est un poids de V,(F). Si
ej(n+t)—t =ep(t)—t+von aurait n = €;(v)+es(ey(t)) —t. Or, n est le poids maximal
de V,,(F), donc n domine v, et par conséquent J = J'. O

1.4. Décomposition par rapport aux caracteres centraux. D’apres le lemme
1.2 S;(g,b,n) admet une filtration finie par des Up(g)-modules de quotient successifs
de la forme Vo(u), p € Q'(n). Donc S¢(g,b,n) est annulé par une puissance de I'idéal
I:= [],cq0 (n) ker(xu,p) de 'anneau commutatif Uo (9)¢. Nous verrons comme conséquence
de la proposition 1.5, qu’en fait I lui-méme annule S%(g,b,n).

LEMME 1.6. Soit Pi,.., P, des idéaux d’un anneau commutatif R. On suppose que
Py..P. =0 et que pour tout i # j P;+P; = R. Alors tout R-module W s’écrit W = @, Whi,
avec WP = {m € W|Pym = 0}.

Les pR + ker(xp,p) = ker(X,,p), # € 2°(n), sont les idéaux maximaux de R. Soient

X1 = Xnp> Xo2r-sXr des représentants des caracteres X, ,, p € Q°%(n). Posons P; =
Y. =%, ker(x,,p). En appliquant ce lemme on obtient une décomposition du complexe
w,p—Xi

So(g.b.n) = &]_155(g. b,n)"
en somme de facteurs directes, car les différentielles sont Up(g)-équivariantes.
Notons par ailleurs que Vo(u)x, = Vo(u), si Xup = Xnp: et Vo(u)x, , = 0, sinon.
D’ici et de la proposition 1.5 on obtient le :
THEOREME 1.7. Le compleze Sé(g?b,n)yn’p est un facteur direct dans S%(g,b,n) et
S%(g, b, n)x, , = Vn. Pourtouti > 1, So(g,b,n)x, , admet une filtration dont les quotients

successifs sont les Vo(u), avec p € Q(n), Xup = Xnp- Précisément les quotients successifs
de la filtration sont données par les Vo(ej(n +t) —t), ou J décrit les sous-ensembles a i
éléments de Jp (avec multiplicité un).

1.5. Le complexe BGG pour les algébres des distributions. Soit Up(G) la O-
algebre des distributions sur G. Pour tout G-module V, libre sur O, on définit le complexe
0=V —Uo(G) Sup(p) (No(8/b) @ Vlp)

noté S (G, B, V). Dans le cas ou V =V, on note ce complexe S;(G, B,n).

REMARQUE 1.8. Le complexe S (G, B, V') n’est pas exact. Il le deviendra apres appli-
cation du foncteur de linéarisation de Grothendieck au fibré associé.

Comme dans la partie précédente on définit pour tout u € Z[JF] le module de Verma
V(p) = Uo(G) @) Wy On rappelle que Q°(n) est 'ensemble des p € Z[JF] tels que
W, est un sous-quotient irréductible de Al (g/b) ® V,|p. Le lemme 1.2 devient :

LEMME 1.9. Le module S} (G, B,n) admet une filtration finie par des Uo(G)-modules
de quotients successifs Vo(u), avec i € Q(n).

Comme Up(g) C Up(G) C Ug(g), le centre Up(g)“ de Un(g) est contenu dans le centre
de Up(G).
Dans la partie précédente on a défini les caractéres centraux X ,p = Xu,0 €t X, p = X Wy
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Si W est un Up(G)-module engendré par un vecteur v de poids p, annulé par u, alors
Uo(g)“ agit sur W par le caractére X, ,. Posons I = I1,.c00 () ker(xpup). D’aprés le lemme

précédent le O-module fini S&(G, B,n) est aussi un module sur R := Up(g)“/I. Soient

X1 = Xnps X2, Xy les différents homomorphismes d’algebres de R dans Fp. Posons pour
I1<j<r:

SH(G,B,n)x, = { = € S5(G, B,n)| H ker(xup) | =0
HGQ.(TL),XMW:Y]'
De la méme maniere que dans 1.4 on obtient la décomposition
(Vl) S(.Q(Gvan) = @22186(G7B7n)fj‘

Le théoreme principal que 'on veut prouver est le :

THEOREME 1.10. On a 8,(G,B,n)y, = @  Voles(n+t) —t).
JCJIp,|J|=i
Démonstration : Traitons d’abord le cas n = 0.
Comme u est abélien, U agit trivialement sur Ay,(g/b) et donc d’apres le lemme 1.2

/\29(9/ b) = @ We, @)—t-
JCJIp,|J|=i

Comme Up(G) est libre sur Up(B) on obtient :

SH(G,B,0) =SH(G,B,0)x,, = @ Voles(t) —1).
JCJp,|J|=i

Passons maintenant au cas général. On déduit du cas précédent la décomposition

SH(G,Bn) = P Uo(G) Bup) Wey)—t @ Va) -
JCTp | J|=i

En vertu du (V.1) le théoreme découle du lemme suivant, qui lui-méme est une conséquence
directe de la preuve de la proposition 1.5.

LEMME 1.11. On a (Uo(G) Ouo (B) (WeJ(t)—t ® Vn)) =Vol(es(n+1t)—t).

Yn,p
2. Complexe BGG pour les cristaux.

2.1. Cohomologie cristalline logarithmique et foncteur de linéarisation. Notre
référence est [51]Sect.4.

Pour tout 7 € N on pose S, = Spec((O /p"t1)), et pour tout Z[4]-schéma X, on pose
X, =X xS,

On a une équivalence de catégories entre la catégorie des cristaux sur (X o/ Sr)fgés et la
catégorie des Oy ®o-modules M qui sont localement libres et munis d’une connexion a

poles logarithmiques, intégrable, quasi-unipotente V: M — M ®@o, Q5 /s, (dlog(D))).
On a un foncteur L, dit de linéarisation, de la catégorie des faisceaux en O -modules

vers la catégorie des cristaux sur (X o/ Sr)fgigs.

Le lemme de Poincaré log-cristallin, dit que le complexe

(V.2) 0—V, =LV, ®oy, Q.YT/ST (dlog 00))

est une résolution.
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2.2. Complexe BGG dual pour les fibrés. Soient Wy et W2 deux B-modules de
poids plus petits que (p — 1)t. Posons W; = Fp(W;), i = 1,2 (¢f §5). Par [51]§5.2.4 on a
un morphisme

(V3) Homuo(G) (UO(G) ®Z/{(9(B) Wl),u@(G) ®UO(B) WQ) — Op.Diff.(ngr,ler),
qui devient un isomorphisme apres tensorisant avec E (cf (I111.3)).

On applique la construction du paragraphe précédent a la compactification toroidale

de la variété modulaire de Hilbert M’ et le fibré vectoriel V,,. Pour tout » € N on a un
. C . . . —
homomorphisme injectif de complexes de fibrés vectoriels sur M,

(V.4) K= @ Wleg(n+t)—t), = Vp @0, Q dlog 00).
JCIp M.

'HL/ST(

PROPOSITION 2.1. (V.4) est un homomorphisme injectif strict de complexes filtrés.

11 découle de cette proposition que L(K?) est un facteur direct de L(Vn®(9ﬁ/ Q.M’ /s (dlog 00)).
it L(J ) est

Ce-dernier est exacte par le lemme de Poincaré cristallin. Par conséquent L(K
également exacte. Comme le foncteur L est exact, on en déduit des isomorphismes filtrés
i <= 5\ o oA
H(]iR-log(MT7 Vn) = H] (MT7 IC?’L)
THEOREME 2.2. La suite spectrale de Hodge vers de Rham
o it =
EZIJ = @ H'* ‘J|(Mr7 Wq(n+t)—t,no) = Hlej-log(MT’ V”)
JCIp,|p(J)|=i

dégénére en Eq :

i gr 27 r—IJ ~F o
(V.5) gr HdR-log(MmVn) = @ H IJ‘(MT7W€J(n+t)—t)'
JCIp,|J|<r,|p(J)|=i

Démonstration : On procede comme dans la démonstration du Thm.5.1(ii), une fois que
I'on a Prop.2.1. Comme dans [51]I1.4, pour la dégénérescence en E; on utilise un théoréme
d'Tllusie [37], & la place du théoréme de Deligne sur C utilisé dans la démonstration du
Thm.5.1(ii). O

REMARQUE 2.3. (i) Par les arguments de Cor.II1.7.4(i) il est facile de voir que la
décomposition (V.5) est Hecke équivariante, sauf pour les opérateurs T}, avec p divisant p.
Lorsque p est totalement décomposé dans F', on pourrait utilisé un résultat de Wedhorn
[69] (généralisant les relations de congruence d’Eichler-Shimura), afin d’écrire T}, comme
somme de correspondances auxquelles la méthode de [22] s’applique. Malheureusement
cette approche n’est pas disponible lorsque p n’est pas totalement décomposé dans F'.

Dans la preuve du Thm.VI.2.7, nous allons démontrer la Tp-équivariance par une autre
méthode, apres localisation partielle (en dehors de p).

(ii) La commutativité des opérateurs de Hecke agissant sur (V.5) se démontre comme
dans Cor IIL.7.4(i). Le dernier morceau de la filtration de Hodge-Tate H(Y, WEJF (n46)—t,m0)
est indépendant de la compactification toroidale d’apres le Principe de Koecher (7.2), ce
qui nous donne une deuxieme preuve de la commutativité des opérateurs de Hecke sur
celui-ci.






CHAPITRE VI

Applications arithmétiques

Comme application de I’étude galoisienne du Chap.IV et du calcul des poids de Fontaine-
Laffaille de la cohomologie de la variété modulaire de Hilbert du Chap.V, nous obtenons

e la nullité de certaines composantes locales de la cohomologie du bord a coefficients
entiers p-adiques et comme corollaire le Théoreme A.

e la nullité de certaines composantes locales de la cohomologie non-médiane a coeffi-
cients entiers p-adiques.

e la liberté (de rang = 2%) de la cohomologie médiane & coefficients entiers p-adiques
sur certaines composantes locales de l'algebre de Hecke et la propriété d’étre Gorenstein
de ces derniéres (Théoreme B).

1. Cohomologie du bord localisée et critére de congruences.

Soit f € Sk(n,x) une forme modulaire de Hilbert, propre, normalisée et primitive pour
les opérateurs de Hecke (¢f1.4.1 et 1.6).

Soit P une place de Q au-dessus d’un nombre premier p. Soit F la complétion en P
d’un corps de nombres assez grand, et soit O son anneau des entiers (assez grand veut dire
qu’il contient les coefficients de Fourier des formes propres et normalisées de Si(n,x)).

Une forme g € Sk(n,x), propre et normalisée pour les opérateurs de Hecke, est dite
congrue a f modulo P, si leurs valeurs propres respectives pour les opérateurs de Hecke (ou,
de maniere équivalente, si leurs coefficients de Fourier respectifs) sont congrues modulo P.

Un premier P C Q est dit premier de congruence pour f s’il existe une forme g €
Sk(n, x), distincte de f, propre et normalisée pour les opérateurs de Hecke, et qui est
congrue a f modulo P.

On s’attend a ce que, comme dans le cas des formes modulaires elliptiques (d = 1)
traité par Hida [31, 32| et Ribet [60], ces premiers de congruence soient controlés par la
valeur en 1 de la fonction L adjointe de f, divisée par une certaine période provenant de
I'isomorphisme d’Eichler-Shimura. De tels résultats ont été obtenus par E. Ghate [27] en
niveau 1, lorsque k = 2t, ou bien lorsque k parallele, ' quadratique et f ordinaire en p.

En suivant [31], [27] et en utilisant notre résultat d’annulation de certaines composantes

locales de la cohomologie du bord nous obtenons un nouveau résultat dans cette direction
(c¢f Théoreme A).

1.1. Annulation de certaines composantes locales de la cohomologie du
bord. On introduit la condition suivante :
(PM) le poids médian ‘p(JF”;‘p(@)' = d(kOQ_l) n’appartient pas a {|p(J)|, J C Jr}.

Notons que (PM) est toujours satisfaite si le poids motivique d(kg — 1) est impair, ou
si d = 2 et k est non-parallele.

LEMME 1.1. Soit pg une représentation continue de G sur un k-espace vectoriel de
dimension finie W. Supposons que pour tout g € Gp, le polynome caractéristique de

(® Indg ?2)(g) annule po(g). Alors

99
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(i) sous (I), (II) et (LI;), pour tout h € Z, les poids h et d(kg — 1) — h (pour l'action
de linertie modérée en p) interviennent avec la méme multiplicité dans tout sous-quotient
g};-irréductible de pqg.

(ii) sous (I), (Irrp), (PM) et p— 1 > max(1, 2) > regplks — 1), tout sous-quotient
G p-irréductible de po contient au moins deux poids différents (pour action de l'inertie
modérée en p).

Démonstration : On peut supposer que pg est irréductible.

(i) D’apres le lemme IV.6.6, on a Ind%ﬁ(fp) C ¢(H(Fy)) C Ind%ﬁ(gﬁ). Soit T" le
tore de H(F,) contenant I'image de l'inertie modérée en p, et soit N’ le normalisateur de
T' dans H(F,). L'image par ¢ de N'/T" = {£1}! est le sous-groupe du groupe de Weyl
N/T = {£1}’F de G, formé des éléments qui sont constants sur la partition Jp = [[,c; J5.
En particulier ’élément de longueur maximale €, appartient toujours a ¢(N'/T").

Soit x € W un vecteur propre pour l'action de T”. Par la condition d’annulation, il
existe J, C Jp tel que 'inertie modérée en p agit sur = par le poids |p(J;)|.

Soit gj. € Gz tel que Indgﬁ(gJF) = €5, mod T". Alors po(gs,)(x) est de poids
Ip(JeAJp)| = d(ko — 1) — |p(Jz)|. Par conséquent pour tout h € Z, po(g,) établit une
bijection entre les espaces propres pour 'inertie modérée en p correspondant aux poids h
et d(k?() — 1) — h.

(ii) Sous (LIj) I'assertion est une conséquence de (i) et de (PM). Sinon par la Prop.IV.5.2
le groupe pr(p(Gr)) est diédral. Puisque F' est totalement réel, pr(p(G 7)) est aussi diédral
(cf §IV.4).

Soit N le normalisateur du tore standard T' de G. Posons N’ = Ind% p(Gz) C N(k) et
T' = N'NT(k). Alors N'/T" est un sous-groupe du groupe de Weyl {+1}/F = N/T de G.

D’apres 1V.§4, la représentation Ind%ﬁ est modérément ramifiée en p et I'image de I,
est contenue dans 7".

Soit x € W un vecteur propre pour l'action de T”. Par la condition d’annulation, il
existe J, C Jp tel que 'inertie modérée en p agit sur x par le poids |p(J;)]|.

Pour tout élément e; € N'/T', (J C Jr), soit g; € Gz tel que Ind%ﬁ(gJ) = €
mod 7”. On voit alors comme dans (i) que po(gs)(x) est de poids |p(JzAJ)|. Il reste a
démontrer que les |p(J,AJ)| ne sont pas tous égaux lorsque ey décrit les éléments de N'/T".
Observons que pour tout 7 € Jp, la projection N'/T" — {£1} sur la 7-iéme composante
est un homomorphisme surjectif. Ceci découle du fait que le groupe pr(py (G5)) est aussi
diédral. Par conséquent, on a :

d(ko — 1
> pear) = vy el
eJEN' /T’
D’ici et de I'hypothése (PM), on obtient 1’assertion voulue. t

REMARQUE 1.2. Le (i) du lemme précédent généralise le lemme clé de [18], de d =2 a
d quelconque. Ce lemme est faux si d > 3 sous les seules hypotheses (I), (IT) et (Irrz). En
effet, considérons I’exemple suivant pour d = 3 : soit L une extension galoisienne de Q de
groupe A4 et dont le sous-corps cubique F' fixé par le groupe de Klein est totalement réel;
soit K une extension quadratique de F' dans L et soit f une série théta de poids (2,2, 2)
associée a un caractere de Hecke de K; alors l'induite tensorielle ®Ind% p possede deux
sous-quotients irréductibles de dimension 4 et poids de Hodge-Tate (0,2,2,2) et (1,1,1,3).

Soit T" C T la sous-algeébre engendrée sur O par les opérateurs de Hecke en dehors d'un
ensemble fini de places contenant np. On pose m’ = mNT'.
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THEOREME 1.3. Supposons (I), (Irrz), (PM) et p — 1>max(1, 3) Y (k-—1). Alors
T€JR

(i) la w'-torsion de la cohomologie du bord Hy(Y,V,,)(k)[m'] s’annule,

(ii) L’accouplement de Poincaré HY (Y, V,(0)), x H}(Y,V,(0))., — O est une dualité
parfaite de O-modules libres de rang fini (la notation ()’ signifie que l'on a quotienté par
la torsion),

(i) HY (Y, V0 (O))w = HE(Y, V(O = H (¥, V, (O))uw

Démonstration : (i) Considérons la compactification minimale Y < Yé & 81%.
Les correspondances de Hecke s’étendent a Y@T‘ Par le théoreme de comparaison entre la

cohomologie de Betti et la cohomologie étale on a un isomorphisme Hecke équivariant de
suites longues :

(Y, V,u(k)) K))

H(Y, Vo (

. — H( Y*,juV (k)) — H"( Q,j*V (K)) _>HT(8Y—* i*Rjx Vp(K)) — ...

Considérons le Gg-module W] = H’"((‘)Yi‘ i*Rj. V,(k)). 1l s’agit de démontrer que
Wim'] = 0.

Par le lemme 1.1 on a que tout sous-quotient G z-irréductible de Wj [m] possede au
moins deux poids différents pour 'action de I'inertie modérée en p (la condition d’annulation
découle des relations de congruence [69] et du théoreme de densité de Cebotarev : en effet
les Frobenius d'un ensemble cofini de premiers totalement décomposés dans F' engendre
Gp)-

Pour avoir le (i), il suffit donc de démontrer que tout sous-quotient Gg-irréductible de

W} est pur (=contient un seul poids pour l'action de l'inertie modérée en p). Puisque
8M6 est dimension zéro, la suite spectrale H'(@Y@f, i*R*j. Vi (k)) = H'(@Y—* i*Rjx Vy(K))
donne W} = HO(OYQT, i*R"j, V,(K)).

Comme HO((‘)Y@T, i*R"j, V,,(k)) est un sous-quotient de HY (8}%’*, i*R"j, Vp(k)) il suffit
de démontrer que tout sous-quotient Gg-irréductible de ce-dernier est pur.

Ce sera fait, a 'aide d’un théoréme de Pink et d’une variante modulo p d’un résultat

de Kostant. Nous avons dii passer de Y & Y1, car le théoreme de Pink ne s’applique pas
au groupe G, alors qu’il s’applique au groupe G*.

Considérons la décomposition T'= D; x Dy, <%€ u91> = <g u91> (8 (1)>

Par [55] Thm.5.3.1, la restriction du faisceau étale i*R" j, V,,(F,) a la pointe C = oo de
Yé’*, est obtenu comme image réciproque par le foncteur de Pink du v~ 'T''yN B /4~ 1T'lyN
D;U-module

)

? HY(y~ Ty N D, Ho (v I Ty N U, V. (Fp))).
a+b=r

Sous I'hypothese (II), une variante modulo p d’un théoréme de Kostant (¢f [56]) donne
un isomorphisme de T-modules H (v~ T"'yNU, Vn(Fp)) = @ W S (n+t)—t- En décomposant
| J|=b

We,intt)—t = We nrt)—t1 @ We (ngt)—t,n Suivant T'= Dy x Dp, on obtient

Hll(,y—ll“l,yle’ Hb(’y_lrlfmev Vn (Fp))) = ‘Jeﬁ—b H* (’y—lrlfymDh WEJ(n+t)—t,l)®W€J(n+t)—t,h7

ou l'action galoisienne se fait uniquement sur le second facteur.
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H (8M6, i*R"j, V,,(F})) est une somme directe des sous-espaces HO(C, W, S (ntt)—t,n (Fp)),
|J| < r, chacun d’eux ne contenant qu’un seul poids, a savoir |p(J)|.

(i) Comme la dualité de Poincaré est parfaite sur E, il s’agit de démontrer que la
fleche naturelle H4(0)/H{(O) — HY(E)/H{(E) devient injective apres localisation en m’.
Pour cela, il suffit de voir que HE(O)y 1= HY(OM,V,(O))y est sans torsion, ou encore
que Hg_l(E/ O)w = 0. Par (i) et le lemme de Nakayama on a Hg_l(m)m/ = 0. Le
résultat voulu découle alors de la surjectivité de Hg_l(ﬂ)m —» Hg_l(E /O)m[w], ol w est
une uniformisante de O.

(iii) 11 s’agit de démontrer que 'on a H3(O)n = 0, ce qui découle de H3(k)mw = 0. O

1.2. Définition des périodes ij Rappelons que pour tout J C Jg on pose fj :=
€r\J - [ € Sks(n, ) et que f et f; ont les mémes valeurs propres pour les opérateurs de
Hecke.

En prenant le sous-espace () ker(T, — ¢(f,a)) de (I.14) on obtient

aCo
oy : (Cf] = H!d(Yan,Vn(C))[gJ, f]

Fixons un plongement de O «— C. Alors H}(Y*",V,,(0))" s’identifie avec I'image de
application HY (Y2 V,,(0)) — H4(Y*,V,(C)). Comme O est principal, le O-module
sans torsion Ly := H{(Y®V,,(0))'[€), f] est libre de rang 1. Fixons en une base n(f, J).

DEFINITION 1.4. Pour tout J C Jp on définit la période Q(f,J) = % eC*/O*.
On fixe Jy C Jp et on pose QF = Q(f, Jy) et Qp =Q(f, Jr\Vo).

REMARQUE 1.5. Les périodes Qf différent de celles initialement introduits par Hida
dans [31]. Les périodes de Hida mettent ensemble tous les conjuguées (externes!) de
f- Cette définition légerement différente est motivée par le critere de congruences que
nous voulons démontrer (Théoreme A). Nous n’avons su démontrer 1'autodualité (sous
I’accouplement de Poincaré tordu) que pour certaines composantes locales de la cohomolo-
gie enticre en degré médian Hfi(Yan,Vn(O))’ . Comme, en général, [ et ses conjuguées
externes n’appartiennent pas a la méme composante locale, nous sommes obligés de les
séparer pour la définition de la période.

1.3. Calcul d’un discriminant. Le but de ce paragraphe est le calcul du discrimi-
nant disc(L ;) du O-réseau Ly := HY(Y*,V,,(0))'[f] = @ scup Ly, par rapport & 'accouplement
de Poincaré tordu [ , ].

On a disc(Ly) = Det(([n(f, ), 1(f, 7' ))srca).

Par [27] (41), pour tout 7 € Jp et z,y € Hfi(Yan,Vn(C)) ona le; - z,y] = —[z, e - yl.

Le plongement O@ <— C que nous avons fixé auparavant détermine un plongement
79:F—C. On a

0 [0(f, D) (f, JF\J>]' -] _< [65(£): 8\ ()] )2
[(f, Tr\T)s (S, T)] 0 Q(f, NS, Tr\J)

disc(Ly) = H

T0EJCJp

Ona [65(f),81,\s(F)] = 2Xespd(f), -6(f)) = 2W (F){esp0(f),8(£)) = 2 W (f)(f, [,
ou f¢ désigne le conjugué complexe (externe) de f, ¢ est I'involution d’Atkin-Lehner et
W (f) est la constante complexe de I’équation fonctionnelle de la fonction L standard de

T0EJC IR
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f. D’ou Iégalité suivante dans E* /O (E désigne le corps des fractions de O) :

W), f>n>2

(VL.1) disc(Lf j. ® Ly ) = ( Q}FQ;

1.4. Formule de Shimura pour L(Ad°(f),1). Soit f € Si(n,v) propre, normalisée
et primitive pour les opérateurs de Hecke. Pour v idéal premier de F' on définit o, et G,
par (on rappelle que v est un caractére de Hecke de type not a l'infini)

¥(v) Ngjg(v) ,sivtn,
0 ,siv|n.

Oév—i—ﬁv:C(f,U), avﬁv: {

On définit la fonction L adjointe naive de f par le produit eulérien :
(VI.2)
_ s sv1—1
LYA(f),s) = [ ] [(1— w8y Neyg(v) =) (1=Npyg(v) ~*) (1= oy, Ny (v) )]

vin

On obtient LO(Ad%(f),s) = LO(Sym?(f) ® ¥, s + ko—1), avec LO(Sym?(f), 1, s) =
=TT (1?0 Neya () ™) (1-uButb(0) Niyg (0) =) (1-8,25(0) Ny (v) )|
vin

désigne la fonction L naive associée au carré symétrique de & f tordu par le caractere 1.
On note f€ la conjuguée complexe de f. On introduit une version tordue de la fonction
L associée au produit tensoriel de f et f¢ (¢f [62]) :

D(f, £,5) = L(f ® £<,8) [ (1= wBoaaBs N (v) ™) , ot L(f ® f¢,5) =

v

= H [(1— 0@ Niyg(v) ™) (1= Neyg(v) ™) (1= 800 Nigg(v)~*) (1=5uBy Nigyg(v) )]

-1

ainsi que sa variante naive DO(f, f¢, s) obtenue en enlevant les facteurs pour v|n.

En utilisant que pour tout v t n, ¢(f,v) = 1 (v)e(f,v) on obtient
(VL3) (p(25)D°(f, f¢,s+ko—1) = C(s)LO(Sym*(f) @, s+ko—1) = (p(s) LO(Ad°(f), 9).

L’intérét de passer par D(f, f¢, s) pour étudier LO(Ad°(f),s) est que nous disposons
de la formule suivante, démontrée par Shimura (le fait que la fonction D(f, f€,s) définie
par le produit eulérien ci-dessus coincide avec la série ) c(f,a)c(f, a) Ng/g(a)™* étudiée
par Shimura dans [63], est vérifié dans [36] lemme 7.2) :

THEOREME 1.6. (Shimura [63] Prop. 4.13) Soit f € Sk(n,) propre, normalisée et
primitive pour les opérateurs de Hecke. Alors

Ress—1 D(f, [, s+ ko—1) = 27 (4m) ¥ T T(kr) ™ Rplo} : 0*?)(f, £).

Te€JR
Rappelons que (f, f) = u(T1(c, n)\Hr)"L(f, f)n et que d’apres [63] (2.31) on a
a1 m\Hr) = 21 N (0)*2(r(2)[0% - 0°%) 7" Npyg(n) [ [(1 + Nigrg(0) 7).
vln
On en déduit la formule :
(4m) ¥l 79 Ress—1 (O (s)
28R T, ey, (k)

(V1.4) C%(2) Reso—1 D(f, f¢ 5 + ko—1) = (f, Fn-
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On définit la fonction L adjointe imprimitive L*(Ad°(f),s) en complétant la fonction
L adjointe naive L°(Ad°(f), s), définie dans (VI.2), de fagon & avoir la relation

L*(Ad°(f),s)D°(f, f¢, s + ko—1) = L°(Ad°(f), s)D(f, f€, 5 + ko—1).

Un calcul explicite de [36] (7.7) donne L*(Ad°(f),s) = L°(Ad°(f), s) I, L LE(AdY(f), s),
ol pour v|n

1—Ngyg(v)~* , si f est série principale et minimale en v,
Li(AdY(f),s) = 1—Ngg(v)~*7! | si f est spéciale et minimale en v,
1 , sinon.

En suivant Deligne [12] on associe & L*(Ad%(f), s) le facteur d’Euler suivant

L(AdY(f),s) = H 72D (s +1)/2)(27)°F 10 (s + k- — 1) et on pose

TEJR
A*(Ad°(f), 5) = D(AQ°(f), s)L*(Ad’(f), )
A partir de (VL3) et (VL.4) on trouve alors
olk|—1

REMARQUE 1.7. Nous avons vu dans le chapitre III que 'on peut associer a f une
représentation p du groupe de Galois absolu Gg de F', a valeurs dans GLs. On peut alors
considérer la représentation adjointe Ad%(p) de G sur les matrices 2x 2 de trace nulle (donc
& valeurs dans GL3) et lui associer sa fonction L, notée L(Ad°(p),s). Par la compatibilité
entre la correspondance de Langlands locale et globale, établie dans notre cas par Carayol,
L(Ad%(p), s) coincide avec la fonction L adjointe de la représentation automorphe associée
de f. Néanmoins elle peut différer de L*(Ad°(f),s) en les places v divisant n (cf [36]
(7.3¢))

(VL5) A*(Ad°(f),1)

1.5. Construction de congruences.

LEMME 1.8. Soient V7 et Vo deux E-espaces vectoriels de dimension finie et soit L un
O-réseau de V=V @& Va. Pour j = 1,2, posons L; = LNV; et notons L7 Ulimage de la
projection de L sur Vj. Alors :

(i) L; C L7 sont des réseauz de V; et L; est un facteur direct dans L,

(ii) On a des isomorphismes canoniques de O-modules finis :

(VL.6) L')Ly & L)Ly @ Ly = L?/Ly
Ce O-module, noté Cy(L; V1, Va), est appelé module de congruence.

La proposition suivante se trouve dans Deligne-Serre [16] Lemme 6.11 et nous servira
pour la construction de congruences :

PROPOSITION 1.9. Gardons les notations du lemme 1.8. Soit T une algébre commuta-
tive d’endomorphismes de V', préservant le réseau L, ainsi que la décomposition en somme
directe Vi @ Va. Notons T j Uimage de T dans End(Vj), j = 1,2.

Supposons que le module de congruence Co(L; Vi, Va) n’est pas nul, ce qui revient a dire
que {P} = Ass(Co(L; V1, Va2)) = Supp(Co(L; Vi, Va)).

Soit my un idéal mazimal de Ty, de corps résiduel k1, tel que L'/L1 @7, k1 # 0 et
notons 9_1 : 71 — K1 le caractére correspondant.
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Alors il existe un anneau de valuation discréte O' d’idéal mazimal P’ (avec P'NO = P),
de corps résiduel k' D k1 et de corps des fmc_tions E' (extension finie de E) et un caractére
Oy : To — O tel que pour tout T € T on a 01(T) = 02(T) (mod P’).

Démonstration : Notons 7; la projection de 7 sur 7, j = 1,2. Alors m = 7['1_1(1111) est
un idéal maximal de T de corps résiduel k1. Posons my = pa(m).
Puisque l'isomorphisme (VI.6) du lemme 1.8 est 7-équivariant, on obtient

(LY/Ly) @7, (T1/m1) = (L/(L1 & La)) ©7 (T /m) = (L*/Ly) ®7, (T2 / m2)
Par hypothese (L'/L1) @7, (71 /m1) # 0. Donc my est un idéal maximal de 7o de

corps résiduel k1 et le caractere correspondant 0y : 79 — k1 fait commuter le diagramme
suivant

T1_ g
2
T, /0_27
Comme 7T 5 est une O-algebre finie et plate, il existe un idéal premier Po, contenu dans
my et tel que PoNO = 0. La réduction modulo P donne le caractére voulu 05 de 7o. [

THEOREME 1.10. (Théoréme A) Soient f et p vérifiant (I), (Irr;), (PM) et p—1 >
max(1, 3) Y regplbr —1).

* 0
Si P divise W, alors P est un premier de congruence pour f, en d’autres
£

termes il eziste une autre forme propre et normalisée g € S(n, x) telle que f = g (mod P).

T

Démonstration : L’idée est de réaliser P comme idéal premier associé & un O-module
de congruence non-nul, afin de pouvoir appliquer la Prop.1.9.

On pose L = H{(Y™ V,,(O))[+es, ]| CV = HH(Y™ V, (E))m[+es, ).

Soit Vi = H{(Y*™,V,,(E))[+€s,, f] (avec les notations de §1.2 on a L1 = LNV} =
Ly.go @ Ly gago):

Par la formule (VI.1) la forme bilinéaire | , ] est non-dégénérée sur Vi. Soit Vs
I’orthogonal de V; dans V.

Par (VL5) et (VI.1) et par 'hypothese faite sur P, on a 0 # disc(L;) € P. Par
Thm.1.3(ii) le O-réseau L est autodual pour l'accouplement tordu de Poincaré et donc
disc(L1) = [L* : L1]. Le module de congruence Cy(L; V7, Va) est donc non-nul et P appar-
tient & son support. Par la Prop.1.9 et la dualité entre T(C) et Si(n, 1)), on obtient une
autre forme propre et normalisée g € Si(n, x) telle que f = g (mod P). Donc P est un
premier de congruence pour f. ([

2. La cohomologie sur certaines composantes locales de ’algebre de Hecke.

2.1. La théorie des représentations modulaires de SL,. Les représentations
algébriques irréductibles de SLo(C) sont données par les puissances symétriques de la
représentation standard. D’autre part, le groupe SLo(F,) admet g + 4 représentations
irréductibles sur un C-espace vectoriel de dimension finie. Dans ces deux cas on a également
le théoreme de complete réductibilité (cf [26]).

On considere dans ce chapitre les représentations de SLy(IF,) sur un Fy-espace vectoriel
de dimension finie (représentations dites modulaires). Nous n’avons plus de théoreme de
complete réductibilité dans ce cas : en effet, 'action naturelle de SLy(F),) sur les polynémes
homogenes de degré p de F,,[X, Y], laisse stable le sous-espace ), X? @ F, Y?, mais ne laisse
stable aucun de ses supplémentaires.
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Néanmoins, on peut encore classifier les représentations irréductibles. Soit ¢ = p”™ une
puissance du premier p et G(F, /F,) = {61, ..,60,} le groupe de Galois de F,.

THEOREME 2.1. (Brauer-Nesbitt, Steinberg [64]) Le groupe SLo(F,) admet g représentations
irréductibles sur un Fg-espace vectoriel de dimension finie, a savoir les ®§:1(Sym“f)9j, ot
0<a;<p-—-1.

COROLLAIRE 2.2. Pour tout ensemble fini I le groupe [ [;.; SLa(Fy) admet ¢!l représentations
irréductibles sur un I -espace vectoriel de dimension finie, a savoir les ®;er (®§:1(Symaivf)9j) ,
mlogai,j Sp—l.

On trouve le lemme suivant dans article [49] de Mazur :

LEMME 2.3. Soit ® un groupe et soit py une représentation de ® sur un F,-espace
vectoriel de dimension finie W. Soit p : ® — GLa(Fy) une représentation absolument
irréductible tel que pour tout g € ® le polynome caractéristique de p(g) annule po(g).
Alors, on a p§> = p @ .. ® p et en particulier p € pg.

L“énoncé correspondant pour un autre groupe que GLo est faux en général. Voici un
contre-exemple pour GL3 : p = Sym? : GLy(F,) — GL3(F,) et po = Det : GLo(F,) —
GL;(F,). Néanmoins, nous avons une généralisation pour le groupe particulier

D
H(Fq) = <H GLQ(Fq)) = {(Mi)ie] S HGLQ(Fq)‘ 36 € D, Vi, Det(Mi) = 5} ,
iel icl
et sa représentation
p= Q) St7"7:H(Fy) — GLya(Fy) , (Mi)icr — Q) M,
iel,rei iel,reJt,
ou (J%)ier est une partition de Jp telle que pour tout i € I, les éléments (0 ;)¢ Ji, sont
deux & deux distincts de Gal(F, /F,) ( St = Sym' désigne la représentation standard de
degré 2 de SLo).

LEMME 2.4. Soit py une représentation de H(F,) sur un [Fq-espace vectoriel de dimen-
sion finie W, telle que pour tout g € H(F,) le polynome caractéristique de pi(g) annule
po(g). Alors p§® = p1 & .. ® p1 (i.e. tout sous-quotient irréductible de po est isomorphe a
p1)-

Démonstration : On peut supposer que pg est absolument irréductible. Considérons la
suite exacte
1— Hy(Fy) = [ [ SL2(Fy) — H(Fy) »D— 1.
iel
Par le Cor.2.2, tout sous-quotient irréductible de po g, (r,) est de la forme

®ier (®f—1(Sym;™)7) , avec 0 < a;; < p— 1.

Le sous-espace des vecteurs de plus haut poids de la représentation PO|H, (F,) €St stable
par le tore standard de H(F,), et donc contient un vecteur propre x pour Iaction de ce
tore. Puisque pg est irréductible, elle est engendrée par x, et donc pg est isomorphe a

Qg 4 . . . N . .
Rier (®§:1(Symi I )"J) tordu par une certaine puissance du caractere v (en particulier on

trouve que po g, (r,) est aussi irréductible).
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Comme le polynome caractéristique de p1 annule pg, 'ensemble des poids de pg est un
sous-ensemble des poids de p;. On en déduit facilement que py = p1. O

D’apres IV.§6.6, I'hypothese (LIiq3) implique que Ind(% p(G ) contient I'image de ¢ =
(¢")ier Ij(Fq) - GL2(Fq)Ji

Soit F' le sous-corps de Q fixe par p~1(¢(H (Fy))).

LEMME 2.5. (Lemme clé) Soit py une représentation continue de Qﬁ, sur un K-espace
vectoriel de dimension finie W. Supposons (LIwmap) et que pour tout g € Gz, le polynome
caractéristique de (® Indg p)(g) annule po(g). Alors tout sous-quotient G g, -irréductible de
po est isomorphe a ® Ind% p.

Démonstration : 1l suffit de traiter le cas ou pg est irréductible. L’idée est de démontrer
que l'action de Gz, sur W se fait a travers le groupe H (FF,) et d’appliquer le lemme 2.4.

Posons 7' = (Indg P)|gg,- Par Ihypothese d’annulation, le groupe po(ker(p’)) est un
p-groupe unipotent et donc W ker(?') = 0. De plus, Wker(®) est stable par G-
Comme W est irréductible, on obtient Wker(®) — W et donc I'action de G 7 osur W

se fait a travers H(IF;). On obtient ainsi un homomorphisme p{, faisant commuter le
diagramme suivant :

®Ind% 5
Go———"" . GLya(k)
°|
L md% 5
|
) ¢—1Oﬁ/
gﬁ' H(Fq)
oo -~
£o -
A —~
GL(W)

Le polynéme caractéristique de p; annule la représentation pj. Par le lemme 2.4 tout
sous-quotient H (IF,)-irréductible de W est isomorphe & p1, c’est-a-dire W% ~ @p; comme
H(F,)-modules. Comme 'action de Gz sur les deux cotés se fait & travers H(F,), on a
gagné. O

2.2. Cohomologie localisée de la variété de Hilbert. Soit T’ C T la sous-algebre
engendrée sur O par les opérateurs de Hecke en dehors d’un ensemble fini de places con-
tenant np. On pose m’ =mNT.

THEOREME 2.6. Supposons que f and p vérifient (I), (IT) et (LImmap). Alors
(1) H*(Y, Vi (K))w = Hd(Ya Vi (£))
(i) H*(Y, Vo (O) = HY(Y, V,,(O)) gy est un O-module libre de rang fini et H*(Y, V,, (E/ O))w
=HY Y,V (E/ O)) est un O-module divisible de corang fini.
(iil) L’accouplement HY(Y,V,(O0))w x HAY,V,(E/ O))w — O est une dualité parfaite de
Pontryagin.

Démonstration :
(i) Par Thm.V.2.2(i) lentier |p(J)| n’est pas un poids de H"(k), si r < d. Wedhorn [69]
a généralisé les relations d’Eichler-Shimura au cas modulaire de Hilbert pour les premiers
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totalement décomposés dans F. Par le théoréeme de densité de Cebotarev, les hypotheses du

lemme clé 2.5 sont alors satisfaites. On en déduit que H"(k)[m’] = 0, et donc H" (k) =0

par le lemme de Nakayama. Le cas r > d s’en déduit en utilisant la dualité Poincaré.
(ii)(iii) Par la suite exacte longue de cohomologie

.= H (k) — H(0) = H(0) — H" (k) — ...,

et par la nullité de H"(k)yy, lorsque r # d, on déduit que la multiplication par w est un
endomorphisme surjectif de H"(Q),y, d’ott la nullité de ce dernier pour r # d.
De méme, par la suite exacte longue

o H(@'0/0) —H(E/0) = H'(E/O) — H w10 /0) — ..,

on déduit une surjection H" (k) — H"(E/ O)yw [w] pour tout r # d. Comme H"(E/ O)ny
est un O-module de torsion, il est nul (pour n # d).
La localisation en m’ de la suite exacte longue de O-modules :

. —-HYE/O)— H'(0) — H'(E) — H(E/O) — ...,
est concentrée en les trois termes correspondants a r = d, d’ou l'assertion sur la liberté. [J
2.3. Sur la propriété de Gorenstein de I’algebre de Hecke.

THEOREME 2.7. (Théoréme B) Soient f et p vérifiant (I), (II) et (Lltyqz). Alors
(i) H*(Y,V,.(k))[m] = HY(Y, V,,(x))[m] est un k-espace vectoriel de dimension 2.
(i) H*(Y, Vo (O))m = HYY, V,,(O)) est libre de rang 2% sur Tp,.

(iii) T est Gorenstein.

Démonstration : Dans cette démonstration on pose W = Hd(Y@, V(%)) m- En utilisant
un niveau auxiliaire comme dans [18], on peut supposer que la condition (NT) de 1.§.1.3
est satisfaite.

(i) D’apres le Lemme clé 2.5 et les relations d’Eichler-Shimura (démontrées pour notre
groupe Resg GLg en les premiers p qui sont totalement décomposés dans F'; voir [69]) on
a un isomorphisme de G ﬁ,—modules

Wm]** = (®p)*".

Il est important de noter que I, C Gz,. Par le Thm.II1.7.3 on a r > 1. Afin de démontrer
que 7 = 1 on considere la restriction de ces représentations a I,,. La multiplicité du poids
maximal |p(Jr)| dans la partie droite vaut r, d’apres le Thm.II1.7.3, le Cor.II1.7.4(ii) et la
théorie de Fontaine-Laffaille.

D’autre part, par le Thm.V.2.2, la multiplicité de |p(Jp)| dans la partie gauche est
égale & la dimension du k-espace vectoriel H'(Y @ x, W, " (nt)—t,no ) [M] : en effet, par
la remarque V.2.3 il suffit de vérifier la Ty-équivariance de la m’-localisation de la limite
projective sur r de (V.5); or, par le Thm.2.6(ii) il s’agit de vérifier la Tp-équivariance d’un
isomorphisme de O-modules libres; il suffit donc de le vérifier apres extension des scalaires
a C, auquel cas c’est une conséquence du Théoreme de Multiplicité Un Fort (p est premier
au niveau n). Nous avons emprunté cette astuce a Diamond ([18] preuve de Prop.1).

Il nous reste de vérifier que dimy, H*(Y ®k, WGJF (n+t)—t,n)[M] = 1. On a WEJF (ntt)—timo =
Wk @ /2 11 s’agit de voir que deux formes modulaires de Hilbert normalisée de poids k,
niveau K (n) et a coefficients dans x = Ty, / m qui ont les mémes valeurs propres pour tout
les opérateurs de Hecke sont égales. On doit prendre soin d’observer que les opérateurs
de Hecke permutent les composantes connexes Mi(c,n) la variété de Shimura Y = Y7(n)
(I'idéal ¢ décrit un ensemble de représentants de Cl;). On conclut, en utilisant les relations
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de Hecke entre coefficients de Fourier et valeurs propres pour les opérateurs de Hecke et le
principe du g-développement (¢f I11.7.3) en la pointe a I’'co de chaque composante connexe
M, (C, l’l) .

Notons que méme si ’on ne dispose pas de la dégénérescence en E; de la suite spectrale
de Hodge vers de Rham, on obtient par les mémes arguments que r < 1 (au lieu de
r = 1), car on a toujours H'(Y ® &, WEJF(n+t)_t7n0)[m] > grlr(r)l HgR_log(Y ® K, Vp)[m].
Or H*(Y, V,,(O))m est non-nul puisque H*(Y, V,,(O0))m ® Q est libre de rang 2% sur 7 ® Q,
et donc r = 1.

(ii)(ili) L’argument donné par Mazur dans le cas des formes modulaires elliptiques reste
inchangé.

Par le Thm.A D'accouplement de Poincaré tordu W x W — k nous donne un isomor-
phisme W = Homr, (W, k), et donc W @7, k = W/ m W = Hom (W [m], k). D’ici et du (i),
on trouve

dim, (W @r,, k) = dim, (W [m]) = 2%.
Le (ii) découle alors du lemme suivant

LEMME 2.8. Soit T une O-algébre locale sans torsion (i.e. T — T @pFE) d’idéal
maximal m et de corps résiduel k.

Soit M un T -module de type fini tel que M oE soit libre de rang r sur T QoF.
Supposons de plus que M Q7K est un k-espace vectoriel de dimension r. Alors M est libre
de rang r sur 7.

Démonstration : Puisque M ®7x est de dimension r, par le lemme de Nakayama il
existe un homomorphisme surjectif de 7-modules 7" — M. Son noyau Z est un O-module
sans torsion et on a une suite exacte de O-modules :

0—-Z—-T" — M—0.

En tensorisant cette suite exacte avec @ o E' (ou, ce qui revient au méme, avec 7(7 Qo E))
on obtient la suite exacte

0—->ZR0F — (T ®0FE) - M®oE — 0.
En comparant les dimension sur E on obtient Z®pFE = 0 et donc Z = 0, comme ce
dernier est sans torsion.

Enfin, le (iii) découle du (ii) et du fait que par le Thm.A, 'accouplement de Poincaré
tordu (I.12) identifie le Ty-module HY(Y,V,(0))m = HY(Y, V,,(O))m avec son O-dual. [






CHAPITRE VII

Modularité des déformations minimales de p.

1. Introduction et stratégie de la preuve.

On rappelle que p > 5 est un nombre premier et £ est un corps p-adique assez grand,
d’anneau des entiers O, d’uniformisante w, d’idéal maximal P, et de corps résiduel k. On
considere la représentation galoisienne résiduelle p : G — GLa(k) associée a une forme
modulaire nouvelle de Hilbert f.

Le but de ce chapitre est de démontrer que sous un certain nombre d’hypothéeses toute
déformation minimale de p est aussi modulaire.

La méthode suivie est celle des systemes de Taylor-Wiles. Plus précisément on considere
certains ensembles finis Q de places de F' de sorte que pour tout q € QQ on a :

e N(@) =1 (mod p),

e p est non-ramifié en q et p(Frob,) admet deux valeurs propres distincts dans .

On pose Ag = [[,eq Ag, 0l Aq désigne le p-Sylow de (0/q)* et Igp = (63 — 1,9 € Q)
est I'idéal d’augmentation de O[Ag] (ici 04 désigne un générateur de Ay).

Pour chaque ensemble fini () comme ci-dessus, on introduit un probleme de déformation
Fq de p, qui est pro-représentable par une O[Ag]-algebre locale noethérienne complete R
munie d’un isomorphisme canonique Rq /Ig R SR i=Re.

Par ailleurs, du coté géométrique, pour chaque () on considére un O-module My,
muni d’une action fidele d'une algebre de Hecke locale 7. Le module Mg est obtenu en
localisant la cohomologie médiane a coefficients dans O d’une variété modulaire de Hilbert,
en I'idéal maximal de 7 g. Le bon choix des conditions locales du probleme de déformation
Fq, le fait qu’on peut associer des représentation galoisiennes aux formes modulaires de
Hilbert (qui satisfont ces propriétés locales) et la méthode des pseudo-représentations donne
une fleche surjective : Rg — 7.

Par ailleurs, le module M possede naturellement une action de Ag, via les opérateurs
diamants, et cette action est aussi celle venant de la composée Rg — T — Endp(Mg)
et de la structure de O[Ag]-algebre sur Rq.

Les techniques d’algebre commutative, inventées par Wiles [71] et Taylor-Wiles[67]
(sous la forme axiomatisée par Fujiwara [25] et Diamond [17]), nous permettent alors
d’affirmer que R — 7, ce qui démontre la modularité des déformations minimales de p.

Le critere numérique de Wiles devrait permettre alors de monter le niveau et démontrer
que Ry, — T, pour tout X. C’est essentiellement connu pour les formes modulaires de
Hilbert provenant d’une algebre de quaternions, par un résultat de Fujiwara [25].

2. Déformation de représentations galoisiennes.

2.1. Quelques notations. Pour une place finie v de F' on note G,, le groupe de Galois
local GF,, I, son sous-groupe d’inertie et Frob, un élément de Frobenius.

Soit G un groupe de Galois (pour les applications G sera le groupe de Galois (X-ramifié)
d’un corps de nombres, d’un corps p-adique ou d’un corps fini).

111
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Etant donnés deux G-modules Nj et Ny on consideére le G-module Hom(Np, N2), ou
g € G agit sur h € Hom(Ny, Np) par : g - h(z) = g(h(g~!(z)). En particulier, étant donné
un G-module fini N, on définit son dual de Cartier N* = Homg(N, ,,(Q)), ot n désigne
I’exposant du groupe abélien N.

Enfin, si NV est un vectoriel muni d’une action linéaire de G, po : I' — GL(V), alors
on note Ad(po) (resp. Ad%(pp)) la représentation de G sur End(N) (resp. sur I'espace des

matrices de trace nulle End®(Ny)).

2.2. Classification des déformations locales. Soit une place finie v de F', ne di-
visant pas p. On se propose a faire une classification des représentation p,, : G, — GLa(k).

Cas 0 : p, est absolument irréductible. La classification de Dickson des sous-groupes
de GLy(k) et le fait que le groupe G, est résoluble, impliquent que I'image de p, dans
PGLy(r) est isomorphe a un certain groupe diédral Ds, (sauf peut-étre dans le cas ol v
divise 2, auquel cas cette image peut étre aussi isomorphe & A4 ou Sy). Dans le cas diédral,
on a p, = Indg;, P, o F’ est une extension quadratique de F, et ¥ : Gp» — k™ est un
caractere qui ne se prolonge pas a G,. En particulier, aucun des twists de p, n’admet de
partie non-triviale fixée par I,,. On distinguera (suivant Fujiwara [25]) deux sous-cas :

Cas Op , si on est dans le cas diédral et F’ est l’extension quadratique non-
ramifiée de F,. Alors p,(I,) est abélienne et comme de plus I, est un sous-groupe distingué
de G,, I'image I, dans PGLy(k) est isomorphe au groupe cyclique C,,. Décomposons

C, = C,, x Cpo en produit de sa v-partie et sa partie premiere a v. Alors 'image de
I'inertie sauvage tombe dans C,,,, alors que la relation de conjugaison du Frobenius sur
I'inertie modérée nous donne la congruence N(v) = —1 (mod n"?).

Cas Oy g , sinon.

Cas 1&2 : p, est absolument réductible. Il existe, quitte a étendre k, un caractere
7: G, — k%, tel que (p, ® T 1)* # 0. On distinguera les trois sous-cas suivants (la
terminologie vient de la classification des représentations admissibles de Langlands) :

Cas 1pg : p, =1 ® @ avec /I’ ramifié (principale),
Cas 1gp : dim(p, @ T 1) =1 et p°° = 1 © 71 (spéciale),
Cas 2pg : P, @I ! est non-ramifié.

Soit ¢ : G, — O un relevement de det(p,) : G, — k*. Soit A une O-algebre locale
noethérienne complete de corps résiduel x. On ne considere que des déformations de p,,
dont le déterminant vaut .

DEFINITION 2.1. Supposons que p est inversible dans o0,. Une déformation p : G, —
GL2(A) de p, est dite finie, si :

e dans le cas O, on a p|;, = ¢ ® ¢, ol ¢ désigne le relevement de Teichmiiller de 7 et
¢’ son twist de Frobenius,

e dans les cas 1pg et 1gp, on a dim(p @ p~1)fv =1,

e dans le cas 2pg, on a p® ! est non-ramifié,
ou u désigne le relevement de Teichmiiller de f.

On note F; r (resp. F3,) le foncteur des déformations de p, qui sont finies (resp.
quelconques).

Lorsque la place v divise p, on réfere a [25] 2.6 pour la notion de déformation finie (ou
cristalline) de p,,.
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2.3. Cohomologie galoisienne locales. Nous commencons par quelques généralités

THEOREME 2.2. (Dualité locale de Tate)
Soit v une place finie de F' et soit N un G,-module fini. Alors :

(a) Les groupes de cohomologie H'(F,, N) sont finis pour tout i et nuls pour i > 2.

(b) Pour i = 0,1,2 le cup produit, donne un accouplement parfait de groupes finis
(dualité de Pontryagin) :

H'(F,,N) x H*(F,, N*) — H*(F,, u(Q)) — Q/ Z,
Lorsque i = 1, les sous-groupes H}(Fv, N) et H}(Fv, N*) sont des annulateurs respectifs

pour cet accouplement.
(¢) (formule de caractéristique d’Euler locale)

#H'(F,,N) — N(v)vle (#N)

# HO(Fy, N)# H(F,, N)
REMARQUE 2.3. Le (b) du théoréme reste valable lorsque v|oo, & condition de remplacer
HO(F,, N), par B (F,, N) = H(F,, N)/(1 + ¢,)N.

DEFINITION 2.4. Pour tout G,-module fini N on pose H}(Fv,N) = HYG, /I,, NT)
(classes finies).

On a la suite exacte d’inflation-restriction

0 — H}(F,,N) — H'(F,, N) — H'(I,, N)%/ — 0.
La suite exacte 0 — H(F,, N) — N o=l Nl H}(FU, N) — 0, donne le :
LEMME 2.5. #H}(F,, N) = #H°(F,, N)

La proposition suivante nous permet d’employer des techniques de cohomologie galoisi-
enne dans 1’étude des foncteurs de déformations.

PROPOSITION 2.6. (Fujiwara [25]) L’espace tangent F5 (k[e]) (resp. Fp, r(kle])) est
canoniquement isomorphe o HY(F,, Ad°p,) (resp. H}E(Fv,Ad0 D))

LEMME 2.7. Supposons que v ne divise pas 2p. Alors :
- dans le cas Ong, on a HY(F,,Ad°5,) =0, et
- dans le cas O, on a H}(FU,AdOﬁU) =0 et dimHY(F,,Ad’5,) = 1.

Démonstration : D’apres le lemme précédent on a # H;(Fv, Ad°p,) = #HO(F,,Ad°5,).
Montrons que si 5, absolument irréductible, alors # H%(F,,Ad°5,) = 0. En effet, un
élément de Ad° P, qui reste fixe par G, est un scalaire d’apres le lemme de Schur, et comme
sa trace est nulle, il est lui-méme nul.
D’apres le théoreme 2.2,

dimH'(F,,Ad°p,) = dim H(F,, Ad°5,) 4+ dim H?(F,, Ad’,) = dim H°(F,, Ad°5,(1)).
I reste & voir que dim H°(F,, Ad® 5, (1)) vaut O (resp. 1) dans le cas Oyg (resp. 0g).
Supposons qu’il existe un élément non-nul de Ad° D, sur lequel G, agit par le caractere

cyclotomique modulo p, noté w. Le lemme de Schur implique que p,|g Fo(ép) est réductible.

Par ailleurs, on avait p, = Indg;, P,, ot F) est une extension quadratique de F, et @, :

Gr; — K™ est un caractére qui ne se prolonge pas a G,. Donc F} est I'extension quadratique
non-ramifiée de F), (car v { p) et donc le degré de F,((,) sur F, est pair. Notons @, le twist
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de Frobenius de 3, (par hypothese @), # ,). En prenant une base ou p,, est diédral et la
base correspondante eq, es, e5 de Ad° Py, ON 2

Pu/Py Pu(0)/Py(0)
Ad’p,lg,, = B0/ P N Ad’Bylg Gy = | Pul0)/u(0) 1
ou o est élément non-trivial de G(F)/F,).

Montrons que la seule droite de Ad° P, sur laquelle G, puisse agir par w est kes.

S’il existaient d’autres droites fixes, on aurait @, /%, = @, /@, d’olt un caractére non-
trivial € : Gy — {£1} tel que pour chaque g € Gpr, B,(9) = £(9)@,(0go~!). Dans ce cas
Ad®7, est completement réductible, somme de trois caractéres quadratiques distincts @,
D, et p3. Par conséquence seul le troisieme est non-ramifié et peut donc étre le caractere
cyclotomique.

Au total, si on suppose que dim H(F,, Ad° 5, (1)) > 1, alors on trouve que F!, = F,((p)
est l'extension quadratique non-ramifiée de F, et que dimHY(F,,Ad°5,(1)) = 1. Nous
sommes donc dans le cas O (de plus, dans ce cas on a forcément N(v) = —1 (mod p)). O

LeMME 2.8. (Fujiwara [25]2.7.14) Si v | p, alors dimH}(Fv,AdOﬁv) < [Fy 2 Q] +
dim HO(F,, My).

2.4. Déformations globales. Soit ¥ un ensemble de places finies de F' et soit p :
Gs, — GLa(k) une représentation absolument irréductible qui est quasi-ordinaire et plate
en les places v divisant p.

DEFINITION 2.9. Des données de déformation D consistent en la donnée :

— pour chaque place v divisant p, de la condition d’étre finie en v,

— pour chaque place v, ne divisant pas p, d’une condition parmi “finie” ou “quelconque”
en v, de maniere que la condition “quelconque” n’apparaisse qu’un nombre fini de fois.

Si la condition “quelconque” n’apparait pas du tout alors les données de déformation
D sont dites minimales.

On considere le foncteur 75 p des déformations de p a déterminant fixé 1) et de type D.
On note ﬁ%ni" 1 Gy, — GLo(RP™Y) la déformation universelle associée, out Xp est I'union

de X et des places ou la condition de déformation est “quelconque”.

3. Construction des anneaux R,.

3.1. Hypothéses. Nous nous plagons sous les hypotheses du théoreme VI.2.7. On
suppose en plus la condition de minimalité suivante :
(Min,) p = psp est une déformation minimale de p.

Soit @ un ensemble fini de places finies de F', tel que pour tout q € @ les deux conditions
suivantes soient satisfaites :

e N(@) =1 (mod p),

e p est non-ramifié en q et p(Frob,) admet deux valeurs propres distincts agq # fq
appartenant a k.

3.2. Un foncteur de déformation “spécial”. Soit AL la catégorie des O-algebres
artiniennes locales corps résiduel k. Considérons le foncteur Fg : ALo — ENS, qui a
une O-algebre artinienne locale A associe les classes d’équivalence stricte de relevements
p:Gp — GLy(A) de p qui sont non-ramifiés en dehors de pn @, cristallins en p de méme
poids de Hodge-Tate que p, finis hors de @ et de déterminant égal a v = Det(p).
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Le fait de prendre des classes de relevements modulo équivalence stricte nous assure
que Fq(k) est un singleton, ce qui est une des hypotheses du critere de pro-représentabilité
de Grothendieck. En utilisant le critere de Schlessinger, on obtient la pro-représentabilité
de Fg par un anneau local noethérien complet R et un relevement universel p&ni" G —
GL2(Rg). L’anneau R est appelé I'anneau de déformation universel pour ce probleme de
déformation.

Lorsque I’ensemble @) est vide, on note R et p anneau universel et la déformation
associés. On a une fleche canonique surjective Rg — R.

univ I

3.3. Structure de O[Ag]-algébre sur Rq. Notons Ag = [ .o Ag, ot Ag désigne
le p-Sylow de (0/q)*, et I = (64 — 159 € Q) l'idéal d’augmentation de O[Ag], ol d4
désigne un générateur de Ag.

Le but est de démontrer que sous les hypotheses faites sur ), I'anneau R est une

O[Agl-algebre et Rg /IgRg — R.

Soit q € Q et considérons la restriction au groupe de décomposition en ¢, d'une
déformation de type @, p : G — GLy(A) de p. D’apres les hypotheses faites sur @
on a p(Frobg) ~ <06q [3 > Un calcul direct démontre alors qu’il existe deux caracteres

q

bq, (;5’q : Dy — A*, dont les restrictions & I'inertie sont inverses I'un de l'autre et tels que

plpy ~ (%q (;3,) Par la théorie de corps de classe locale, le caractere ¢4 : I — A* se
q

factorise par 0;, et donc par son plus grand pro-p-quotient qui est Aq (car Eq est trivial

sur I et donc son image tombe dans 1+m4 qui est un pro-p-groupe). Ainsi, obtient-on un
morphisme de groupes Ag — RZ) qui nous donne un morphisme de O-algebres canonique

O[Ag] — Rq. On a canoniquement R /Ig Rg — R car une déformation de type Q est
de type @, si et seulement si, elle est non-ramifiée en tout q € Q.

Le nombre de générateurs de Rg comme O-algébre locale noethérienne compléte est
donné la dimension sur ~ de I'espace tangent du foncteur F :

Fo(kle]) = Homy (Mg, / Mz, , k)
Afin de pouvoir controler ce nombre a ’aide de calculs de cohomologie galoisienne, nous
allons introduire des groupes de Selmer.

3.4. Groupes de Selmer et calculs de cohomologie galoisienne.

DEFINITION 3.1. Soit M un G p-module fini discret. Une famille de conditions locales
L = {L,}, est la donnée pour chaque place v de F d’un sous-groupe L, de H'(F,, M) tel
que pour presque tout v on a L, = H}(FU, M). On associe a L le groupe de Selmer

HL(F, M) := {z ¢ HY(F, M) | Yv res,(z) € L,}.

PROPOSITION 3.2. (Fujiwara [25]) Soit D des données de déformation et soit le fonc-
teur F5p des déformations de p a déterminant fixé 1) et de type D. L’espace tangent

Fpp(kle]) = Homk(imRquv /(S)ﬁ?z%mv,P), K) est canoniquement isomorphe d

Hp (F, Ad° p) = ker <H1<F7 Ad’p) — PH'(F,, Ad° ﬁ)/Lu) :

ot L, = F5, p,(kle]) est 'espace tangent du foncteur des déformations de type D, de
ﬁ'l) = ﬁ|gv °
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D’apres la proposition 3.2 'espace tangent du foncteur F¢ est canoniquement isomor-
phe au groupe de Selmer H]é)(F7 Ad° p), correspondant aux conditions locales £ = L
suivantes :

— quelconque en les places q € @,

— finie aux autres places.

Ainsi, a-t-on relié¢ le nombre de générateurs topologiques de R sur O au cardinal au
groupe de Selmer Hé(F, Ad°p).

Le théoreme suivant permet de controler la taille d’un groupe de Selmer :

THEOREME 3.3. (Wiles [71]) Soit M un Gp-module fini et L = {L,}, une famille de
conditions locales pour M. Alors L* = {L}}, est une famille de conditions locales pour
M*, les groupes de Selmer # H}y(F, M) et #Hlﬁ*(F, M*) sont finis et on a la formule :

#Hp(F,M) _ #H(F,M) 1T #L,
#Hp. (F,M*)  #HO(F, M*) L1 #H(F,, M)’

Démonstration : Le fait que £* est une famille de conditions locales pour M* découle
du théoreme 2.2(b).

Soit ¥ un ensemble de places contenant les places a I'infini, les places divisant ’exposant
de M et les places ou M ou L est ramifié. La suite exacte :

0— H}Z(F7M) - Hl(gF,ZvM) — Byex Hl(FlnM)/LU)

donne la finitude du groupe de Selmer (puisque H' (G Fx, M) est fini). En passant au dual de
Pontryagin et en utilisant la dualité de Tate locale pour identifier L., et (H'(F,, M*)/ Lﬁ)vz

@'UEEL”U - Hl(gF,EyM*)\/ - Hlﬁ* (F7 M*)v —0

On a la suite exacte de Poitou-Tate :

0— HGrx, M) — P’ (Grs, M) — H*(Gpx, M)" —
—HYGps, M) — PY(Gpy, M) — H (Gps, M*)Y —

— H*(Grx, M) — P*(Gpy, M) — H(Gry, M*)" — 0,
ot P{(Gryx, M) C [[,H!(F,, M) est le produit restreint aux classes non-ramifiées hors de

. =0 NP P
>, avec la convention de prendre le H pour les places archimédiennes. On en déduit la
suite exacte :

0—H(Gpy, M) — [[ H(F,, M) - B*(Gps, M)¥ —
vEY
— Hp(F, M) = @yenly — H (Grs, M*) — Hp (F, M*)" — 0.

Le théoreme découle alors de la formule de caractéristique d’Euler-Poincaré globale :

#H (Gry, M) _
#H(Grs, M)#H*(Grx, M)

[ #0+co)r. O

v]oo

Avant de nous pencher sur le controle du nombre de générateurs dans notre probleme
de déformation spécial, expliquons brievement I'idée générale. Etant données deux familles
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de conditions locales £1 = {L1y}y et Lo = {Lay}y, avec L1 < Lo (i.e. pour tout v,
Ly, C La,), on a deux suites exactes :

0— H}Zl (F7 M) - Hlﬁg(Fv M) - @UEZLQ,U/LI,U , et

0 — Hp: (F,M*) — Hp-(F,M*) — @uenLi,/Ls,.

Afin d’étudier H% (F, M) on fixe L1 et commence & faire grossir Lo, pas a pas. D’apres
la deuxiéme suite exacte, a chaque pas H}:S(F , M*) diminue et finit par s’annuler. Ceci
nous permet de controler dim HILT(F7 M*). Par ailleurs, si on a bien choisi les conditions

locales £y, le théoreme de Wiles nous permet de controler la différence dim H%I(F M) —
dim HlﬁI(F’ M*), d’out le controle voulu de Hj (F, M).

3.5. Controle du nombre de générateurs de Rp. On applique ce qui précede
lorsque £1 = Ly et Lo = Lo et M = Ad’p. Notons que Papplication trace donne un
isomorphisme canonique Ad®7* = Ad°5(1).

LEMME 3.4. On a

(a) HO(F,Ad p) = H(F, Ad°p(1)) = 0,

(b) dimHL(F,Ad°p) < HL.(F,Ad°75(1)).

(c) dimHy)(F,Ad°p) < Hp,. (F,Adp(1)) + #Q.

Démonstration : (a) Sinon, il y aurait un vecteur non-nul z € Ad"7 sur lequel Gp
agit par 1 ou par w. Comme z est de trace nulle et plg ey €St absolument irréductible, le

lemme de Schur implique que x n’est pas un scalaire.
(b) Par le théoreme 3.3 on a dimHL(F,Ad°p) — HL.(F,Ad°5(1)) =

=Y (dim L, — dimH(F,,Ad"p)) — ) dimH"(F,, Ad"p) =
'UGEf veJp

= (dimH}(F,,Ad"p) — dim H(F,, Ad"p)) — d,
vlp

car pour v non-archimédienne et ne divisant pas p, la condition de déformation est “finie”
et pour v archimédienne p, est impaire.

D’apres le lemme 2.8 dim H}(F,, Ad° p) — dim H°(F,, Ad°p) = [F, : @], d’ou le (b).

(¢) Toujours d’apres le théoreme 3.3 on a dimH}Q(F, Ad%p) — Hé*(F, Ad°%(1)) =
dim Hy(F, Ad° p)—H,. (F, Ad® p(1)) 4+ e o dim H' (G, Ad” p)—dim H (G, Ad” p). Comme
dim H' (G4, Ad°p) — dimH%(G4, Ad°p) = dimH%(G4, Ad°5(1)) il suffit de montrer que
dim H%(G4, Ad°5(1)) = 1, ce qui est clair car les valeurs propres du Frobenius sur Ad"5(1)
sont données par N(q), N(q)aqﬂq_l, N(q)ﬁqaq_1 et N(q) =1 (mod p), alors que aq # (4. O

Enfin, il nous reste & démontrer qu’on peut trouver un entier » > 1, tel que pour tout
entier m > 1, il existe un ensemble ) = @, formé de r places finies de F' congrues a 1
modulo p™, et tel que dim Hé(F, Ad’p) <.

L’entier  := dim H..(F, Ad°5(1)) convient d’aprés le lemme suivant :

LEMME 3.5. Soit un entierm > 1. Pour chaque élément non-nul [x] de H. (F, Ad°5(1)),

il existe une place q satisfaisant :
e N(q) = 1 (mod p™),
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e p est non-ramific en q et p(Frobg) admet deuzx valeurs propres distincts aq # [q
appartenant a k.
(72 1 0—
o resq([z]) est un élément non-nul de Hy(Fy, Ad”p(1)).

En effet, si qq,..,q, sont les places associées & une base [z1],...[z,] de Hi. (F, Ad° 5(1)),
et si on pose Q,, = {q;, -, 4, }, alors on aura Hé*(F, Ad°5(1)) = @geq H}(Fq,AdO (1)),
d’ont Hp). (F, Ad°p(1)) = 0 et donc dim Hy)(F, Ad" ) < #Q, d’apres le lemme 3.4.
Démonstration du lemme : D’apres le théoreme de densité de Cebotarev, il suffit de
trouver un élément o € G tel que

(1) olrpm) =1,

(2) Ad%(p)(0) admet une valeur propre différente de 1,

(3) 2(0) ¢ (0 — 1) Ad"p(1).

Soit K/F((ym) extension qui trivialise Ad°(p). Démontrons que le cocycle z|g,. n’est
pas trivial. Comme z n’est pas trivial, il suffit de voir que HY(G(K/F),Ad°5(1)) = 0. La
suite d’inflation-restriction donne :

0 — H'(G(F(¢ym)/F), A (1)) K/ Fam) — HY(G(K/F), Ad"p(1)) —

— HY(G(K/F(Gn)), Ad° (1) 9FGm/P) g,
Puisque plg,. . ., est absolument irréductible, on a Ad 5(1)9UE/F(Gm) — o,
On a aussi Hl(g(K/F(Cpm))7 Ad° ﬁ(l))g(F(C”m)/F) = 0 (on traite d’abord le cas m = 1).

Soit o9 € G(K/F((ym)) satisfaisant (2) (et (1)). Comme z|g, n’est pas trivial, on peut
choisir un relevement o de o¢ qui vérifie (3), ce qui prouve le lemme. O

4. Modules de cohomologie localisée.

Prenons un ensemble ) de places de F', comme dans I'introduction et soit (0/q)* =
Ag x (o q)X(p) sa décomposition en p-partie et hors-de-p-partie.
Posons K = Ki(n), Ko = K N Ky(Q) et

KQ:{’YEKO,Q|pOUqu€Q73U€(°/CI)X(p) v= (S Z) (mod q)}.

On note Y (resp. Yj g et Yp) les modeles entiers des variétés de Shimura de niveau
K (resp. Ko et Kg), dont les composantes connexes sont les M;(¢,n) (resp. Mp(c,nQ)
et M(T'g)), ¢ décrivant un ensemble de représentants de Cl}.. Alors Yy est un revétement
étale galoisien de Yj g de groupe Ag.

Soit m’ := (w, T, — ¢(f,v);v 1 n) I'idéal maximal de lalgebre de Hecke semi-simple
T = O[T,;v { pn] C Endo(HY(Y,V,(E))[e,¢]), correspondant & la forme nouvelle f, et
posons 7 = T ,. Comme m’ = T'Nm, on en déduit une fleche 7 — Ty,

Posons M := H4(Y, V,,(0))[e, ] Par le Thm VI.2.6, M est libre sur O.

REMARQUE 4.1. Par le théoreme VI.2.7, on sait déja que H(Y,V,,(O))[e, ¥]m est libre
de rang 1 sur Ty,. Nous allons démontrer par une autre méthode (qui utilise I'hypothese
supplémentaire (Min,)) que M est libre de rang 1 sur 7. Comme corollaire on obtiendra
la liberté de M sur T, ainsi que ’égalité de 7T et T\,.

Soit I'idéal maximal my 5 = (@, Ty — ¢(f,v),Uq — agiv { nQ,q € Q) de T =
O[T,,UgsvtnQ,q € Q] C Endo(H (Yo 0, Va(E))[e,%]) et posons T g g = (To.)

/ .
Mo,Q
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Alors Mo g := H{(Y) 0, Vi (O0))[e, Uy, o st un T ,o-module, libre sur O.

LEMME 4.2. La fleche Tog — T qui envoie T, sur T, pour v { nQp, et Uq sur
l'unique racine aqdu binome X? - Ty X + SqN(q)kO_]L au dessus de o, pour q € Q est un
isomorphisme de O-algébres locales complétes. En particulier, mE),Q est un idéal maximal
de T -

De plus, My.g et M sont isomorphes comme T -modules.

Démonstration : On procede par récurrence sur #(@ et on peut ainsi supposer que
@ = {q} est un singleton.

Comme M (resp. My q) est libre sur O, 'algebre T (resp. T q) est aussi la O-algebre
engendrée par les opérateurs de Hecke, énumérés ci-dessus, agissant sur M @ C = Si(K)n
(resp. sur Mo q® C = Sk(KO,q)mé)yq ).

Une forme propre intervenant dans Sk(Ko,q)mé . est forcément g-ancienne, car

— elle ne peut pas étre une série principale ramifiée en g, ayant un g-Nebentypus trivial,

— elle ne peut pas étre spéciale en ¢, car ag # g (mod w) et N(q) =1 (mod w).

Par conséquent, 'inclusion S (K)? C Sk(Koq), (91,92) — 91+ 92|k (qu [1)> induit un

isomorphisme Hecke équivariant

(Sk(K)z)m/ = Sk(KO,CI)m()’q .

0,9

. , : T, N(q) .
) 2 q
L’action de Uq sur S,(K)* est donnée par la matrice < S.N(q) k-2 > qui a deux

valeurs propres distinctes dans 7. Ainsi, on a un isomorphisme Hecke équivariant

2

Sk )m = (56 (K) )my

ou I'action de Uy sur la partie droite correspond a l'action de 'unique aq € 7 relévant &g,
sur la partie gauche. On a donc un isomorphisme 7 (C) =2 T 4(C)-équivariant :

$®C: M®C = Sp(K)m — Su(Koq)m,, = Moq®C,

wg 0

ol ¢ : M — Mg est donné par ¢(x) = x — (G4 - )| ( 0 1

) et [y désigne l'unique

élément de 7 au-dessus de ﬁ_q.

On en déduit que la fleche de T dans 7, qui envoie T}, sur T}, pour v { nQp et Uy sur
I'unique racine ag du binéme X 2 T4 X+ 954 N(g)*~1 au dessus de @y, est un isomorphisme
de O-algebres locales completes.

Reste a voir que ¢ est un isomorphisme de O-modules. Pour ce faire, notons que

e la fleche j : M — (./\/l@z)méyq, x— z|(Uqg — Bq) = Uq(x,0) — (Eq:r,O) est un isomor-
phisme de 7-modules. Ceci découle du fait que le polynome caractéristique de U, agissant
sur le 7-module 7% est donné par X2 — Ty X + SqN(gq)~! = (X — &) (X — Bq) avec
aq,ﬁq €7 et ag— Bq € T*. Par conséquent le 7-module M%? se décompose, suivant
I'action de Uy, en somme directe de deux 7-modules (la agq-partie et la Bq-partie) et le
premier est bien donné par j(M) = (M@Q)méyq.
mq 0
0 1
sur O. En effet, comme dans Fujiwara [25], la matrice de la composée de h avec son dual de

e la fleche h : MP? — Mo,q, (21, 22) = 21+ 22|k est injective, a conoyau libre
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Ty 1+ N(q)
Comme Tq2 — (1+N(q))%S, est inversible dans 7, on a l’assertion. O
Soit mg, = (@, Ty — c(f,v),Uqg — ag,0q — Liv { nQ,q € Q) C Ty, = O[Ty, Uq, g5 0 ¢
nQ,q € Q] € Endo(H!(Yg, Vu(E))le,9]) et posons Tq = (T¢)w,-
Alors Mg = H%(Yg, V,(0))]e, Mmb est un 7 g-module, libre sur O, d’apres le Théoreme
de la partie précédente.

—1
Poincaré (par VI.1.3 M et Mg 4 sont autoduaux) est donnée par <1 +N@) Sy Ty >

PROPOSITION 4.3. (a) T est une O[Ag]-algébre et T [IoT g =Too=T.
(b) Mg est un module libre sur O[Ag] de rang fini o indépendant de Q. De plus,
Mg [Ig Mg = Moo = M, comme T g = T -modules.

Démonstration : (a) Comme Mg g et Mg sont libres sur O l'inclusion Moo ®@C C
Mg ® C donne un morphisme surjectif 79 — 7, qui envoie 4 — 1 pour q € @. On a
donc une surjection 7¢ /Ig7 g — To,g. Comme c’est un isomorphisme sur C, on déduit
que c’est un isomorphisme.

(b) Supposons que O soit assez grand pour contenir les valeurs de tous les caracteres de
Ag. On a que Mg est libre sur O[Ag], si et seulement si pour tout caractere ¢ : Ag — O™,
le O-module Mg /Ig » Mg est libre, ot Ig 4 = (0 — (), 9 € Q) C O[Ag]. Par le lemme
2.8 qui est une application du lemme de Nakayama, il suffit de voir que Mg ® C est libre
sur C[Ag] et Mg /Ig Mg est libre sur O. Par le Thm.VI.2.6, le dual de Pontryagin de
Mg /Ig Mg est donné par HY(Yg, V,,(E/ O))[e,w]ﬁg.

La suite spectrale de Hochschild-Serre :

Ey) = H(Ag, T (Yo, Vo (E/ O))e,¥]) = HY (Yo g, Va(E/ O))[e, ],

localisée en m{)’Q, dégénere en Eg, car elle est concentrée en j = d (¢f Thm.VI.2.6). Donc
A
HY(Yq, Va(B/ O))le,¥lng = H(Yo,Q, Va(E/ O))le;Y]my , = HU(Y, Va(E/ O))le, Y]um.

Comme ce dernier est divisible, on déduit que Mg /I Mg est libre sur O.
Reste a voir que Mg ® C est libre sur C[Ag]. O

PROPOSITION 4.4. On a une surjection canonique fg : Rg — Tq. L’action de Ag sur
T g obtenue via fq est celle des opérateurs diamant.

Démonstration : On a une inclusion 7¢g C [[ O, ou g parcours I'ensemble des formes
propres normalisées de Si(K¢g) congrues a f (hors de np@). La méthode des pseudo-
représentations de Wiles permet alors de construire, par recollement, une représentation
galoisienne pg‘)d : G — GLa(7T g). 1l s’agit de vérifier que pré“’d est un point de Fo(7g).

Il est clair que pgod

est non-ramifiée hors de npQ, de déterminant égal a celui de p
(éventuelement apres torsion par un caractere d’ordre fini; on utilise que p impair, pour
extraire une racine du déterminant) et qu’elle est cristalline en p des mémes poids de
Hodge-Tate que f (et ordinaire si f ’est).

Reste a voir que pour chaque place v divisant n, pg‘)d est une déformation finie de
Pp- Clest toujours vrai dans le cas Onyg. Dans les autres cas, c’est un corollaire de la
correspondance de Langlands locale, démontrée par Carayol pour les formes modulaires de
Hilbert.

Enfin I'action de Ag sur 7 obtenue via fg est celle des opérateurs diamant, d’apres
Carayol (cas d’une série principale peu-ramifiée). O
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5. Systémes de Taylor-Wiles, d’apres Fujiwara.

DEFINITION 5.1. Soit Q une famille d’ensembles finis de de places de F. Un systéme
de Taylor-Wiles pour Q est la donné de {R, (Rq, Mqg)geo} tels que :

(STW1) pour tout ¢ € @ N(q) = 1 (mod p) et Rg est une O[Ag]-algebre locale
complete, ot Ag = quQ Ag et Aq désigne le p-Sylow de (0 /q)*.

Notons Ig = (0q — 1;9 € Q) l'idéal d’augmentation de O[Ag], ot 64 désigne un
générateur de Ag.

(STW2) R est une O-algebre locale complete et Rg /Ig R = R en tant que O-algebres
locales completes.

(STW3) Mg est un Rg-module, qui est libre de rang a sur O[Ag] (o > 1 est fixé et
indépendant de m).

Dans la suite nous utiliserons exclusivement des familles Q@ = {Q,, | m € N} et nous
noterons R,,, M,,, ... a la place de Rq,,, Mq,,, ... pour alléger les notations.

THEOREME 5.2. Soit un systéme de Taylor-Wiles {R, (R, M )men}. Supposons que

(TW1) pour tout q € Qn, N(q) =1 (mod p™),

(TW2) pour tout m, on a r = #Qnm,

(TW3) Ry, est engendré par < r éléments comme O-algébre locale compléte.

(TW4) le noyau de la fleche composée fr, : R = Ry, /Iy Ry — Endo(Myy, /1 Myp,)
est indépendant de m. On note T l'image de f,.

Alors R est plat sur O et il est une intersection compléte relative de dimension 0. En
particulier, R est libre de rang fini sur O. De plus, pour tout m, la surjection f,, : R - T
est un tsomorphisme.

Si on a de plus la condition suivante :

(TW5) pour tout m, My, /I, My, est isomorphe au méme R-module M,
alors M est libre sur R.

Démonstration : Fixons pour tout m un isomorphisme ay, : {1,..,7} — Q,,. Posons :
Inm = {p”,éﬁn —11] g€Qn} CO[A,], pour m > n.
D’apres (TW1), 4 est d’ordre exactement p™ dans O[A,,]/ I m, d’ott
O[AR]/Tnm — O[S, S ]/ (", (L+S1)P" =1, (148" —1) =S b4, — 1+ 5
Fixons un isomorphisme de O[A,,]-modules (3, : My, — (O[A,,])* et une surjection
de O-algebres locales completes v, : O[[Th, .., Tr]] — Rm. Soit
Rom = Im (R /Inm Rin — Endoja,,/ 1, (Mm /Inm Mm)) -

D’apres (STW3) My, /I m Moy, est un O[A,]/ 1, m-module libre de rang a et de plus
R [Inm R est une O[A,]/ 1, m-algebre, donc O[A,]/ Iy m — Ry m.-

Pour chaque m > n on dispose ainsi de triplets formés de :

(1) Un anneau fini R, m, avec ¢ : S,, < Ry m — Endg, ST — SgQ,

(2) r générateurs f1,...fr (fi = Ym(Ti)) de Ry m, appartenant a I'idéal maximal de la
O-algebre,

(3) un quotient ﬁnm =Rpm /(L(Si), 1 <i<r).

A n fixé, il y a un nombre fini de tels triplets, modulo isomorphisme. Par un procédé

d’extraction diagonale on peut donc trouver une suite strictement croissante d’entiers
m(n) > n tels que : pour tout n le triplet pour (n — 1,m(n)) soit isomorphe a celui
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pour (n —1,m(n —1)). Ainsi, obtient-on un systeme projectif (R m; fi, ., fr; 7~€n7m), alors
qu’a priori il n’y avait aucun lien entre les différents ensembles Q),,. La fleche de transition
est donnée par la fleche naturelle mod p™ ! Rumn) — Rn—1,m(n), suivie de la fleche
d’isomorphisme R,,_1 ;m(n) — Rp—1,m(n—1), venant de 'argument des tiroires.

Posons Jy, == ker(Rpn) — Rpmmn) O Inmm)s P = MRy, 1y = IRy /I et
73, = hmﬁn,m(n)'

Par (2) on a une surjection O[T4,..,T;]] — P (car les générateurs f; forment un
2

systéme projectif). D’aprés (1) on a limS,, = O[[Sy,..,S;]] — P — O[[S1,..,S:]]*. et
donc P est un O[[Sh, .., Sy|]-module fini. Sa dimension de Krull est donc r + 1 et la fleche
O|[Ty, .., T;]] = P est donc un isomorphisme.

Le diagramme suivant met ensemble les différents anneaux présents déja (ici m=m(n))

Rm Rm /In,m —>Rn,m = 7zm /Jn

| | |

~ ~

Rom [Im R R Rom =R /I, R.

D’apreés (3) on a une suite exacte (Rymm))” — (Rumm)) — 7~€n7m ,.,1,..,0) —
Oam(@@) — 1 =1(S;) = 0 et en passant a la limite on obtient une suite exacte P" — P — R
et donc R = O[Ty, .., T,]]/¢(Sh, ., Sr).

Montrons que R est une intersection complete sur O. Puisque P est régulier, P est plat
sur Seo = O[[S1, .., S]], donc R = P/u(S1, .., S,.) est fini et plat sur O, et done dim(R) < 1.
Par ailleurs, I = ker(P — R) est engendré par r éléments, donc ht(I) < r. Puisque P est
caténaire, on déduit que dim(7~2) = 1. Donc r est le nombre minimal de générateurs de [
est R est une intersection complete sur O admettant la présentation 0 — I — P — R — 0.

On établit alors que (cf [25]) la fleche R — T se factorise par R, puis que R = R —
7, et enfin que sous (TW5) le module M est libre sur R. O

6. Démonstration du théoréme C.

6.1. Une divisibilité du type “critéere de Kummer”. Supposons que p est de
niveau minimal ou que n est sans facteurs carrés.

On peut alors définir 'anneau de déformations universel R de p, ainsi que le groupe de
Selmer Sel(F, Ad°(p) ® E/O). Le Théoréme A du chapitre VI admet le corollaire suivant

COROLLAIRE 6.1. Supposons (I), (IT), (Irrp) et (PM). Alors

W (f)A*(Ad°(f), 1
(%) ( (/) Er — (/). )> O Fitto (Sel(F, Ad%(p) ® E/ O)).
Q7rQ
I

Démonstration : On utilise le formalisme des modules de congruence de [8] Chap.4.

On note C§°" le O-module de congruence associé au réseau H{ (Y71 (n), V,,(O0)) [£eg, ¥]m
(voir la démonstration du théoreme A). Par le théoreme des diviseurs élémentaires, il existe
deux idéaux 1 C n2 C O tels que C§°" = O /my x O /ng. Par la formule de Shimura on a

W(f)A*(Ad°(f),1 ?
( (/) Q;_Q;(f) >> -
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Par ailleurs, considérons le O-module de congruence C’S“th, associé a la composante

locale 7 de l'algebre de Hecke et le morphisme 6 : 7 — O. On a carth >~ 0 /- on
n C O est I'image par 6 du noyau la deuxiéme projection de 7 — 7. En fait, on a aussi
Carith o~ O @7 T" et donc C3M'h annule C§°". Donc 1 C 11 C 12 et en particulier

mnz O n’.
Enfin, la fleche surjective R — 7 donne
#(O /1) < #(Mr | My) = #(Sel(F, Ad°(p) © E/ O)).
O

6.2. R =7 et finitude du groupe de Selmer, dans le cas minimal. Les résultats
de ce chapitre nous permettent de démontrer la réciproque de (x) dans le cas minimal.

THEOREME 6.2. (Théoreme C) Supposons (I), (II), (LImap) et que p est de niveau
minimal (Min,). Alors on a un isomorphisme R = T d’algebres qui sont intersections
complétes sur O et

(W(f)A*(AdO(fm
2y

) = Fitto (Sel(F, Ad"(p) ® E/ O)).

Démonstration : L’isomorphisme R = 7 découle du théoreme de Fujiwara sur les
systemes de Taylor-Wiles de la partie précédente, au vu des résultats de ce chapitre.
D’apres le théoreme B (ou bien encore d’apres le théoreme de Fujiwara), on a que
H(Y1(n), V,,(0))[+€s, ¢]m est libre de rang 2 sur 7. Donc, avec les notations du corollaire
6.1, on a n = m; = 1. Enfin, comme R = 7 est une intersection complete sur O, on a
#(O /1) = #(Mg /M%) (cf [8] Cor.4.15), d’ont Iassertion. O
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RESUME. Le but de cette these est de généraliser un certain nombre de résultats arithmé-
tiques connus pour les formes modulaires elliptiques au cas des formes modulaires de
Hilbert. Parmi ces résultats citons le controle de l'image de la représentation galoisi-
enne résiduelle [Serre, Ribet], le critére de congruence de Hida, ainsi que la liberté de la
cohomologie entiere de la variété modulaire de Hilbert sur certaines composantes locales
de lalgebre de Hecke et la propriété de Gorenstein de celles-ci [Mazur, Faltings-Jordan].
Dans le cas de niveau minimal ceci permet de relier la p-partie “algébrique” de la valeur
en 1 de la fonction L adjointe d’une forme modulaire de Hilbert nouvelle au cardinal du
groupe de Selmer correspondant.

L’approche des propriétés arithmétiques des formes modulaires de Hilbert se fait a
travers leurs représentations galoisiennes modulo p et ’outil principal est I’action de 'inertie
en p. Cette action est controlée par le calcul des poids de Hodge-Tate (resp. de Fontaine-
Laffaille) de la cohomologie p-adique (resp. modulo p) de la variété modulaire de Hilbert.
La partie cohomologique de ce travail repose sur la construction des compactifications
toroidales arithmétiques de la variété abélienne de Hilbert-Blumenthal universelle (et de
ses produits fibrés), au-dessus des compactifications toroidales arithmétiques de la variété
modulaire de Hilbert en niveau I'y (¢, n).

MoTs cLES : Formes modulaires de Hilbert; Congruences; Représentations galoisiennes;
Poids de Hodge-Tate; Cohomologie entiere des variétés modulaires de Hilbert; Fonction L
adjointe; Compactifications toroidales.

ABSTRACT. The aim of this thesis is to extend some arithmetic results on elliptic
modular forms to the case of Hilbert modular forms. Among these results let us mention the
control of the image of the Galois representation modulo p [Serre, Ribet], Hida’s congruence
criterion, and the freeness of the integral cohomology of the Hilbert modular variety over
certain local components of the Hecke algebra and the Gorenstein property of these local
algebras [Mazur, Faltings-Jordan|. As an application we relate, in the minimal level case,
the “algebraic” p-part of the adjoint L function of a Hilbert modular newform evaluated
at 1 to the cardinality of the corresponding Selmer group.

We study the arithmetic of the Hilbert modular forms by studying their modulo p
Galois representations and our main tool is the action of the inertia groups at p. In order to
control this action, we compute the Hodge-Tate (resp. Fontaine-Laffaille) weights of the p-
adic (resp. modulo p) étale cohomology of the Hilbert modular variety. The cohomological
part of our paper builds upon the construction of the arithmetic toroidal compactifications
of the universal Hilbert-Blumenthal abelian variety (and of its fiber products) over the
arithmetic toroidal compactifications of the Hilbert modular variety of level I'; (¢, n).

KEYwWORDS : Hilbert modular forms; Congruences; Galois representations; Hodge-Tate
weights; Integral cohomology of Hilbert modular varieties; Adjoint L function; Toroidal
compactifications.
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