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Soit F un corps de nombres totalement réel de degrédF , d’anneau des entierso, de
différented et de discriminant�F = NF/Q(d). On abrégera N= NF/Q.

On se donne un groupe algébriqueD/Q, intermédiaire entreGm et ResF
Q

Gm, connexe :

Gm ↪→ D ↪→ ResF
Q

Gm. On définit le groupe algébriqueGD
/Q

(resp.G∗
/Q

) comme le

produit fibré deD (resp.Gm) et de ResF
Q

GL2 au-dessus de ResF
Q

Gm. On a le diagramme
cartésien suivant :

ResF
Q

SL2

��

� � �� G∗

��

� � �� GD

��

� � �� ResF
Q

GL2

ν��
1

� � �� Gm
� � �� D

� � �� ResF
Q

Gm ,

où la flècheν : ResF
Q

GL2→ ResF
Q

Gm est donnée par la norme réduite.

Le sous-groupe de Borel standard deGD, son radical unipotent et son tore maximal
standard sont notésB, U etT , respectivement. On poseT1 = T ∩ ker(ν).

Pour touteQ-algèbreR et pour tout groupe algébriqueH surQ, on noteHR le groupe
de sesR-points.

Soitn un idéal deo premier à�F et ne divisant ni 2, ni 3 et soitc un idéal fractionnaire
deF , que l’on peut supposer premier àn. Alors le groupe de congruences� = �D1 (c, n),
défini dans la partie 3, est sans torsion et l’espace de modules de variétés abéliennes
de Hilbert–Blumenthal correspondantM = MD

1 (c, n) est unZ[ 1
N(n) ]-schéma, lisse au-

dessus deZ[ 1
�
], où� = N(dn) (voir la partie 4 pour une définition précise de l’espace de

modulesM).
Cet article décrit les compactifications arithmétiques deM et donne quelques unes de

leurs propriétés.
Les principales références sont les articles [11] de M. Rapoport et [2] de C.-L. Chai,

où les compactifications toroïdales et minimale sont construites pour le sous-groupe de
congruence principal de niveau N(n), lorsqueD = Gm. Par ailleurs, Rapoport explique
comment on peut obtenir une compactification partielle deM aux pointes non-ramifiées. La
contribution principale de ce travail est qu’il fournit les cartes locales servant à compactifier
les pointes ramifiées. Une application immédiate est le “principe duq-développement” en
ces pointes ramifiées.
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Les résultats de cet article sont utilisés dans un article commun avec J. Tilouine [6],
où figurent aussi différentes applications aux formes modulaires de Hilbert. En vue de
ces applications, il est important de disposer de compactifications toroïdales lisses deM,
puisque l’on sait prolonger les fibrés automorphes à celles-ci.

Le groupe auxiliaireD nous permet de traiter simultanément le cas du groupe modulaire
de Hilbert et celui de sa version étendue, qui sont d’égale importance et correspondent à
D = Gm etD = ResF

Q
Gm, respectivement (voir[1]).

Je remercie tous ceux qui m’ont consacré du temps pour discuter, et en particulier
Y. Henrio, qui a eu la gentillesse de m’expliquer le théorème de descente formelle de
Rapoport, ainsi queA.Abbès, D. Barsky, G. Chenevier, H. Hida, A. Mokrane, M. Raynaud
et E. Urban. Je voudrais exprimer toute ma gratitude à J. Tilouine parce qu’il m’a initié à
ce sujet de recherche passionnant et constamment encouragé au cours de la préparation de
ce travail. Enfin, je remercie les rapporteurs pour leurs remarques intéressantes.

Nous rappelons d’abord brièvement la construction générale de variétés semi-abé-
liennes, donnée par D. Mumford dans le cas totalement dégénéré [10]. Nous introduisons
ensuite la notion de(R, n)-pointe, version algébrique de la�-pointe. Cela nous permet de
construire, en suivant [11], les cartes locales, qui seront utilisées pour les compactifications
toroïdales arithmétiques.

1 La construction de Mumford

Soit R un anneau excellent, intégralement clos, noethérien, complet pour la topologie
I -adique, pour un idéal radicielI = √I . SoitK le corps des fractions deR.

Soit S = Spec(R), η son point générique etS0 = Spec(R/I) le sous-schéma fermé
défini parI .

Définition 1.1. Un S-schéma en groupes commutatif, lisse et de type finiG est dit semi-
abélien, si ses fibres géométriques sont des extensions d’une variété abélienne par un tore.

Considérons le tore déployé̃G = Gr
m × S de rangr sur S. Soit b un sous-groupe

discret polarisable dẽGη. L’objet de cette section est d’esquisser la construction d’un
schéma semi-abélienG/S, comme “quotient” dẽG parb. La stratégie est la suivante :

(i) Construire une “compactification”̃G ↪→ P̃ telle que l’action deb s’étende à̃P et
queb agisse librement et discontinument surP̃ ×

S
S0 (pour la topologie de Zariski).

(ii) Suivre les flèches du diagramme :

G̃
� � ouvert �� P̃ P̃

complétion��

quotient formel parb
��

G
� � ouvert �� P P .

algébrisation
��

(iii) Enfin, montrer queG est semi-abélien surS, indépendant du choix dẽP , queGη
est abélien, et queG0 = G̃0 = Gr

m × S0.
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Périodes et polarisation. Soita = Zr le groupe des caractères dẽG. Pourα ∈ a, notons
Xα ∈ H0(G̃,OG̃) le caractère associé. Alors de manière canonique :

G̃ = Spec(R[Xα;α ∈ a]).

Définition 1.2. Un ensemble depériodesest un sous-groupeb ⊂ G̃η isomorphe àZr .

Définition 1.3. Unepolarisationpourb est un homomorphismeφ : b→ a tel que :

(i) Xφ(β)(β ′) = Xφ(β
′)(β), pour toutβ, β ′ ∈ b,

(ii ) Xφ(β)(β) ∈ I , pour toutβ ∈ b \{0}.

Lemme 1.4. Pour toutα ∈ a, il existe un entiern ≥ 1 avecXnφ(β)+α(β) ∈ R pour tout
β ∈ b.

Modèles relativement complets. Étant donné un ensemble de périodesb ⊂ G̃η muni
d’une polarisationφ, Mumford donne la

Définition 1.5. Un modèle relativement completdeG̃, par rapport à(b, φ), est la donné
des éléments suivants :

(a) Un schéma intègrẽP , localement de type fini surR,

(b) Une immersion ouvertei : G̃ ↪→ P̃ ,

(c) Un faisceau inversiblẽL surP̃ ,

(d) Une action du torẽG sur P̃ et L̃, notéeSg : P̃ → P̃ et S∗g : L̃ → L̃, pour tout

point fonctorielg deG̃,

(e) Une action deb surP̃ et L̃, notéeTβ : P̃ → P̃ etT ∗β : L̃→ L̃, pour toutβ ∈ b,
satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Il existe un ouvert̃G-invariantU ⊂ P̃ de type fini surS et tel quẽP =⋃
β∈b Tβ(U).

(ii )Pour toute valuationv sur le corps des fonctions rationnelles surG̃et qui est positive
surR, on a :

v a du centre sur̃P ⇐⇒ pour toutα ∈ a, il existeβ ∈ b avecv(Xα(β)Xα) ≥ 0.

(iii ) Les actions dẽG etb surP̃ prolongent leurs actions par translation surG̃η.

(iv) Les actions dẽG etb surL̃ vérifient la condition de compatibilité suivante :

S∗gT ∗β = Xφ(β)(g)T ∗β S∗g , pour toutβ ∈ b et tout point fonctorielg deG̃.

(v) L̃ est ample sur̃P , au sens que les compléments des lieux des zéros des sections
globales H0(P̃ , L̃⊗n), n ≥ 1, forment une base de la topologie de Zariski deP̃ .

Définition 1.6. Uneétoile	 dea est un sous-ensemble fini dea tel que 0∈ 	,	 = −	
et	 contient une base dea.

Soit l’anneau gradué :R =∑∞
k=0K[Xα;α ∈ a] · θk.
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On définit une action du groupeb surR par :


T ∗β (c) = c, pourc ∈ K,
T ∗β (Xα) = Xα(β)Xα, pourα ∈ a,

T ∗β (θ) = Xφ(β)(β)X2φ(β)θ.

Définition 1.7. Soit	 une étoile dea ; on noteRφ,	 le sous anneau deR engendré sur
R par les élémentsT ∗β (Xαθ) pourβ ∈ b etα ∈ 	, i.e. :

Rφ,	 = R[Xφ(β)+α(β)X2φ(β)+αθ ]β∈b,α∈	.
D’après le lemme 1.4 on peut supposer, quitte à remplacerφ par nφ, queRφ,	 ⊂

R[Xαθ ]α∈a.
On montre alors que Proj(Rφ,	) est un modèle relativement complet pourG̃. Comme

Rφ,	 est un anneau gradué engendré par ses éléments de degré 1, Proj(Rφ,	) est muni
d’un faisceau très ample inversible canonique, qui est leO(1).

On obtient ainsi le :

Théorème 1.8 (Mumford [10]). Soit G̃ un tore déployé surS, b ⊂ G̃η un groupe de
périodes etφ : b→ a une polarisation. Alors, pour toute étoile	 dea, quitte à remplacer
φ par nφ (n ∈ Z, n
 0), P̃ = Proj(Rφ,	), muni de son faisceau canoniqueO(1), est un

modèle relativement complet pour̃G surS, par rapport à(b,2φ).

On remarque quẽGη = P̃η.
La construction du quotient procède en deux temps : Mumford forme d’abord le quo-

tientP du complété formel dẽP le long du bord, parb. Ce quotient est un schéma formel

projectif et de type fini, donc s’algébrise en un schéma projectif de type fini notéP .
Considérons l’ouvert

⋃
β∈b Tβ(G̃) ⊂ P̃ . Soit B̃ = P̃ −⋃

β∈b Tβ(G̃) le sous-schéma
réduit, etB le quotient parb de son complété formel. C’est la complétion formelle d’un
sous-schéma réduitB ⊂ P . PosonsG = P \B. Par construction les complétionsI -
adiques deG et G̃ sont canoniquement isomorphes.

Théorème 1.9 (Mumford [10]). Le schémaG/S est semi-abélien,Gη est une variété
abélienne etG0 est un tore déployé de rangr. Le schémaG/S ne dépend que du torẽG
et du groupe de périodesb, et il est indépendant de la fonction de polarisationφ et du
modèle relativement complet̃P . La construction deG/S est fonctorielle eñG/S et enb.

2 Construction de VAHB dégénérantes

On applique la construction de Mumford pour construire des variétés abéliennes de Hilbert–
Blumenthal dégénérantes.Afin d’éviter des répétitions avec la partie 2 de [6], nous n’allons
donner la définition d’une variété abélienne de Hilbert–Blumenthal que dans le cas où le
discriminant�F du corpsF est inversible.

Définition 2.1. Une variété abélienne de Hilbert–Blumenthal (abrégé VAHB) sur un
Z[ 1

�F
]-schémaS est la donnée d’un schéma abélienf : A → S de dimension rela-
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tive dF et d’une injectionι : o ↪→ End(A/S) tels que le faisceauω = f∗
1
A/S soit

localement libre de rang 1 suro⊗OS , pour la topologie de Zariski.

Pour tout idéal fractionnairef deF on posef∗ = f−1d−1. On a un accouplement parfait
TrF/Q : f× f∗ → Z.

SoitX un idéal fractionnaire deF , muni de sa positivitéX+ = X ∩ (F ⊗ R)+.

L’anneau de base Sσ . SoitR = Z[qξ ; ξ ∈ X].
SoitS = Spec(R) = Gm ⊗X∗ le tore de groupe de caractèresX.
Soit	 un éventail complet lisse deX∗+ et soitS ↪→ S	 , l’immersion torique associée.

On rappelle qu’elle est obtenue en recollant, pourσ ∈ 	, les immersions toriques affines
S ↪→ Sσ = Spec(Rσ ), oùRσ = Z[qξ ; ξ ∈ X ∩ σ̌ ]. SoitS∧σ le complété deSσ le long de
S∞σ := Sσ \S etS∧	 le complété deS	 le long deS∞	 := S	\S.

Pour écrire les choses plus explicitement, donnons nous une baseξ∗1 ,. . .,ξ∗r deσ que l’on
complète en une baseξ∗1 ,. . .,ξ∗d deX∗. Soitξ1,. . .,ξd la base duale deX et posonsZi = qξi .
Alors Rσ = Z[Z1, . . . , Zr , Z

±
r+1Z

±
d ] etS∞σ est le diviseur à croisements normaux deSσ

défini par l’équationZ1 . . . Zr = 0.
On a S∧σ = Spf(R∧σ ), où R∧σ est le complété deRσ en l’idéal principal radiciel

(Z1 . . . Zr).
Pour décrire ce complété, on décompose toutn = (n1, . . . , nd) ∈ Zd en (n′, n′′) ∈

Zr ×Zd−r . Disons qu’une série de Laurent formelle
∑
n∈Zd cnZ

n1
1 . . . Z

nd
d à coefficients

cn ∈ Z est(Z1 . . . Zr)-entière si

(i) pour toutn′′, cn′,n′′ = 0, sin′ �∈ Nr ,

(ii) pour toutH ≥ 1 on acn′,n′′ = 0, pour presque tout(n′, n′′) /∈ [H,∞[r × Zd−r .
Le complétéR∧σ s’identifie alors à l’ensemble des séries

∑
n∈Zd cnZ

n1
1 . . . Z

nd
d qui sont

(Z1 . . . Zr)-entières. C’est un anneau normal.
On voit ainsi queR∧σ est aussi le complété deRσ par rapport à la topologie suivante :

qξi → 0 ⇐⇒ TrF/Q(ξiξ
∗)→+∞, ∀ξ∗ ∈ σ. (1)

L’anneau de base sur lequel nous effectuons la construction de Mumford ici estR∧σ .
Soit Sσ = Spec(R∧σ ) ; posonsS0

σ = S ×
Sσ

Sσ = Spec(R∧σ ⊗Rσ R). C’est l’ouvert deSσ

obtenu en rendant inversibleqξ pour tout élémentξ deX ∩ σ̌ 0 (où σ̌ 0 désigne l’intérieur
du cône duaľσ deσ ). SoitSσ0 := Sσ \ S0

σ muni de la structure réduite. Siσ ′ ⊂ σ , on a
une flècheSσ ′ → Sσ .

Le tore G̃. Soita (= P ∗ dans les notations de Rapoport [11]) un idéal du corps de nombres
totalement réelF et soitG̃ := (Gm ⊗ a∗) × Sσ le Sσ -tore de groupe des caractèresa.
Explicitement :G̃ = Spec

(
R∧σ [Xα;α ∈ a]).

L’ensemble des périodes b. Soit b (= N dans les notations de Rapoport [11]) un idéal
fractionnaire deF , tel que

ab−1 = c etab ⊂ X.
Pour chaqueβ ∈ b on définit unS0

σ -point deG̃, par le morphisme

R∧σ [Xα;α ∈ a] → R∧σ ⊗Rσ R, Xα �→ qαβ.
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Ceci définit un homomorphismeo-équivariant deS0
σ -schémas en groupesq : b →

Gm ⊗ a∗ = G̃, (oùb désigne le schéma en groupes constant).

La polarisation φ. Se donner une polarisationo-linéaireφ : b→ a (voir la définition 1.3)
revient à se donner un élément[φ] ∈ c+ = c ∩ (F ⊗ R)+.

La construction de Mumford donne un schéma semi-abélienGσ surSσ .

Propriétés du schéma semi-abélien Gσ .
− La restriction deGσ àS0

σ est une VAHB, notéeG0
σ .

− Tout élément[φ] ∈ c donne une flèche naturelleGm ⊗ a∗ → Gm ⊗ b∗, d’où, par
fonctorialité de la construction, une flèche symétriqueφ de la variété abélienneG0

σ =
(Gm ⊗ a∗)/q(b) vers sa duale(G0

σ )
t = (Gm ⊗ b∗)/q(a). Si [φ] ∈ c+, alorsφ est une

polarisation.

− Par le lemme du serpent, appliqué à la multiplication parn dansGm⊗a∗, on trouve
la n-torsion deG0

σ (qui est le sous-schéma en groupes réduit, intersection des noyaux des
multiplications par les éléments den) au milieu de la suite exacte

1→ (a/na)(1)→ G0
σ [n] → n−1b/b→ 0. (2)

− La restriction deGσ àSσ0 est égale au tore(Gm⊗a∗)× Sσ0.

− La construction est fonctorielle en lesσ ∈ 	 et compatible avec l’action deo×, i.e.
pour toutσ ′ ⊂ σ et pour toutu ∈ o× on a des diagrammes cartésiens :

Gσ ′

��

�� Gσ
��

Sσ ′ �� Sσ

Gσ

��

∼ �� Gu2σ

��
Sσ

∼ �� Su2σ .

3 R-pointes et (R, n)-pointes

Pour tout idéalf ⊂ o on noteo×f le sous-groupe deo× formé des unités congrues à 1

modulof. On noteo×+ le groupe des unités totalement positives deo.
Pour touto-réseauL deF 2 notonsG+(L) le stabilisateur deL dansGD

Q+ (pour l’action

à gauche donnée parγ · l = lγ−1, pour toutγ ∈ GD
Q

et l ∈ L). On a

G+(o⊕ c∗) =
{
γ ∈

(
o c∗
cd o

) ∣∣ ν(γ ) ∈ o×+ ∩DQ

}
.

Posons� = �D1 (c, n) =
{ (

a b

c d

)
∈ G+(o⊕ c∗)

∣∣ c ∈ cdn, d ≡ 1(modn)

}
.

Cette partie étudie la combinatoire des pointes d’une variété modulaire de Hilbert–
Blumenthal en niveau�D1 (c, n) et servira à la construction de cartes locales pour les com-
pactifications toroïdales. Cette étude a été déjà effectuée par Rapoport en niveau�D(c, n)
et en niveau�D1 (c, n) pour une pointe non-ramifiée, lorsquen est un entier naturel et
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D = Gm (voir [11]). Par ailleurs, lorsqueF = Q, l’étude est faite par Deligne et Rapoport
[5], en niveau�(n), et par Katz et Mazur [8] en général.

Soit c un idéal fractionnaire deF , muni de sa de positivitéc+ = c ∩ (F ⊗ R)+.
Les objets combinatoires considérés dans cette partie sont inspirés par les structures

de niveau des VAHB : une VAHBc-polarisée complexe admet une uniformisation de la
formeF ⊗ C /L, oùL est uno-réseau deF 2 tel que∧2

oL = c∗. Or, un tel réseau s’écrit
L = b ⊕ a∗, aveca et b deux idéaux fractionnaires deF tels quea∗b = c∗. La µn-
structure de niveau sur une telle VAHB est donnée alors par un homomorphisme injectif
deo-modulesβ : n−1d−1/d−1 ↪→ n−1L/L. Par ailleurs touto-module projectif de rang 2
est isomorphe à uno-réseau deF 2. La définition suivante est une variante de celle donnée
par Rapoport dans le casD = Gm.

Définition 3.1. UneR-pointeC (resp. une classe d’isomorphisme deR-pointes) est une
classe d’équivalence de sextuplets(a, b, L, i, j, λ), où

(i) a etb sont deux idéaux fractionnaires deF tels quea∗b = c∗,
(ii ) L est uno-réseau deF 2 tel que l’on a une suite exacteo-modules

0→ a∗ i→ L
j→ b→ 0,

(iii ) λ : ∧2
oL→ c∗ est un isomorphismeo-linéaire (polarisation),

pour la relation d’équivalence suivante :(a, b, L, i, j, λ) et(a′, b′, L′, i′, j ′, λ′) sont équi-
valents, sia = a′, b = b′ (resp.a = ξa′ etb = ξb′ avecξ ∈ F ) et s’il existe un diagramme
commutatif deo-modules :

0 �� a∗ i ��

��

L
j ��

��

b ��

��

0

0 �� a′∗
i′ �� L′

j ′ �� b′ �� 0 ,

où les flèches verticales sont des isomorphismes et tel que l’isomorphisme∧2
oL
∼= ∧2

oL
′

(déduit deL ∼= L′) induise, viaλ etλ′, un automorphisme dec∗, donné par un élément de
o×D+ := o×+ ∩DQ.

L’application qui à uneR-pointeC = (a, b, L, i, j, λ)associe l’idéalb est une bijection
entre l’ensemble desR-pointes et l’ensemble�F des idéaux fractionnaires deF . En effet,
par (i) la donnée deb déterminea = bc, et deux suites exactes courtes (ii), correspondant
au même idéalb, sont équivalentes, car toutes les deux sont scindées.

La notion d’isomorphisme deR-pointes correspond alors à celle d’homothétie des
idéaux. On obtient par passage au quotient un isomorphisme entre les classes d’isomor-
phisme deR-pointes et le groupe ClF des classes d’idéaux deF .

UneR-pointe est déterminée par sono-réseauL deF 2 (en effet, la donnée d’un tel
réseau détermine les idéauxa∗ := L ∩ ({0} × F) et b = ca−1, et donc laR-pointe
C, à équivalence près). Le groupeGo

Q
:= {γ ∈ GD

Q
| ν(γ ) ∈ o×+} agit transitive-

ment sur ces réseaux. Le stabilisateur du réseauo ⊕ c∗ dansGo
Q

est égal àG+(o ⊕ c∗).
De plus, deux réseauxL et L′ donnent la mêmeR-pointeC, si et seulement s’ils sont
dans la mêmeTZUQ-orbite. Le diagramme commutatif suivant, traduit la correspondance
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entre lesR-pointes et les pointes classiques dansP1(F ) pour le sous-groupe de con-
gruenceG+(o⊕ c∗)

�F
∼ ��

��

R−pointes ∼ ��

��

TZUQ \Go
Q
/G+(o⊕ c∗) ∼ ��

��

G+(o⊕ c∗) \F 2− {0}/o×
��

ClF
∼ �� R−pointes/isom. ∼ �� BQ \GDQ/G+(o⊕ c∗) ∼ �� G+(o⊕ c∗) \P1(F ),

où pour toutγ =
(
a b

c d

)
∈ Go

Q
la double classeBQγ

−1G+(o⊕ c∗) s’envoie d’une part

sur la pointe classiqueG+(o ⊕ c∗)γ∞ et d’autre part sur l’idéalb = ao + cc∗ (voir [6]
Lemme 1.7).

Définition 3.2. (i) Une (R, n)-pointe C (resp. une classe d’isomorphisme de(R, n)-
pointes) est la donnée d’une classe d’équivalence de paires formées d’un sextuplet
(a, b, L, i, j, λ) (comme dans la définition 3.1) et d’un morphisme injectif deo-modules

β : n−1d−1/d−1 ↪→ n−1L/L,

pour la relation d’équivalence suivante :

C est équivalent àC′, s’il existe un isomorphisme deo-modulesL ∼= L′ induisant une
égalité (resp. un isomorphisme) desR-pointes sous-jacentes et dont la réduction modulo
n rend le diagramme suivant commutatif :

n−1L/L
∼ �� n−1L′/L′

n−1d−1/d−1 .
� �β

��������� � �
β ′

���������

On associe àC l’idéal fractionnaireb′ ⊃ b tel queb′/b = j (im(β)).
(ii ) Une (R, n)-pointe est ditenon-ramifiéelorsque la flècheβ : n−1d−1/d−1 ↪→

n−1L/L se factorise par la flèche naturellen−1a∗/a∗ ↪→ n−1L/L (ou si de manière
équivalenteb′ = b).

(iii ) Soit une(R, n)-pointeC et soitn l’exposant du groupeb′/b. Une(R, n)-pointe
C′ est dite appartenir à la même(R, n)-composantequeC (resp. à une(R, n)-composante
isomorphe), s’il existea ∈ (Z /n)× et un isomorphisme deo-modulesL ∼= L′ induisant
une égalité (resp. un isomorphisme) desR-pointes sous-jacentes et dont la réductionψ

modulon fait commuter le diagramme suivant

n−1L/L
∼
ϕ

�� n−1L/L
∼
ψ

�� n−1L′/L′

n−1d−1/d−1 ,
� �β

��������� � �
β ′

���������

où la flècheϕ est un automorphismeo-linéaire den−1L/L, induisant l’identité surn−1a∗/a∗
et la multiplication para surn−1b/b.

Soit y0 tel queo = n + y0c. On munit laR-pointeL0 = o ⊕ c∗ de la structure de

niveauβ0 : n−1d−1/d−1 ·y0−→ n−1c∗/c∗ ↪→ n−1L0/L0. Le groupeGo
Q

agit transitivement
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sur ces réseaux munis de structures de niveau et le stabilisateur de(L0, β0) est�. De plus,
deux réseauxL etL′ donnent la mêmeR-pointeC, si et seulement s’ils sont dans la même
TZUQ-orbite. D’où le diagramme suivant :

(R, n)−pointes ∼ ��

��

TZUQ \Go
Q
/�

��
(R, n)−pointes/isom. ∼ �� BQ \GDQ/� .

Proposition 3.3. Soit une(R, n)-pointeC, donnée parTZUQγ
−1�,γ =

(
a b

c d

)
∈ Go

Q
.

Alors,
(i) L’idéal b, correspondant à laR-pointe sous-jacente àC est donné parao+ cc∗ et

sa classe ne dépend que de la classe d’isomorphisme de la pointeC.

Quitte à changerγ , en le multipliant par un élément deUQ, ce qui ne change pas sa

classe double, on suppose queγ ∈ Go
Q
∩

(
b (bc)∗

bcd b−1

)
. Sous cette hypothèse :

(ii ) La structure de niveau deC est donnée parβ : n−1d−1/d−1 (y0c,y0d)−−−−−−→n−1L/L, où
L = b⊕ a∗ , aveca = bc.

(iii ) L’idéal b′ de la définition3.2(i) est contenu dansn−1b et sa classe ne dépend que
de la classe d’isomorphisme de la pointeC. De plusb′ = ao + c(cn)∗. La pointeC est
non-ramifiée, si et seulement si,c ∈ nbcd.

(iv) Le groupe d’automorphismes de la(R, n)-pointeC est égal àγ−1�γ ∩ BQ. La
suite exacte1→ U → B → T → 1, donne une suite exacte :

0→ X∗ → γ−1�γ ∩ BQ→ o×C → 1,

oùX = cbb′ et o×C = {(u, ε) ∈ o× × o×D+ | u − 1 ∈ nb′b−1
, uε − 1 ∈ bb′−1}. En

particulier, on ao×C,1 := o×C ∩ T1 = {u ∈ o× | u ∈ (1+ bb′−1
) ∩ (1+ nb′b−1

)}.
(v) L’ensemble des(R, n)-pointes est fibré au-dessus de�F . La fibre de l’idéalb est

isomorphe à(G+(b⊕ a∗) ∩ TZUQ) \G+(b⊕ a∗)/γ−1�γ , oùa = bc, L = b⊕ a∗. Elle
s’identifie avec l’ensemble :

(n−1L/L)prim
/ {(

uε ξ∗
0 u−1

) ∣∣ u ∈ o×, ε ∈ o×D+, ξ
∗ ∈ (cb2)∗

}
,

où (n−1L/L)prim désigne l’ensemble des vecteurs primitifs duo/n-modulen−1L/L, et

son cardinal est égal à
∑

n−1b⊃b′⊃b

#(o/bb′−1
)×#(o/nb′b−1

)×/[(o× × o×D+) : o×C ].

(vi) L’ensemble des(R, n)-composantes est fibré au-dessus de�F . La fibre de l’idéal
b s’identifie avec l’ensemble :

(n−1L/L)prim
/ {(

auε ξ∗
0 u−1

) ∣∣ u ∈ o×, ε ∈ o×D+, a ∈ (Z /n)×, ξ∗ ∈ (cb2)∗
}
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qui est de cardinal
∑

n−1b⊃b′⊃b

#(o/bb′−1
)×#(o/nb′b−1

)×/#(Z /n)×[(o× × o×D+) : o×C ], où

n est égal à l’exposant du groupeb′/b. De plus

o×
C
= {

(u, ε) ∈ o× × o×D+ | u− 1 ∈ nb′b−1
, uε ∈ (Z /n)× + bb′−1}

,

o×
C,1
= {

u ∈ o× | u ∈ (1+ nb′b−1
) ∩ ((Z /n)× + bb′−1

)
}
.

Démonstration. (i) La R-pointe sous-jacente àC correspond à la classe double

TZUQγ
−1G+(o ⊕ c∗) et donc à laG+(o ⊕ c∗)-pointeγ∞ =

[
a

c

]
. Par le diagramme

qui précède la définition 3.2 laR-pointeC correspond à l’idéalb = ao+ cc∗.
(ii), (iii) La structure de niveauβ deL est obtenue en faisant agirγ−1 sur la structure

de niveauβ0 deL0. Or, par le choix que nous avons fait deγ , on aL0γ = b ⊕ a∗ = L
et doncβ : n−1d−1/d−1 (cy0,dy0)−−−−−−→b′/b⊕ n−1a∗/a∗ ↪→ n−1L/L. La pointe est donc non-
ramifiée si, et seulement, sicy0n

−1d−1 ⊂ b, i.e.c ∈ nbcd. Enfinb′ = b+ cy0d
−1n−1 =

ao+cc∗+cc∗n−1 = ao+c(cn)∗. L’indépendance des classes deb etb′ découle du lemme
1.7 de [6] .

(iv) Pour le calcul du groupe d’automorphismesγ−1�γ ∩ BQ de la(R, n)-pointeC,

on remarque qu’il est formé de matrices

(
uε ξ∗u,ε
0 u−1

)
, avecu ∈ o×, ε ∈ o×D+, ξ∗ ∈ (cb2)∗

(c’est la forme générale d’un automorphisme de laR-pointe sous-jacente) qui respectent
en plus la structure de niveauβ. Ceci équivaut au système{

(uε − 1)c ∈ nbcd

(u− 1)d − ε−1ξ∗u,εc ∈ ncda∗ = nb−1.
(3)

En posantu = ε = 1 on retrouve queX∗ est formé desξ∗ ∈ c−1nb−1 ∩ (cb2)∗ =
(cb)∗((c(cn∗)−1 ∩ b−1) = (cbb′)∗, i.e.X = cbb′.

Pour le calcul deo×C on remarque que la première condition de (3) équivaut àuε −
1 ∈ c−1nbcd ∩ o = b(c(cn)∗−1 ∩ b−1) = bb′−1. La deuxième condition équivaut à
u − 1 ∈ d−1(nb−1 + c(cb2)∗) = (db)−1nb′b−1. Par ailleursu − 1 ∈ o ⊂ c−1nb′cd =
(c(bc)∗)−1nb′b−1. Comme(db)−1 ∩ (c(bc)∗)−1 = (db+ c(bc)∗)−1 = o, par le choix de
γ , on en déduit que la deuxième condition de (3) équivaut àu− 1 ∈ nb′b−1.

Notons que pour toutu ∈ o×C , ξ∗u,ε ∈ c−1(nb−1 + d(bb′−1 ∩ nb′b−1
)) ⊂ (cbb′)∗ +

db((cb2)∗ ∩ (ncb′2)∗) ⊂ (cbb′)∗ + (cb2)∗ ∩ (ncb′2)∗, et ce dernier est un idéal inclus
(parfois strictement !) dans(cb2)∗ (voir l’exemple à la fin de l’article).

(v), (vi) Commeγ transformeo⊕ c∗ enb⊕ a∗ etγ−1G+(o⊕ c∗)γ = G+(b⊕ a∗), la
fibre de l’idéalb est isomorphe à(G+(b⊕a∗)∩TZUQ) \G+(b⊕a∗)/γ−1�γ , L’ensemble
G+(b⊕ a∗)/γ−1�γ s’identifie avec celui des vecteurs primitifs duo/n-modulen−1L/L.
Le calcul du cardinal de la fibre se fait en analysant la condition sous laquelle deux vecteurs
primitifs correspondent à la même(R, n)-pointe. La démonstration du (vi) est tout a fait
analogue.
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Comme par définitionno ⊂ bb′−1 ⊂ o, l’ensemble(Z /n)× + bb′−1 est bien une
réunion de classes deo, modulo l’idéal entierbb′−1 Notons que[o×

C
: o×C ] divise #(Z /n)×

et le quotient représente le nombre de(R, n)-pointes dans la(R, n)-composanteC. �

Exemple 3.4. On posec = o (polarisation principale) etG = G∗ (o×D+ = {1}).
(i)SiF = Q, n = pZ, avecp un nombre premier, on ap−1 (R, n)-pointes, au-dessus

de laR-pointe∞ (b = Z), dont
− (p−1)/2 non-ramifiées, avecb′ = Z eto×

C
= o×C = {1}. Chacune de ces pointes est

seule dans sa(R, n)-composante.
− (p−1)/2 ramifiées, avecb′ = p−1 Z et o×

C
= {±1} ⊃ o×C = {1}, contenues dans

une seule(R, n)-composante.

(ii ) Si n = p2, avecp un idéal premier deo de degré résiduel 1 (N(p) = p, avecp un
nombre premier), on a 3 types de(R, n)-pointes, au-dessus de laR-pointe∞ (b = o) :
− si b′ = o, on an = 1, o×

C
= o×C = o×

p2, et donc on ap(p−1)/[o× : o×
p2] pointes

non-ramifiées, chacune seule dans sa(R, n)-composante.
− si b′ = p−1, on an = p, o×

C
= o×C = o×p , et donc on a(p −1)2/[o× : o×p ] pointes

peu ramifiées, partagées par groupes de(p−1), en(p−1)/[o× : o×p ] (R, n)-composantes.
− si b′ = p−2, on an = p2, o×

C
= o×, o×C = o×

p2, et donc on ap(p−1)/[o× : o×
p2]

pointes très ramifiées, contenus dans une seule(R, n)-composante.

(iii ) Si n = p, avecp un idéal premier deo de degré résiduel 2 (N(p) = p2, avecp un
nombre premier), on a 2 types de(R, n)-pointes, au-dessus de laR-pointe∞ (b = o) :
− si b′ = o, on an = 1, o×

C
= o×C = o×p , et donc on a(p2−1)/[o× : o×p ] pointes

non-ramifiées, chacune seule dans sa(R, n)-composante.
− si b′ = p−1, on an = p, o×C = o×p o×

C
= {u ∈ o× | up − u ∈ p}, et donc on a

(p2−1)/[o× : o×p ] pointes peu ramifiées, partagées par groupes de(p−1)/[o×
C
: o×p ], en

(p + 1)/[o× : o×
C
] (R, n)-composantes.

4 Construction des cartes locales

Soit c un idéal deF , muni de sa positivité naturellec+ = c ∩ (F ⊗ R)+. Posons� =
�F N(n) = N(dn). Nous identifionsT1×D etT par(u, ε) �→

(
uε 0
0 u−1

)
.

On on considère le foncteur contravariantM1 (resp.M) de la catégorie desZ[ 1
N(n) ]-

schémas vers celle des ensembles, qui à un schémaS associe l’ensemble des classes
d’isomorphisme de quadruplets(A, ι, λ, α)/S (resp.(A, ι, λ, α)/S), où (A, ι) est une
VAHB (voir [6] Déf.2.2), λ est unec-polarisation surA (resp.λ est une classe dec-
polarisations ; voir [6] Déf.2.3), etα : (o/n)(1) ↪→ A[n] est uneµn-structure de niveau
(voir [6] Déf.2.5).

Le foncteurM1 est représentable par unZ[ 1
N(n) ]-schéma quasi-projectif, normal, géo-

métriquement connexeM1 de dimensiondF , qui est lisse au-dessus deZ[ 1
�
] et muni d’un

quadruplet universel(A, ι, λ, α) (voir [6] Thm.4.1).
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Le foncteurM admet un schéma de modules grossierM surZ[ 1
N(n) ] quasi-projectif,

normal, géométriquement connexe et lisse au-dessus deZ[ 1
�
] (voir [6] Cor.4.2).

Le schémaM est le quotient deM1 par le groupe finio×D+/(o
×
D+ ∩ o×2

n ) qui agit
proprement et librement par[ε] : (A, ι, λ, α)/S �→ (A, ι, ελ, α)/S.

Le but de cette partie est de munir les VAHB construites dans la partie 2 de différentes
µn-structures de niveau, et ainsi fournir les cartes locales servant à compactifier la variété
modulaire de HilbertM.

A chaque(R, n)-composanteC, on peut associer par la Déf.3.2 et la Prop.3.3 des idéaux
b, b′ etX = cbb′, un entiern égal à l’exposant du groupeb′/b, des groupes d’unitéso×C ,
o×
C

, o×C,1, o×
C,1

et des sous-groupesHC = o×
C
/o×C ,HC,1 = o×

C,1
/o×C,1 du groupe(Z /nZ)×

(ces objets sonta priori associés à une(R, n)-pointe, mais sont constants au sein d’une
(R, n)-composante).

Soit une(R, n)-composanteC et considérons le toreS = SC = Gm⊗X∗. Soit	C un
éventail complet deX∗+. Soitσ ∈ 	C . La construction de la partie précédente, appliquée
à (X, a, b), nous donne alors un schéma semi-abélienGσ/Sσ , muni d’une action deo et
dont la restriction àG0

σ /S
0
σ est une VAHBc-polarisée.

En appliquant une deuxième fois la construction de la partie précédente, cette fois à
(X, a, b′), on obtient un schéma semi-abélienG′σ /Sσ , muni d’une action deo et dont la
restrictionG′0σ /S0

σ est une VAHBc′ = ab′−1-polarisée. Par fonctorialité on a une flèche
Gσ → G′σ , dont la restrictionG0

σ → G′0σ est une isogénie. On en déduit la suite exacte :

0→ b′/b q→ G0
σ [n] → G′0σ [n] → 1. (4)

Considérons d’abord le cas oùC est non-ramifiée. On a alorsb = b′ et doncX = ab.
La variété abélienneG0

σ associée à une(R, n)-composante non-ramifiée est naturellement
munie d’uneµn-structure de niveau(o/n)(1) ∼= (a/na)(1) ↪→ G0

σ [n], où la première
flèche vient de l’isomorphismeβ : n−1d−1/d−1 ∼= n−1a∗/a∗ et la deuxième du (2).

Passons maintenant au cas oùC est ramifiée. Afin de munirG0
σ d’uneµn-structure de

niveau, on doit :

− choisir un relèvement deb′/b dans im(β) (appeléuniformisationdeC),

− se placer dans ce cas au-dessus de Spec(Z[ 1
N(n) , ζC]), oùζC désigne une racine de

l’unité d’ordre égal à l’exposantn du groupe abélienb′/b.

Au-dessus de Spec(Z[ 1
N(n) , ζC]) on a un isomorphisme canoniqueb∗/b′∗ ∼= (b′/b)(1),

d’où uneµn-structure de niveau surG0
σ :

(o/n)(1) � � �� (a/na)(1)× (b∗/b′∗)(1) ∼= (a/na)(1)× b′/b
(2)(4)� � �� G0

σ [n],
où la première inclusion vient de la flècheβ : n−1d−1/d−1 ↪→ n−1a∗/a∗ × b′/b.

Proposition 4.1. (i) Pour toute(R, n)-composante uniformiséeC et pour tout côneσ ∈
	C la construction ci-dessus donne un carré cartésien :

G0
σ × Spec(Z[ 1

N(n) , ζC]) �� A

��
S0
σ × Spec(Z[ 1

N(n) , ζC]) �� M1 �� M .
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(ii ) Changer l’uniformisation de la pointeC revient à se donner un élémentx ∈
(ab)∗/(ab′)∗ = Hom(b′/b, n−1a∗/a∗) et correspond donc à l’automorphisme deS0

σ ×
Spec(Z[ 1

N(n) , ζC]) qui envoieqξ sur ζ
nTrF/Q(ξx)
C qξ (ξ ∈ ab′).

(iii ) SoientC1, C2 deux(R, n)-composantes uniformisées et soient deux cônesσi ⊂
X∗
i,R

, i = 1,2. Supposons qu’il existe

− un isomorphisme de(R, n)-composantesC1 ∼= C2 (d’où ξ ∈ F× tel quea∗2 = ξa∗1,
b2 = ξ−1b1 et X∗2 = ξ2X∗1) induisant surc∗ (via les polarisations deL et L′), la
multiplication par une unitéε ∈ o×D+,

− des éléments(u, ε) ∈ o×C1
= o×C2

eth ∈ HC , tels queσ2 = u2εξ2σ1 et ζC2 = ζ hC1
.

Alors, on a un isomorphismeS0
σ1
× Spec(Z[ 1

N(n) , ζC1]) ∼= S0
σ2
× Spec(Z[ 1

N(n) , ζC2])
qui complète les deux flèchesS0

σi
× Spec(Z[ 1

N(n) , ζCi ]) → M (i = 1,2) du (i) en un
triangle commutatif.

Le (i) et (ii) découlent de ce qui précède. Le (iii) utilise la fonctorialité de la construction
deG0

σ enσ et sa compatibilité avec l’action deo×C (voir fin de la partie 2 et la Prop.3.3(iv)).�
Avant de décrire la construction des compactifications toroïdales arithmétiques, on doit

la préparer. C’est l’objet des deux parties suivantes.

5 Un théorème de descente formelle de Rapoport

La construction d’une compactification toroïdale peut être vue comme l’ajout d’un bord
à M. On a un schéma formel de type fini candidat pour ce bord, à savoir l’analogue
algébrique de :

Xan=
∐

pointesC/∼

(
C× ⊗(cbb′)∗

)∧
	C/o

×
C .

Le but de cette partie est de donner un critère abstrait, trouvé par Rapoport [11], pour
résoudre le problème de “Descente Formelle”, en l’occurrence, le problème d’existence et
unicité du schéma recollementY d’un ouvertY 0 et d’un schéma formelX : Y 0 ↪→ Y ← X.
Il repose en partie sur un critère d’immersion ouverte de Rapoport dont on rappellera
l’énoncé.

Le problème de Descente Formelle sera en fait d’abord posé dans la catégorie des
espaces algébriques. On verra dans la partie 7 que les conditions d’application du critère
sont satisfaites dans notre cas.

Dans cette partieV désignera un anneau de valuation discrète complet, de corps des
fractionsK et de corps résiduelk. S désigne unV -schéma.

Soit Aff /S la catégorie desS-schémas affines, munie de la topologie étale. Un faisceau
d’ensembles sur Aff/S s’appelle unS-espace.

Définition 5.1. Une relation d’équivalence étale sur unS-schémaU1 est donnée par une
immersion fermée quasi-compacteU2→ U1×SU1 deS-schémas dont les deux projections
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sont étales et qui définit une relation d’équivalence : pour toutY ∈ Aff /S, U2(Y ) →
U1(Y )×S(Y ) U1(Y ) est une relation d’équivalence.

Un S-espace algébriqueest unS-espace qui est quotient d’un schémaU1, appelé un
atlas étale, par une relation d’équivalence étale.

L’ensemble Alg/S desS-espaces algébriques muni des flèches deS-espaces forme
une catégorie. On définit de même pour un schéma formelS∧ la catégorie desS∧-espaces
algébriques formels, notée Form/S∧.

Définition 5.2. Soit f : X′ → X un morphisme dans Form/S∧. On dit quef est un
éclatement admissibledeX si f est un éclatementX′ → X dans Form/S∧, par rapport à
un idéal qui contient une puissance de l’idéal de définition deX.

La catégorie des espaces rigides Rig/S est la catégorie localisée de Form/S, par
rapport aux éclatements admissibles.

Définition 5.3. Un épaississementde(K, V ) est un couple(R,R(0)) tel que :
− R est un anneau local artinien de corps résiduelK. On noteRV l’image réciproque

deV dansR.
− R(0) ⊂ RV ⊂ R est un sous-anneau noethérien tel que le morphismeR(0) → V

soit surjectif et la localisation deR(0) au point générique deV soit égale àR (c’est à dire
R est le localisé deR(0) enJ = ker(R(0)→ V )).

Soit π̃ un élément deR(0) qui se projette sur une uniformisante deV . Pour touti ≥ 1
on poseR(i) = R(0)[ J

π̃ i
]. AlorsR(0) ⊂ R(1) ⊂ · · · ⊂ RV et

⋃
i R

(i) = RV .

On a Sprig(K) = Spf(V )rig et Sprig(R) := Spf(R(0))rig (= Spf(R(i))rig), car Spf(R(i))
est obtenu par éclatement (admissible) de Spf(R(0)), par rapport à l’idéal(π̃ i)+ J (carJ
est nilpotent).

Exemple 5.4. Soit l’anneau local artinienR = K[t]/(t2). Le sous-anneauRV = V +K ·t
n’est pas noethérien. Considérons le sous-anneau noethérienR(0) = V [t]/(t2). Alors
(R,R(0)) est un épaississement de(K, V ). On aR(i) = V +V · t

π̃ i
et donc

⋃
i R

(i) = RV .

A toute flèchefrig : Xrig → Yrig on peut associer un modèle formelf : X → Y,
défini à éclatement admissible près.

Définition 5.5. frig est uneimmersion ouverte, s’il existe un modèle formelf qui est une
immersion ouverte.

M. Rapoport a démontré le critère d’immersion ouverte suivant, qui est utilisé pour
démontrer le résultat de recollement abstrait que l’on a en vue.

Théorème 5.6 (Théorème 3.15 de [11]).frig est une immersion ouverte, si et seulement
si, les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i)rig Pour tout corpsK, discrètement valué, l’applicationHom(Sprig(K),Xrig)
frig ∗−→

Hom(Sprig(K),Yrig) est injective.
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(ii )rig Pour tout épaississement(R,R(0)) de(K, V ) on peut compléter de façon unique
le diagramme commutatif suivant :

Sprig(K)

��

�� Xrig

��
Sprig(R) ��

������
Yrig .

Remarque 5.7. L’anneauV étant principal, il n’admet pas d’éclatements admissibles. La
condition(i)rig peut s’écrire donc Hom(Spf(V ),X) ↪→ Hom(Spf(V ),Y), alors que le
diagramme dans la condition(ii )rig devient (pouri assez grand) :

Spf(V )

��

�� X

��
Spf(R(0)) Spf(R(i))�� ��

���
�

�
�

Y .

Soit S un schéma affine, de type fini sur le spectre d’un corps ou d’un anneau de
Dedekind excellent (pour les applications aux compactifications toroïdales, il suffit de
prendreS de type fini surZ).

SoitA un anneau noethérien complet pour la topologieI -adique, définie par un idéal
I ⊂ A. SoitU = Spf(A) le schéma formel affine correspondant. PosonsU = Spec(A),
U0 = Spec(A/I) = l’âmedeU etU0 = U \U0.

Lemme 5.8 (EGA III.5). Soit Y un espace algébrique de type fini surS et Y0 ⊂ Y un
sous-espace fermé. On suppose queU = Spec(A) est unS-schéma et on se donne un
S-morphisme formel adiquef : U→ Y |Y0.

Alors, il existe un unique morphismef : U → Y dont le complété formel estf.

Définition 5.9. Un morphismeg0 : Spec(K) → U0 sera ditpermis, s’il vient (via le
lemme 5.8) d’un morphisme formel de type finig : Spf(V )→ U.

Plus généralement (siU est unS-schéma), un morphismef 0 : U0 → Y 0 dans un
espace algébrique de type fini surS sera ditpermis, s’il existe une immersion ouverte
de Y 0 dans unS-espace algébrique propreY , telle que : pour tout morphisme permis
Spec(K) → U0, l’unique extension à Spec(V ) du morphisme composé Spec(K) → Y ,
envoie le point spécial dansY \Y 0.

Un morphismef 0, provenant par restriction d’un morphismef : U → Y , est permis,
s’il existe un morphisme formelf : U → Y = Y |Y0 qui fait commuter le diagramme
suivant :

U

��

f �� Y

��
U

��

f �� Y

��
U0

f 0
�� Y 0 .
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En d’autres termes, un morphisme est permis s’il “envoie le bord sur le bord”.

Définition 5.10. SoitX unS-espace algébrique formel, séparé et de type fini. Undécou-
pagedeX est la donnée :
− d’un atlas affineU2 = Spf(A2) ⇒ U1 = Spf(A1)→ X, et
− d’un espace algébriqueY 0 de type fini surS, tel que les deux composés suivants

soient égaux :U0
2 ⇒ U0

1
f 0

→ Y 0, oùU1 = Spec(A1) etU2 = Spec(A2) et les flèches
U2 ⇒ U1 viennent, via le lemme 5.8, des flèchesU2 ⇒ U1.

Le découpage est diteffectif, s’il existe unS-espace algébrique de type finiY , une
immersion ouvertej : Y 0 ↪→ Y et un isomorphismeϕ : X ∼→ Y, oùY est le complété
formel deY le long deY \Y 0, tels que le morphismef : U1→ Y , venant (via le lemme
5.8) du morphismef : U1→ X

∼→ Y, induisef 0 : U0
1→ Y 0 surU0

1 ⊂ U1.

U2
����

��

U1
f ��

��

X ∼= Y

��
U2

���� U1
f �� Y

U0
2

����

��

�� U0
1

f 0
��

��

��

Y 0
��

��

Théorème 5.11 (Théorème 3.5 de [11])).Soit un découpage. On suppose :
− U0

1 est schématiquement dense dansU1 (i.e.OU1
↪→ OU0

1
).

− Y 0 est compactifiable (i.e. il existe uneS-immersion ouverteY 0 ↪→ Y ∗ avecY ∗
propre surS).
− Le morphismef 0 : U0

1→ Y 0 est permis.
− Pour tout anneau de valuation discrète completV , de corps des fractionsK :

(i′)rig la suiteU0
2(K)permis⇒ U0

1(K)permis→ Y 0(K)permisest exacte, et

(ii ′)rig pour tout épaississement(R,R(0)) de(K, V ) on peut compléter de façon unique
le diagramme commutatif suivant :

Spec(K)

��

permis �� U0
1

��
Spec(R)

permis ��

���
�

�
�

Y 0 .

Alors le découpage est effectif.

6 La construction de Raynaud

Pour pouvoir vérifier les conditions(i′)rig et (ii ′)rig ci-dessus dans la situation où l’ouvert
Y 0 est l’espace de modulesM1 et le schéma formelX est celui donné par les cartes locales
de la proposition 4.1, on a besoin de la construction suivante (donnée par Raynaud dans
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[12] et reprise par Rapoport dans le cas d’une VAHB [11]). Il est à noter que l’on a besoin
de cette construction non seulement sur un corps mais aussi sur un épaississement artinien,
auquel cas l’argument donné par Raynaud reste valable.

Soit V un anneau de valuation discrète complet de corps des fractionsK, et soit
(R,R(0)) un épaississement de(K, V ).

Définition 6.1. Une variété abélienneA surR (resp. surK) est dite à réduction semi-stable
(déployée) s’il existe un schéma en groupes lisse surR(i), pour un certaini ≥ 0, (resp. sur
V ), prolongeantA et dont la fibre spéciale est une extension d’une variété abélienne par
un tore (déployé).

Pour des raisons de dimension, si une VAHB surR (ou surK) est à mauvaise réduction
semi-stable déployée, alors la fibre spéciale est un tore déployé. Dans ce cas la description
rigide-analytique de Raynaud devient :

Théorème 6.2 (Raynaud).Soit A une VAHB surR (ou surK) à mauvaise réduction semi-
stable déployée. Alors :

Arig = (Gm⊗a∗)rig/brig,

oùa etb sont des idéaux deF . De plus :
− on a une suite exacte0→ (a/na)(1)→ A[n] → n−1b/b→ 0,
− la forme bilinéaire〈 , 〉 : a × b → Val(K) ∼= Z (α, β) �→ val(Xα(β)) vérifie

〈aα, β〉 = 〈α, aβ〉 pour touta ∈ o, et donc définit un unique élémentξ∗ ∈ (ab)∗, à Q×+
près et à l’action deo× près,
− le cône positif des polarisations surA, P (A) ⊂ Symo(A,A

t ) = ab−1 est obtenu
comme produit de l’unique positivité surab pour laquelleξ∗ > 0 et de la positivité
naturelle surb−2.

7 Compactifications toroïdales arithmétiques

Construction des compactifications toroïdales.

Définition 7.1. Un éventail�-admissible	 = (	C)C est la donnée pour chaque(R, n)-
composanteC d’un éventail complet	C deX∗+, stable paro×C et contenant un nombre
fini d’éléments modulo cette action, de sorte que les données soient compatibles aux
isomorphismes de(R, n)-composantesC ∼= C′.

Voici l’analogue du résultat principal de l’article [11] dans le cas de groupe de niveau
� (on rappelle que� est sans torsion).

Théorème 7.2. Soit	 = {	C}C un éventail�-admissible.
(i) Il existe une immersion ouvertej : M1 ↪→ M1

	 deSpec(Z[ 1
N(n) ])-schémas et un

isomorphisme de schémas formels

ϕ :
∐

(R,n)−composantes/∼

(
S∧
	C/o

×
C,1

)× Spec(Z[ 1
N(n) , ζC]HC,1)

∼−→ M1∧
	 ,
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(oùM1∧
	 est le complété formel deM1

	 le long de sa partie à l’infini), tels que pour toute
(R, n)-composanteC et pour toutσ ∈ 	C on a la propriété suivante : l’image réciproque
de la VAHB universelle surM1 par le morphismeSσ ×Spec(Z[ 1

N(n) , ζC])→ M1
	 (déduit

par le lemme5.8du morphisme formelS∧σ ×Spec(Z[ 1
N(n) , ζC])→ M1∧

	 construit à l’aide

deϕ), soit la VAHBc-polarisée avecµn-structure de niveauG0
σ ×Spec(Z[ 1

N(n) , ζC]) sur

S0
σ ×Spec(Z[ 1

N(n) , ζC]) construite dans la proposition4.1(i). Le couple(j, ϕ) est unique,
à unique isomorphisme près.

(ii ) Il existe une immersion ouvertej : M ↪→ M	 deSpec(Z[ 1
N(n) ])-schémas et un

isomorphisme de schémas formels

ϕ :
∐

(R,n)−composantes/∼

(
S∧
	C/o

×
C

)× Spec(Z[ 1
N(n) , ζC]HC )

∼−→ M∧	.

Démonstration.(i) Il y a un nombre fini de(R, n)-composantesC modulo isomorphisme.
Soit {σC

i } un ensemble fini de représentants des cônes de l’éventail	C , modulo l’action
deo×C,1.

Considérons le schéma formel affineU1 := ∐
C/∼

∐
i

S∧
σC
i

× Spec(Z[ 1
N(n) , ζC]). Il est de

type fini surZ et muni d’un morphisme étale (“immersions toroïdales” et quotient étale
par le groupeHC,1) dansX := ∐

C/∼
(
S∧
	C/o

×
C,1

)× Spec(Z[ 1
N(n) , ζC]HC,1).

PosonsU1 = ∐
C/∼

∐
i

SσC
i
× Spec(Z[ 1

N(n) , ζC]).
D’après la proposition 4.1(i) on a un morphismef 0 : U0

1 → M1, qui est permis,
car toute variété abélienne obtenue comme image réciproque, par un morphisme permis
Spec(K) → S0

σC
i

× Spec(Z[ 1
N(n) , ζC]), de la variété abélienneG0

σ × Spec(Z[ 1
N(n) , ζC])

est à mauvaise réduction d’après la partie 2.
PosonsU2 := U1 ×X U1 = Spf(A2) et U2 = Spec(A2). Les deux flèches compo-

séesU0
2 ⇒ U0

1 → M1 sont égales par compatibilité de la construction de Mumford
avec les inclusionsσ ′ ⊂ σ , avec l’action deo×C,1 et avec l’action deHC,1 (appliquer la
proposition 4.1(iii) dans le casD = Gm).

Vérifions la condition(i′)rig du théorème 5.11 :
Soientg0

1, g
0
2 : Spec(K)→ U0

1 deux morphismes permis avecf 0 � g0
1 = f 0 � g0

2.
Chaque morphismeg0

j se factorise par un certainS0
σj
× Spec(Z[ 1

N(n) , ζCj ]), où σj

désigne un desσ
Cj
i et détermine ainsi :

− une(R, n)-composanteCj (à laquelle sont attachés des objetsaj , bj , b′j ,Xj , βj ),
− une racine de l’unitéζ (j)C ∈ K, d’ordre l’exposantnj du groupeb′j /bj ,
− un côneσj de	Cj et un morphismeψj : R∧σj → V , d’où un élémentξ∗j ∈ σj ∩X∗j ,

déterminé par la propriété suivante : pour toutξ ∈ σ̌j∩Xj on a val(ψj (qξ )) = TrF/Q(ξξ∗j ).

Le morphisme permisf 0 � g0
j fournit une VAHBA surK munie d’unec-polarisation

etµn-structure de niveau, à mauvaise réduction semi-stable déployée.
L’uniformisation de Raynaud–Tate de laVAHBA, décrite dans la partie 6, donne alors :
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− deux idéauxa et b, tels queArig = (Gm⊗a∗)rig/brig et c = Symo(A,A
t ) =

ab−1 (ceci nous donne uneR-pointeC, bien définie modulo isomorphisme). Comme la
construction de Mumford et celle de Raynaud sont inverses l’une à l’autre (i.e. le 1-motif
associé par Raynaud à la VAHB surK construite par Mumford est le 1-motif du départ),
lesR-pointes sous-jacentes deC1 etC2 sont isomorphes àC.
− une suite exacte : 0→ (a/na)(1)→ A[n] → n−1b/b→ 0. Ainsi, laµn-structure

de niveau surA détermine-t-elle bien une une(R, n)-composanteC au-dessus de laR-
pointeC et une racine de l’unitéζC . De nouveau par compatibilité de la construction de
Mumford et celle de Raynaud on déduit queζC1 et ζC2 sont conjuguées sousHC,1 et que
les(R, n)-composantesC1 etC2 sont isomorphes, et donc égales, car elles vivent dans un
ensemble de représentants modulo isomorphisme.
− un élémentξ∗ ∈ (ab)∗+ bien défini moduloo×C,1. Un dernière fois par compatibilité

des constructions de Mumford et de Raynaud, on trouve queξ∗1 ∈ σ1 etξ∗2 ∈ σ2 sont dans
la mêmeo×C,1-orbite. Par conséquentξ∗1 = ξ∗2 et, par exempleσ1 ⊂ σ2.

On en déduit qu’il existe un morphisme permish0 : Spec(K) → U0
2 tel queg0

1 =
p0

1 � h0 etg0
2 = p0

2 � h0, ce qui termine la vérification du(i′)rig.

Vérifions la condition(ii ′)rig du théorème 5.11 :
Les morphismes permis Spec(K) → U0

1 et Spec(R) → M1 nous donnent deux
VAHB A/K et A′/R à mauvaise réduction, avecA ∼= A′ ×R K. Comme dans la vé-
rification de(i′)rig, la flèche Spec(K) → U0

1 détermine les des donnés combinatoires
C = (a, b, X, β), ζC, ξ

∗ ∈ X∗. Par la théorie de Raynaud–TateA et A′ admettent
des uniformisation rigides analytiquesArig = (Gm⊗a∗)rig/brig (compatibilité entre la
construction de Mumford et celle de Raynaud) etA′rig = (Gm⊗a′∗)rig/b′rig. Comme
Arig = A′rig ×R K, on en déduit que l’on peut prendrea = a′, b = b′, ζC = ζC′ et

ξ∗ = ξ ′∗, d’où le(ii ′)rig.
Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le théorème 5.11 qui nous donne le

couple cherché(j, ϕ), dont on admet l’unicité.
(ii) Comme	C est stable paro×C (et non-seulement paro×C,1), le groupe finio×D+/(o

×
D+∩

o×2
n ) du revêtement galoisien étaleM1 → M agit proprement et librement surM1

	 et la
construction du (i) passe au quotient. La flècheM1

	 → M	 est encore étale. �

Remarque 7.3. Soit	 = (	b)b∈�F , où pour tout idéalb,	b est un éventailo×-admissible
de(cb2)∗+. On aurait pu tenter de définirM	 comme la normalisation dansM de la com-
pactification de RapoportM(c)	 de l’espace de modulesM(c). Le problème est que le
schémaM	 ainsi défini n’est jamais lisse. En effet, pour compactifier chaque(R, n)-pointe
C qui est au-dessus de laR-pointe correspondant àb on utilise le même éventail	b. Or,
si bb′−1 �= no (n ∈ Z), 	b ne peut pas être un éventail lisse pour(cb2)∗+ et (cbb′)∗+
simultanément.

Propriétés des compactifications toroïdales. Dans la suite, pour alléger les notations,
nous écrironsM à la place deM	 , en gardant en tête la dépendance du système d’éven-
tails	.
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Corollaire 7.4. Localement pour la topologie étale surSpec(Z[ 1
N(n) ]), j : M ↪→ M est

isomorphe àSC ↪→ Sσ pour un certain coupleC, σ ∈ 	C .
En particulier, pour tout côneσ ∈ 	C \{0}, et tout corps algébriquement closk de

caractéristiquep ne divisant pasN(n), l’ensemble desk-points de la strateM(σ) de
M s’identifie à celui desk-points de la strate ferméeS(σ) de l’immersion torique affine
S ↪→ Sσ .

Ceci résulte du fait queo×C opère librement sur l’ensemble des strates non-ouvertes

de SC ↪→ S	C , et donc localement pour la topologie étaleS∧
	C/o

×
C (et doncM

∧
) est

isomorphe àS∧σ , pour un certainσ ∈ 	C .

Corollaire 7.5. Quitte à raffiner l’éventail	, on obtient un schémaM qui est lisse au-
dessus deSpec(Z[ 1

�
]).

Proposition 7.6. Il existe un unique schéma en groupes semi-abélienf : G → M1 qui
prolonge la VAHB universellef : A→ M1. Ce schéma en groupes est muni d’une action
deo et c’est un tore au-dessus deM1 \M1.

Démonstration.L’unicité est montrée dans un cadre beaucoup plus général dans le chapitre
I du livre de Chai et Faltings [7]. Pour l’existence on considère le diagramme suivant :

A �����������

��

G

���
�
�
�
�

G0
σ [ 1

N(n) , ζC]

��������
��

��

Gσ [ 1
N(n) , ζC]

��

���
�

�

M1 ��
M1 M1

∧��

S0
σ [ 1

N(n) , ζC] ��

��������
Sσ [ 1

N(n) , ζC]

��������
S∧σ [ 1

N(n) , ζC] .

�������
�� �

Théorème 7.7. LeSpec(Z[ 1
N(n) ])-schémaM est propre.

Démonstration.L’idée, comme dans [11], est d’appliquer le critère valuatif de propreté
tel qu’il est énoncé dans [3] (voir Théorème 4.19 et le commentaire qui suit). Il suffit de
vérifier la propreté deM1.

SoitV un anneau de valuation discrète de corps de fractionsK. CommeM1 est ouvert
et dense dansM1, il suffit de vérifier que tout morphismeg0 : Spec(K) → M1, s’étend
en un morphismeg : Spec(V ) → M1. Supposons queg0 ne s’étend pas déjà en un
morphismeg : Spec(V ) → M1. La VAHB A/K donnée parf 0 est donc à mauvaise
réduction (voir Deligne–Pappas [4]). Quitte à remplacerK par une extension finie etV
par sa normalisation, on peut supposer queA/K est à mauvaise réduction semi-stable. Nous
sommes alors en mesure d’appliquer àA/K la théorie de géométrie rigide de Raynaud,
qui nous fournit (voir la partie 6) :
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− deux idéauxa et b, tels queArig = (Gm⊗a∗)rig/brig et c = Symo(A,A
t ) = ab−1

(ceci définit uneR-pointe).
− une suite exacte 0→ (a/na)(1) → A[n] → n−1b/b → 0. Laµn-structure de

niveau(o/n)(1) ↪→ A[n] définit alors une(R, n)-composanteC au-dessus de laR-pointe
définie précédemment (à laquelle on peut associer un idéalb′ ⊃ b) et une racine de l’unité
ζC d’ordre l’exposant du groupeb′/b.
− un élémentξ∗ ∈ (ab)∗+ (bien défini modulo l’action deo×C ), venant de la forme

bilinéaireo-équivariante〈 , 〉 : a× b→ Val(K) ∼= Z (α, β) �→ val(Xα(β)).
Un translaté deξ∗ par le groupeo×C,1 appartient à un certain côneσC

i ∈ 	C , parmi les

cônes choisis dans la démonstration du théorème. Le morphismeg0 se factorise alors par
la carte localeS0

σC
i

×Spec(Z[ 1
N(n) , ζC])→ M1. Le morphisme composég : Spec(V )→

SσC
i
× Spec(Z[ 1

N(n) , ζC])→ M1 étend le morphismeg0. �

8 Formes de Hilbert et compactification minimale
arithmétiques

Nous savons qu’une forme modulaire de Hilbert classique (surC) est uniquement détermi-
née par sonq-développement en une pointeC, que la condition d’holomorphie à l’infinie
est automatiquement satisfaite sidF > 1 (Principe de Koecher) et qu’il n’y a pas de séries
d’Eisenstein en poids non-parallèle.

Le but de cette partie est de décrire, en suivant [11], les propriétés duq-développement
d’une forme de Hilbert arithmétique. C’est le point de départ de la construction de la
compactification minimale arithmétique deM (voir [2]).

Formes modulaires de Hilbert arithmétiques. Pour la définition de l’espace des formes
modulaires de Hilbert, nous suivons le paragraphe 6.8 de [11], rédigé par P. Deligne.
Considérons le schéma en groupesT1 = Reso

Z
Gm surZ, dont la fibré générique est le tore

ResF
Q

Gm de groupes de caractèresZ[JF ], oùJF désigne l’ensemble des plongements de
F dansR. On suppose dans cette partie quedF > 1.

Par définition de la VAHB universelle, le faisceauωA/M1 = f∗
1
A/M1 est uno-fibré

inversible surM1× Spec(Z[ 1
�
]).

Soit κ ∈ Z[JF ] = X(T1) un poids et soitF ′′ un corps de nombres, contenant les
valeurs du caractèreκ : F× → C×. On peut prendre, par exemple,F ′′ = Q et poids
parallèle, ou bienF ′′ = F gal et poids quelconque.

Soit o′′ l’anneau des entiers deF ′′. Le morphisme de groupes algébriques
κ : ResF

Q
Gm → ResF

′′
Q

Gm, se prolonge en un morphisme Reso
Z

Gm → Reso
′′

Z
Gm,

qui équivaut (par la formule d’adjonction) à un morphisme de groupes algébriques suro′′,
Reso

Z
Gm×Spec(o′′)→ Gm×Spec(o′′), noté encoreκ.

A l’aide de κ, on peut découper dansω un fibré inversible surM1 × Spec(o′′[ 1
�
]),

notéωκ . Soit o′ l’anneau des entiers deF ′ = F ′′(ε1/2, ε ∈ o×D+). Alors ωκ descend en



546 Mladen Dimitrov

un fibré inversible surM × Spec(o′[ 1
�
]), noté encoreωκ (voir la partie 4 de [6] pour une

présentation plus détaillée).
Pour toutZ[ 1

�
]-schémaY , on poseY ′ = Y ×Spec(Z[ 1

�
]) Spec(o′[ 1

�
]).

Définition 8.1. SoitR uneo′[ 1
�
]-algèbre.

Une forme modulaire de Hilbert arithmétique de poidsκ, de niveau� et à coef-
ficients dansR, est une section globale deωκ sur M ×Spec(Z[ 1

�
]) Spec(R). On note

Gκ(c, n;R)geom := H0(M ×Spec(Z[ 1
�
]) Spec(R), ωκ) l’espace de ces formes modulaire

de Hilbert.

Remarque 8.2. 1) Le faisceauωt (t = ∑
τ∈JF τ ) n’est autre que le faisceau∧dF ω =

det(ω) surM, etωkt - sa puissancek-ième. Les formes modulaires de Hilbert de poids
parallèlek ≥ 1, s’écrivent doncGkt (c, n)geom= H0(M, (∧dF ω)⊗k).

2) SiF ′ ⊃ F gal, l’action deo permet de décomposerω ∼= o⊗OM ′ en somme directe
de fibrés inversiblesωτ surM ′, indexés par les différents plongementsτ deF dansF gal.
Si κ =∑

kτ τ , on aωκ =⊗
τ (ω

τ )⊗kτ .

Soit f : G → M1 le schéma semi-abélien au-dessus d’une compactification toroï-
daleM1 deM1, comme dans la partie précédente. Le faisceauω

G/M1 := e∗
1
G/M1

, où

e : M1 → G désigne la section unité, prolonge le faisceauωA/M1. En outreω
G/M1

coïncide avec le faisceau(f ∗
1
G/M1

)G desG-invariants def ∗
1
G/M1

. En passant aux

cartes formelles, on voit comme dans [11], qu’au-dessus deZ[ 1
�
], le faisceauω

G/M1 est

uno-fibré inversible. Le fibréω
G/M1 descend en uno-fibré inversible surM

′
, notéω (voir

la partie 7 de [6]). Pour toutκ ∈ Z[JF ], on peut ainsi prolonger le fibré inversibleωκ en
un fibré inversible surM

′
, noté encoreωκ .

D’après la partie 2 pour toute(R, n)-composante uniformiséeC, tout côneσ ∈ 	C et
pour touteo′[ 1

�
, ζC]-algèbreR on aω|S∧σ ×Spec(R) � (a⊗OS∧σ ×Spec(R)), d’où

ωκ |S∧
	C×Spec(R) � (a⊗OS∧

	C
⊗ R)−κ=(a⊗ o′[ 1

�
])−κ ⊗

o′[ 1
�
]
(o⊗OS∧

	C
⊗ R)−κ (5)

Par conséquent H0((S∧
	C × Spec(R))/o×C , ωκ) = a(κ) ⊗o′[ 1

�
] R

(κ)
C (R), où a(κ) =

(a⊗ o′[ 1
�
])−κ est uno′[ 1

�
]-module inversible et

R
(κ)
C (R) :=

{ ∑
ξ∈X+∪{0}

aξq
ξ

∣∣ aξ ∈ R, au2εξ = εκ/2uκζ nTrF/Q(ξuξ∗u,ε )
C aξ , ∀(u, ε) ∈ o×C

}
.

Notons queξuξ∗u,ε est un élément deb′b−1d−1, bien défini modulod−1, et donc

nTrF/Q(ξuξ∗u,ε) ∈ Z /nZ (on rappelle quenZ = Z∩bb′−1 etn = ord(ζC)).

On aR(κ)C (R) = H0
(
S∧
	C × Spec(R), (o⊗OS∧

	C
⊗ R)−κ)o×C .
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Le diagramme suivant montre comment l’anneauR(κ)C (R) se situe par rapport aux
différents anneaux déjà considérés dans la partie 2 :

R[qξ ]ξ∈X+∪{0} �
� ��

� �

��

Rσ ⊗ R = R[qξ ]ξ∈X∩σ̌� �

��
R
(κ)
C (R)

� � �� R[[qξ ]]ξ∈X+∪{0} �
� �� R∧σ ⊗ R .

Principe de Koecher.

Théorème 8.3 (Principe de Koecher [11] 4.9).SoitM une compactification toroïdale de
M. Alors

H0(M × Spec(R), ωκ
) = H0(M × Spec(R), ωκ

)
Démonstration.Le problème est local et il suffit de le vérifier après complétion, le long
d’une(R, n)-composanteC.

D’après la trivialisation (5) du fibré inversibleωκ , il s’agit de voir que les sections
globales méromorphes du faisceau(o⊗ OS∧

	C
⊗ R)−κ surS∧

	C × Spec(R), qui sonto×C -

invariantes, appartiennent àR(κ)C (R).
Soit f = ∑

ξ∈X aξqξ ∈ H0
mer((S

∧
	C × Spec(R))/o×C , (o ⊗ OS∧

	C
⊗ R)−κ) une telle

section. Supposons queaξ0 �= 0 avecξ0 non-totalement positif. Il existe doncξ∗0 ∈ X∗R+
avec TrF/Q(ξ0ξ∗0 ) strictement négatif. CommedF > 1, on peut choisir des unitésu ∈ o×C,1
de manière à rendre la quantité TrF/Q(u

2ξ0ξ
∗
0 ) arbitrairement proche de−∞. Soit σ

un cône polyédral de	C contenantξ∗0 . Par définition deS∧σ , on voit quef n’est pas

méromorphe surS∧σ . Contradiction. Doncf ∈ R(κ)C (R). �

q-développement. Le paragraphe précédent montre que l’on peut associer à une(R, n)-
composante uniformiséeC et à une forme modulaire de Hilbertf de poidsκ, niveau�,
et à coefficients dans uneo′[ 1

�
, ζC]-algèbreR, un élément :

fC ∈ a(κ) ⊗o′[ 1
�
] R

(κ)
C (R).

Définition 8.4. L’élémentfC est appelé leq-développement de la formef en la(R, n)-
composante uniformiséeC. On note evC,κ l’applicationf �→ fC .

Le principe duq-développement s’énonce alors :

Proposition 8.5. Soientκ un poids,C une (R, n)-composante uniformisée etR une
o′[ 1

�
, ζC]-algèbre(contenant les valeurs deκ). Alors

(i) l’application evC,κ est injective,

(ii ) pour touteR-algèbreR′ etf ∈ Gκ(c, n;R′), si evC,κ (f ) ∈ a(κ) ⊗o′[ 1
�
] R

(κ)
C (R),

alorsf ∈ Gκ(c, n;R),
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(iii ) s’il existef ∈ Gκ(c, n;R) tel que le terme constant deevC,κ (f ) ne soit pas nul,
alors εκ/2uκ − 1 est un diviseur de zéro dansR, pour tout(u, ε) ∈ o×C .

Le cas de l’anneau nulR = 0 redonne une formulation classique du principe. Pour
démonstration du (i) et du (ii) voir la partie 7 de [6]. Le (iii) est clair. �
Compactification minimale. La compactification minimale est la contrepartie arithmé-
tique de la compactification de Satake surC. Contrairement au cas complexe, dans le cas
arithmétique, la construction de la compactification minimale utilise les compactifications
toroïdales. Voici l’analogue en niveau� de l’énoncé donné par C.-L. Chai dans [2].

Théorème 8.6.
(i) Il existek0 ∈ N∗ tel que le faisceauωk0t

A/M1, soit engendré par ses sections globales

surM1.

(ii )Le morphisme canoniqueπ : M1→M1∗ := Proj
Z[ 1

N(n) ]
( ⊕

k≥0 H0(M1, ωkt
A/M1)

)
,

est surjectif. LeZ[ 1
N(n) ]-schémaM1∗ est indépendant du choix de	 (on rappelle que

M1 = M1
	).

(iii ) L’anneau gradué
⊕

k≥0 H0(M1, ωkt
A/M1) est de type fini surZ[ 1

N(n) ] etM1∗ est un

Z[ 1
N(n) ]-schéma projectif, normal, de type fini. Le groupeo×D+/(o

×
D+∩o×2

n ) du revêtement

fini étaleM1→ M agit surM1∗ et le quotient est unZ[ 1
N(n) ]-schéma projectif, normal,

de type finiM∗, muni d’un morphisme surjectifπ : M → M∗.
(iv) π |M induit un isomorphisme sur un ouvert dense deM∗, noté encoreM.M∗\M

est fini et étale surZ[ 1
N(n) ] et en fait isomorphe à :∐
(R,n)−composantes/∼

Spec(Z[ 1
N(n) , ζC]HC ).

Les composantes connexes deM∗\M sont appelées les pointes deM. Cependant celles-ci
ne sont des points fermés que pour les(R, n)-composantes non-ramifiées.

(v) L’image réciproqueπ−1(C) de chaque pointeC deM, est une composante connexe
deM\M. La complétion formelle deM le long de l’image réciproque d’une composante
π−1(C), est canoniquement isomorphe à(S∧

	C/o
×
C )× Spec(Z[ 1

N(n) , ζC]HC ). En particu-

lier, la complétion formelle deM le long de l’image réciproqueπ−1(C) d’une (R, n)-
composante non-ramifiéeC, est canoniquement isomorphe à

(S∧
	C/(o

×
n × o×D+))× Spec(Z[ 1

N(n) ]).
(vi) Pour toutκ ∈ Z[JF ] le faisceauωκ s’étend en un faisceau inversible surM∗ si et

seulement siκ est parallèle.

Démonstration.Nous suivons la méthode de C.-L. Chai [2]. D’après [9] Chap.IX Thm.2.1
(voir aussi [7] Chap.V Prop.2.1), il existek0 ≥ 1 tel que le faisceau inversibleωk0t

A/M1 soit

engendré par ses sections globales surM1. Ceci nous fournit un morphisme

M1→ Proj
Z[ 1

N(n) ]
(

Sym• H0(M1, ω
k0t

A/M1

))
.
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SoitB• la normalisation de Sym• H0
(
M1, ω

kk0t

A/M1

)
dans⊕

k≥0
H0

(
M1, ω

kk0t

A/M1

)
. Le mor-

phisme associéπ : M1→ Proj
Z[ 1

N(n) ](B
•) est birationnel, surjectif et satisfaitπ∗O(1) =

ω
k0t

A/M1. Le Théorème de Connexité de Zariski implique alors que les fibres deπ sont
connexes. D’après [7] Chap.V Prop.2.2, la partie abélienne est constante dans chaque fibre
géométrique deπ , et par conséquent les fibres géométriques deπ sont
− soit des points géométriques deM1,
− soit des composantes géométriques connexes deM1 \M1.

Comme pour toutk ≥ 1, π∗O(k) = ω
k0kt

A/M1 et ωk0t

A/M1 est engendré par ses sec-

tions globales surM1, on obtient H0
(
M1, ω

kk0t

A/M1

) = H0(Proj(B•),O(k)). Par consé-

quentB• = ⊕
k≥0

H0
(
M1, ω

kk0t

A/M1

)
et c’est uneZ[ 1

N(n) ]-algèbre de type fini. Or, l’algèbre

⊕
k≥0

H0
(
M1, ωkt

A/M1

)
est entière sur⊕

k≥0
H0

(
M1, ω

kk0t

A/M1

)
, engendrée par les éléments de

degré plus petit quek0. Il en résulte que⊕
k≥0

H0(M1, ωkt
A/M1) est de type fini surZ[ 1

N(n) ],
et queM1∗ := Proj( ⊕

k≥0
H0

(
M1, ωkt

A/M1)
) = Proj(B•). Par le principe de Koecher, le

schémaM1∗ est indépendant du choix particulier de la compactification toroïdaleM1 de
M1. Le groupeo×D+/(o

×
D+∩o×2

n ) agit surM1∗ et on définitM∗ comme le quotient. Notons
qu’en généralM1∗ → M∗ n’est pas étale, car les pointes peuvent avoir des stabilisateurs
non-triviaux.

On a donc (i),(ii),(iii) et la première partie de (iv). Le calcul de la complétion formelle
deM, le long de l’image réciproque d’une composante connexe deM∗ \M découle du
Théorème des Fonctions Formelles de Grothendieck.

Enfin, examinons à quelle conditionωκ
G/M1

descend en un fibré inversible surM1∗.
Comme(π∗ωκ

G/M1
)|M1 = ωκ

A/M1 et codim(M1∗ \M1) ≥ 2, le faisceauπ∗ωκ
G/M1

est

cohérent. Il est inversible si et seulement siωκ
G/M1

peut être trivialisé surS∧
	C/o

×
C,1 ×

Spec(R). D’après (5) le pull-back deωκ
G/M1

à S∧
	C × Spec(R) est canoniquement trivial

eto×C,1 agit sur ce pull-back à traversκ, d’où (vi). �

Exemples de q-développement en une pointe ramifiée. Nous nous proposons de décrire
explicitement dans le cas particulier de l’exemple 3.4(ii)(iii) les anneauxR

(κ)
C (R) contenant

lesq-développements des formes modulaires de Hilbert de poidsκ et niveau�. Rappelons
queo′ désigne les entiers d’un corps de nombres contenant les valeurs du caractèreκ. On
suppose que ClF = {1}.

Plaçons nous dans le cas (ii). Le bordM1∗ \M1 s’écrit alors∐
(R,n)−comp.

non-ramifiés/∼

Spec
(

Z

[
1

N(n)

]) ∐
(R,n)−comp.
peu ramifiés/∼

Spec
(

Z

[
1

N(n) , ζp

]) ∐
(R,n)−comp.
très ramifiés/∼

Spec
(

Z

[
1

N(n) , ζp2

]o×/o×
p2

)
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− Si la pointeC est non-ramifiée, pour touteo′[ 1
�
]-algèbreR, on a

R
(κ)
C (R) =

{ ∑
ξ∈o+

aξq
ξ | aξ ∈ R, au2ξ = uκaξ , ∀u ∈ o×

p2

}
.

− Si la pointeC est peu ramifiée, pour touteo′[ 1
�
, ζp]-algèbreR, on a

R
(κ)
C (R) =

{ ∑
ξ∈p−1+

aξq
ξ | aξ ∈ R, au2ξ = uκζp TrF/Q(ξuξ∗u )

p aξ , ∀u ∈ o×p
}
.

− Si la pointeC est très ramifiée, pour touteo′[ 1
�
, ζp2]-algèbreR, on a

R
(κ)
C (R) =

{ ∑
ξ∈p−2+

aξq
ξ | aξ ∈ R, au2ξ = uκζp

2 TrF/Q(ξuξ∗u )
p2 aξ , ∀u ∈ o×

p2

}
.

En fait, d’après la démonstration de la Prop.3.3(iv), on aξ∗u ∈ p2d−1 et donc
TrF/Q(ξuξ∗u ) ∈ Z (alors qu’à priori il appartient juste àp−2 Z !). On en déduit que

R
(κ)
C (R) =

{ ∑
ξ∈p−2+

aξq
ξ | aξ ∈ R, au2ξ = uκaξ , ∀u ∈ o×

p2

}
,

ce qui est compatible avec le fait queζp2 n’appartient pas au corps de définition de la

pointeC, qui estQ(ζp2)
o×/o×

p2 (notons que−1 ∈ o×/o×
p2).

Plaçons nous dans le cas (iii). Le bordM1∗ \M1 s’écrit alors∐
(R,n)−comp.

non-ramifiés/∼

Spec
(

Z

[
1

N(n)

]) ∐
(R,n)−comp.

ramifiés/∼

Spec
(

Z

[
1

N(n) , ζp

]o×
C
/o×p )

.

− Si la pointeC est non-ramifiée, pour touteo′[ 1
�
]-algèbreR, on a

R
(κ)
C (R) =

{ ∑
ξ∈o+

aξq
ξ | aξ ∈ R, au2ξ = uκaξ , ∀u ∈ o×p

}
.

− Si la pointeC est ramifiée, pour touteo′[ 1
�
, ζp]-algèbreR, on a

R
(κ)
C (R) =

{ ∑
ξ∈p−1+

aξq
ξ | aξ ∈ R, au2ξ = uκζp TrF/Q(ξuξ∗u )

p aξ , ∀u ∈ o×p
}
.

En fait, d’après la démonstration de la Prop.3.3(iv), on aξ∗u ∈ pd−1 et donc
TrF/Q(ξuξ∗u ) ∈ Z (alors qu’à priori il appartient juste àp−1 Z !). On en déduit que

R
(κ)
C (R) =

{ ∑
ξ∈p−1+

aξq
ξ | aξ ∈ R, au2ξ = uκaξ , ∀u ∈ o×p

}
,

ce qui est compatible avec le fait queζp n’appartient pas au corps de définition de la pointe

C, qui estQ(ζp)
o×

C
/o×p (notons que−1 ∈ o×

C
/o×p ).
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