
Université Paris Diderot – UMR 7586
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1 Introduction

Le but de ce mémoire est de décrire les résultats principaux des travaux [1],
[2], [3], [4] et [5] présentés en vue de l’obtention de l’habilitation à diriger des
recherches (HDR). On ne mentionnera que très brièvement les articles [6], [7],
[8] et [9] qui sont issus de la thèse [10].

Les objets principaux de notre recherche sont le groupe de Galois ab-
solu d’un corps de nombres totalement réel et ses représentations continues
irréductibles de dimension deux sur des corps finis, p-adiques ou Λ-adiques. On
s’intéresse également aux valeurs spéciales de fonctions L classiques et p-adiques
de formes modulaires, aux groupes de classes ou de Selmer et à leurs liens ex-
primés en termes de conjectures de Bloch-Kato ou de conjectures principales
d’Iwasawa. Les outils principaux dans notre approche sont les représentations
automorphes de GL2 et la cohomologie des variétés modulaires de Hilbert.

Dans [5] l’on adapte la méthode de Taylor et Wiles aux cas des variétés
modulaires de Hilbert pour établir des théorèmes de modularité (voir la partie
2) ainsi qu’une formule pour la valeur en 1 de la fonction L adjointe d’une forme
modulaire de Hilbert (voir la partie 3). On y établit également des résultats
de non-torsion pour la cohomologie des variétés modulaires de Hilbert, plus
généraux que ceux obtenus dans les travaux issus de la thèse (voir la partie 4).

Ces dix dernières années ont vu nâıtre le programme de Langlands p-adique
de Breuil et Colmez. Encore en grande partie conjectural pour un groupe
algébrique réductif sur un corps de nombres, ce programme a déjà porté ses
fruits pour GL2 sur Q grâce aux travaux de Breuil, Colmez, Emerton et Kisin
culminant avec la preuve de beaucoup de cas de la conjecture de Fontaine et
Mazur pour GL2 sur Q (voir [E2] et [K]). Parmi les objets centraux de ce pro-
gramme se trouvent la cohomologie complétée et une certaine suite spectrale
introduites par Emerton [E1]. Dans le cas de GL2 sur un corps de nombres
totalement réel, les résultats de [1] sur la cohomologie ordinaire des variétés
modulaires de Hilbert impliquent la dégénérescence de la partie ordinaire de
cette suite spectrale (voir la partie 6).

Les symboles modulaires classiques, introduits par Manin dans les années
70, ont de nombreuses applications telles que la rationalité des valeurs spéciales
de fonctions L de formes modulaires, le théorème de Merel [Me] sur la borne uni-
forme de la torsion des courbes elliptiques et l’algorithme de calcul numérique
de systèmes de valeurs propres de formes modulaires. Les symboles modulaires
jouent aussi un rôle central dans la construction et l’étude des fonctions L p-
adiques de formes modulaires classiques d’après les travaux de Mazur, Manin,
Vishik, Amice-Velu et al. (voir [MTT] pour une description très complète de
leurs résultats).
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L’article [1] introduit une nouvelle série de recherches portant sur les sym-
boles modulaires pour les variétés modulaires de Hilbert et sur les fonctions
L p-adiques pour les formes modulaires de Hilbert seules et en familles. À
part le travail précurseur de Manin [Mn] sur ce sujet, les articles plus récents
de Dabrowski [Da], Pantchichkine [Pa] et Mok [Mo] utilisent la méthode de
Rankin-Selberg. Nous donnons une nouvelle construction des fonctions L p-
adiques pour les formes modulaires de Hilbert, à l’aide d’une généralisation
des symboles modulaires que nous appelons des symboles automorphes (voir la
partie 5). Notre construction permet aussi d’associer des fonctions L p-adiques
aux familles ordinaires de formes modulaires de Hilbert dans des anneaux de
déformation universels de représentations galoisiennes (voir la partie 7).

La théorie des formes modulaires Λ-adiques, appelées aussi familles de Hida,
a été développée dans [H1] et [H2], où ont été établies plusieurs de leur pro-
priétés fondamentales. Durant ce dernier quart de siècle, la théorie de Hida a
été généralisée à d’autres groupes réductifs que GL2 et a joué un rôle central
dans l’étude des propriétés arithmétiques des formes automorphes. Elle a mo-
tivé de nombreuses recherches dans des domaines variés allant des congruences
entre formes modulaires à la théorie de déformations de représentations galoi-
siennes de Mazur, et des valeurs de fonctions L (classiques et p-adiques) aux
groupes (et complexes) de Selmer. Le travail [2] étudie les propriétés p-adiques
des formes modulaires classiques de poids un, du point de vue de la théorie de
Hida. Par contraste avec [1], le point de vue adopté est très concret et l’on y
trouve aussi beaucoup d’exemples numériques, dont l’obtention a nécessité un
travail approfondi avec les logiciels Pari et Magma.

Finalement, le travail [3] est une “excursion” dans la théorie des représenta-
tions de groupes p-adiques.

Nous avons essayé d’utiliser partout le langage des adèles et des formes
automorphes. Bien que nous n’ayons pas de réticences à utiliser le langage mo-
dulaire classique en tant que tel, nous avons jugé que le changement de langage
au sein d’un article le rend souvent difficile à lire. Comme pour certains aspects
de la théorie (twists locaux, théorèmes de modularité, formes quasi-ordinaires)
le langage adélique semblait indispensable, nous avons été amenés à définir
adéliquement des notions qui existaient auparavant uniquement en langage clas-
sique (symboles modulaires, périodes, isomorphismes d’Eichler-Shimura).

Au fil de ce mémoire, nous allons mentionner des idées et des pistes que nous
comptons explorer dans le futur, et dont certaines, nous l’espérons, pourront
donner lieu à des sujets de thèse.
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2 Théorèmes de modularité pour GL2 /F

Soit F un corps de nombres totalement réel, d’anneau des entiers o, d’anneau
des adèles A et soit p un nombre premier. On note GalL le groupe de Galois
absolu d’un corps L.

La modularité pour GL1 /F concernant les représentations continues de
dimension un de GalF est l’objet principal de la théorie de corps de classes
globale. Dans la formulation donnée par Weil, l’abélianisé de GalF est décrit
comme le quotient du groupe de classes d’idèles A× /F× par la composante
connexe (F ⊗Q R)×+ de l’identité. Ainsi les caractères continus GalF → C×
correspondent à des caractères de Hecke d’ordre fini. Enfin, si l’on suppose la
conjecture de Leopoldt vraie pour F en p, tout caractère p-adique GalF → Q×

p

s’écrit comme produit d’un caractère d’ordre fini par une puissance p-adique
du caractère cyclotomique χp : GalF → Z×p .

Le cas suivant porte sur la modularité pour GL2 /F . À toute représentation
automorphe cuspidale π de GL2(A) engendrée par une forme modulaire de
Hilbert holomorphe nouvelle de poids arithmétique et à tout plongement ιp :
Q ↪→ Qp, l’on sait associer par Taylor [Ta] et al. une représentation p-adique

ρπ,p : GalF → GL2(Qp) (1)

qui est irréductible, totalement impaire, non-ramifiée en dehors d’un ensemble
fini de places et potentiellement semi-stable en toutes les places v divisant p
(voir [S] et [L]). Réciproquement, Fontaine-Mazur [FM] et Langlands ont conjec-
turé que toute représentation p-adique de dimension deux ayant ces propriétés
provient d’une représentation automorphe π comme ci-dessus.

Soit I l’ensemble des plongements de F dans R. Le groupe de caractères
algébriques du tore F× peut être identifié avec Z[I] comme suit : pour tout
k =

∑
τ∈I kττ ∈ Z[I] et pour toute Q-algèbre A qui déploye F×, l’on considère

le caractère x ∈ (F ⊗Q A)× 7→ xk =
∏

τ∈I τ(x)
kτ ∈ A×. Le caractère norme

NF/ Q : F× → Q× correspond alors à t =
∑

τ∈I τ ∈ Z[I].

Définition 2.1 Un poids (k,w0) ∈ Z[I]×Z est dit cohomologique si pour tout
τ ∈ I, kτ ≥ 2 et kτ ≡ w0 (mod 2).

La conjecture de Fontaine-Mazur se décompose naturellement en deux par-
ties. La première est la conjecture de modularité de Buzzard-Diamond-Jarvis
(voir [BDJ]) qui généralise la conjecture de modularité de Serre (maintenant
théorème de Khare et Wintenberger) aux corps totalement réels en affirmant
que toute représentation irréductible et totalement impaire de GalF en dimen-
sion deux sur un corps fini provient d’une représentation automorphe cuspidale
π de GL2(A). Nos résultats portent sur la deuxième partie concernant la mo-
dularité des déformations d’une représentation galoisienne modulaire mod p.
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Pour la suite, on se donne un ensemble fini Σ de places de F ne divisant
pas p et une représentation continue irréductible

ρ̄ : GalF,Σp → GL2(Fp), (2)

définie sur l’anneau des entiers O d’une extension finie E de Qp, où GalF,Σp

désigne le groupe de Galois de l’extension algébrique maximale de F non-
ramifiée en dehors de Σ et des places divisant p∞. Considérons les hypothèses :

Hypothèse 1 Aucune tordue de ρ̄ par un caractère ne s’étend à GalF ′ pour
aucun sous-corps strict F ′ de F et l’image de ρ̄ contient SL2(Fp).

Hypothèse 2 Le premier p est non-ramifié dans F et ρ̄ ' ρπ̄,p mod p avec π̄
représentation automorphe cuspidale de GL2(A) de conducteur premier à p et
de poids cohomologique (k̄, w̄0) tel que w̄0t ≥ k̄ et p− 1 >

∑
τ∈I

k̄τ+w̄0
2 .

Notons qu’étant donnée une représentation automorphe cuspidale π qui ne pro-
vient pas par changement de base d’un sous-corps strict F ′ de F , ni par induc-
tion automorphe d’un caractère de Hecke d’une extension quadratique CM de
F , alors pour presque tout nombre premier p la réduction modulo p de ρπ,p

satisfait l’hypothèse 1.

Théorème 2.2 [5, Théorème A] Soit une représentation continue

ρ̄ : GalF,Σp → GL2(Fp),

vérifiant les hypothèses 1 et 2. Alors toute déformation p-adique de ρ̄ qui est
cristalline aux places divisant p de poids appartenant à un intervalle de longueur
au plus p− 2 provient d’une représentation automorphe de GL2(A).

Un point de vue porteur dans l’étude de la modularité de représentations
galoisiennes est celui de la théorie des déformations de Mazur [Mz]. D’après
un résultat de Mazur, il existe un anneau universel de déformation Rρ̄,Σ qui
est la O-algèbre classifiant les déformations de ρ̄ de déterminant fixé qui sont
minimalement ramifiées en déhors de Σ et cristallines de poids entre 0 et p− 2
aux places divisant p.

Il semble alors naturel de chercher à construire un anneau universel modu-
laire T ρ̄,Σ paramétrant les déformations de ρ̄ qui sont modulaires. La réponse
est cachée dans l’action des algèbres de Hecke sur la cohomologie de certaines
variétés de Shimura. Nous nous intéressons tout particulièrement aux variétés
modulaires de Hilbert qui sont des variétés de Shimura pour le groupe GL2 /F ,
bien que pour certaines applications l’on puisse utiliser des variétés de Shimura
associées à d’autres algèbres de quaternions. La coholomogie des variétés mo-
dulaires de Hilbert est la clef de voûte de la plupart de nos projets de recherche
passés et en cours, et sera rappelée dans la partie 4.1.

La méthode de Taylor-Wiles, que nous avons mise en œuvre dans le cas
des variétés modulaires de Hilbert, permet de démontrer un résultat beaucoup
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plus précis que le théorème 2.2, à savoir que Rρ̄,Σ ' T ρ̄,Σ, où T ρ̄,Σ est l’algèbre
de Hecke engendrée par presque tous les opérateurs de Hecke agissant sur un
morceau Mρ̄,Σ de la cohomologie en degré d d’une certaine variété modulaire
de Hilbert Yρ̄,Σ (voir [5, Théorème 6.6]). En effet, pour démontrer le théorème
2.2 il aurait suffi que Rρ̄,Σ⊗ZpQp ' T ρ̄,Σ⊗ZpQp et d’autres techniques, comme
celles développées par Kisin [K], permettent d’y arriver plus facilement, sans
établir par exemple d’analogues du lemme d’Ihara. Néanmoins, pour d’autres
applications que nous avons en vue, comme celles décrites dans les parties 3 et
7, il est important de disposer de l’isomorphisme Rρ̄,Σ ' T ρ̄,Σ et de la liberté
de Mρ̄,Σ sur T ρ̄,Σ qui se démontre en même temps.

Le caractère central de π correspond par la théorie du corps de classes
globale à det(ρπ,p)χp. De plus, la correspondance π 7→ ρπ,p est compatible avec
toutes les correspondances de Langlands locales (voir [C] pour les places ne
divisant pas p et [L] pour les places divisant p). En particulier, pour tout v
divisant p, ρπ,p|GFv

est réductible si, et seulement si, πv est quasi-ordinaire
(voir [H4], [W1] et [S]). On dit alors que ρπ,p est quasi-ordinaire. Si de plus
pour tout v divisant p, ρπ,p|GFv

possède une droite quotient non-ramifiée, alors
on dit que ρπ,p et π sont ordinaires.

Supposons jusqu’à la fin de cette partie que ρ̄ est quasi-ordinaire. Par la
théorie de Mazur, il existe alors un anneau de déformations universel Rq.o.

ρ̄,Σ pa-
ramétrant les déformations quasi-ordinaires de ρ̄. Il est muni d’une structure
naturelle de Λq.o.-algèbre, où Λq.o. est l’algèbre d’Iwasawa définie dans la partie
6.1. Suivant Fujiwara [Fu] l’on peut définir l’algèbre de Hecke quasi-ordinaire
universelle T q.o.

ρ̄,Σ comme la Λq.o.-algèbre de Hecke maximale telle que tout homo-
morphisme T q.o.

ρ̄,Σ → Qp dont la restriction à Λq.o. est algébrique de poids (k,w0)
(voir la définition 6.2) provient d’une représentation automorphe cuspidale π
de GL2(A) de poids (k,w0), quasi-ordinaire en p et telle que ρπ,p mod p ' ρ̄.

De même, si ρ̄ est ordinaire, il existe un anneau de déformations universel
ordinaireRord

ρ̄,Σ et une algèbre de Hecke ordinaire T ord
ρ̄,Σ qui sont des Λord-algèbres.

Théorème 2.3 Si ρ̄ satisfait les hypothèses 1 et 2 avec π̄ quasi-ordinaire de
poids k̄ > 2t, alors il existe un isomorphisme naturel Rq.o.

ρ̄,Σ
∼−→ T q.o.

ρ̄,Σ d’algèbres
finies et plates d’intersection complète sur Λq.o.. Si de plus π̄ est ordinaire, alors
on a un isomorphisme Rord

ρ̄,Σ
∼−→ T ord

ρ̄,Σ d’algèbres finies et plates d’intersection
complète sur Λord.

La démonstration repose sur la réalisation de T q.o.
ρ̄,Σ comme algèbre de Hecke

agissant sur la cohomologie quasi-ordinaire d’une tour de variétés modulaires
de Hilbert (voir la partie 6.2). On procède alors par “spécialisation” en un idéal
premier de hauteur un bien choisi de Λq.o. en se ramenant au theorème 2.2.

Corollaire 2.4 Soit une représentation continue ρ̄ : GalF,Σp → GL2(Fp),
vérifiant les hypothèses 1 et 2 avec π̄ (quasi-)ordinaire de poids k̄ > 2t. Alors
toute déformation (quasi-)ordinaire de ρ̄ provient d’une représentation auto-
morphe de GL2(A).
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3 Fonction L adjointe d’une forme de Hilbert

À toute représentation automorphe holomorphe cuspidale π de GL2(A) de
poids cohomologique (k,w0), Blasius et Rogawski [BR] associent un motif Aπ

sur F de rang 3 à coefficients dans Q, pur de poids 0 et autodual. Pour tout
ιp : Q ↪→ Qp sa réalisation p-adique ad0(ρπ,p) est donnée par l’action adjointe
de GalF via ρπ,p sur les matrices 2× 2 de trace nulle. Soit L(Aπ, s) la fonction
L correspondante. Le facteur Γ associé s’écrit :

Γ(Aπ, s) =
∏
τ∈I

π−(s+1)/2Γ
(
s+ 1

2

)
(2π)−(s+kτ−1)Γ(s+ kτ − 1).

Les valeurs critiques au sens de Deligne [De] sont s = 0 et s = 1. La
conjecture de Beilinson et Deligne en s = 1 s’énonce :

ords=1 L(Aπ, s) = h1
f (F, ad0(ρπ,p)⊗Zp Qp)− h0

f (F, ad0(ρπ,p)⊗Zp Qp). (3)

Par une formule de Shimura, L(Aπ, 1) est proportionnel à la norme, pour
le produit scalaire de Peterson, de la forme automorphe nouvelle associée à π
et est donc non-nul. Puisque ρπ,p est irréductible, le lemme de Schur implique
que h0

f (F, ad0(ρπ,p)⊗Zp Qp) = 0. La conjecture de Beilinson et Deligne équivaut
donc à h1

f (F, ad0(ρπ,p)⊗Zp Qp) = 0.

Théorème 3.1 [5, Théorème B(i)] Si ρπ,p mod p satisfait les hypothèses 1 et
2 avec π̄ = π, alors la conjecture de Beilinson et Deligne est vraie pour le motif
Aπ(1), c’est-à-dire : H1

f (F, ad0(ρπ,p)⊗Zp Qp) = 0.

Concernant la valeur de L(Aπ, 1) nous disposons de la conjecture de Deligne
[De] la prédisant à un nombre algébrique non-nul près, et de la conjecture de
Bloch et Kato [BK] sur les nombres de Tamagawa la prédisant à une unité
p-adique près, pour tout p, en fonction de certains invariants arithmétiques liés
au motif Aπ, dont le plus intéressant et en même temps le plus mystérieux est
le groupe de Tate-Shafarevich H1

f (F, ad0(ρπ,p) ⊗Zp Qp/Zp) (voir [DFG, §2.4]).
Notre résultat est le suivant :

Théorème 3.2 [7, Théorème B(ii)] Si ρπ,p mod p satisfait les hypothèses 1
et 2 avec π̄ = π, alors pour tout ε ∈ {±1}I , pour tout ensemble fini de places Σ
contenant les places de ramification de π et pour tout plongement ιp : Q ↪→ Qp :

ιp

(
Γ(Aπ, 1) L(Aπ, 1)

ΩΣ
π,εΩΣ

π,−ε

)
O = Tam(ad0(ρπ,p)) FittO

(
H1

f (F, ad0(ρπ,p)⊗Zp Qp/Zp)
)
,

où Tam(ad0(ρπ,p)) ⊂ O désigne l’idéal de Tamagawa au sens de Fontaine et
Perrin-Riou [FP-R] et ΩΣ

π,ε sont les périodes canoniques venant de l’isomor-
phisme de Matsushima-Shimura-Harder (associées à la Σ-stabilisation de la
forme nouvelle de π).
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4 Cohomologie des variétés modulaires de Hilbert

Cette section résume les résultats de [5] portant sur la cohomologie des
variétés modulaires de Hilbert à coefficients dans O.

4.1 Variétés modulaires de Hilbert

SoitK un sous-groupe compact ouvert de GL2(F⊗Ẑ). Posons F∞ = F⊗QR,
K+
∞ = SO2(F∞)F×∞ et notons par F+

∞ la composante connexe de 1 dans F×∞.
Les points complexes de la variété modulaire de Hilbert analytique YK sont
donnés par le double quotient :

GL2(F )\GL2(A)/KK+
∞.

C’est une variété quasi-projective de dimension d = [F : Q], lisse si K
est suffisamment petit. Notons par Y K la compactification minimale de YK ,
obtenue en ajoutant un nombre fini de points fermés (les pointes). Cette com-
pactification n’est jamais lisse si d > 1, à cause des unités de F . YK admet
des compactifications toröıdales lisses à l’infini, c’est-à-dire lisses lorsque YK

est lisse, dépendant de certaines décompositions de F+
∞ en cônes polyédraux

rationnels. La géométrie des variétés modulaires de Hilbert en tant que variétés
analytiques et en tant que variétés arithmétiques, est l’objet de [8] et [9].

Dans la suite de cette partie, on suppose que K se décompose en produit∏
v Kv sur les places finies de v, que Kp =

∏
v|pKv est isomorphe à GL2(o⊗Zp)

et que YK est lisse.
Pour tout sous-groupe distingué K ′ de K d’indice fini, le morphisme naturel

YK′ → YK est fini étale de groupe K/K ′(K ∩ F×). Il est important d’observer
qu’alors que le groupe K/K ′ agit naturellement sur YK′ , seul K/K ′(K ∩ F×)
agit fidèlement. C’est l’un des endroits où apparâıt clairement la différence entre
action locale et action globale (si F n’est pas Q). La contrepartie galoisienne de
ce phénomène est qu’il n’existe pas toujours un caractère de Hecke algébrique
(global) à ramification prescrite en toute place finie.

Dans la suite l’on fixe un poids cohomologique (k,w0) et l’on considère le
système local LK(k,w0;O) sur YK correspondant à la représentation algébrique
irréductible de GL2(O)I suivante⊗

τ∈I

(
Symkτ−2

τ ⊗Det
1
2
(w0−kτ )+1

τ

)
(O2).

Il est sous-entendu queK agit par sa p-composanteKp que l’on identifie d’abord
avec un sous-groupe de GL2(o⊗O) puis avec un sous-groupe de GL2(O)I .

Les objets principaux dans cette partie sont les groupes de cohomologie sin-
gulière Hi(YK ,LK(k,w0;O)) et ceux à support compact Hi

c(YK ,LK(k,w0;O)).
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En toute place v telle que Kv ' GL2(ov) l’on considère le morphisme Sv :
YK → YK venant de l’action de

(
$v 0
0 $v

)
, ainsi que la correspondance Tv sur

YK provenant des morphismes pr1,pr2 : YK∩K0(v) → YK définis respectivement
à l’aide des deux inclusions

K0(v) ⊂ GL2(ov) et K0(v) ⊂
(

1 0
0 $v

)
GL2(ov)

(
1 0
0 $v

)−1
.

Les correspondances Tv et Sv agissent naturellement sur Hi(YK ,LK(k,w0;O))
ainsi que sur Hi

c(YK ,LK(k,w0;O)).

4.2 Absence de torsion et lemme d’Ihara

Pour Σ et ρ̄, comme dans la partie 2, l’on considère l’idéal maximal

mρ̄ = ($,Tv − tr(ρ̄(Frobv)), Sv − det(ρ̄(Frobv))NF/ Q(v)−1)

de l’algèbre de Hecke abstraite TΣ = O[Tv, Sv| v /∈ Σ, v - p], où $ désigne une
uniformisante de O. Notons par Hi(YK ,LK(k̄, w̄0;O))ρ̄ la localisation en mρ̄.

Le théorème suivant ouvre la voie pour la construction de systèmes de
Taylor-Wiles en utilisant la cohomologie des variétés modulaires de Hilbert.

Théorème 4.1 ([5]) Supposons que ρ̄ satisfait les hypothèses 1 et 2. Alors

(i) Hi(YK ,LK(k̄, w̄0;O))ρ̄ est un O-module libre qui est nul si i 6= d.

(ii) La dualité de Poincaré induit un accouplement parfait

Hd(YK ,LK(k̄, w̄0;O))ρ̄ ×Hd(YK ,LK(k̄, w̄0;O))ρ̄ → O .

(iii) Si ∆ = K/K ′(K ∩ F×) est un p-groupe, alors Hd(YK′ ,LK′(k̄, w̄0;O))ρ̄

est un O[∆]-module libre, dont les ∆-coinvariants sont isomorphes à
Hd(YK ,LK(k̄, w̄0;O))ρ̄.

Le théorème suivant généralise aux variétés modulaires de Hilbert un résultat
classique, dû à Ihara, portant sur les jacobiennes de courbes modulaires.

Théorème 4.2 ([5]) Soit v une place de F telle que Kv est maximal. Si ρ̄
satisfait les hypothèses 1 et 2, alors l’homomorphisme de O-modules :

pr∗1 +pr∗2 : Hd(YK ,LK(k̄, w̄0;O))⊕2
ρ̄ → Hd(YK∩K0(v),LK∩K0(v)(k̄, w̄0;O))ρ̄

est injectif à conoyau plat.
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5 Symboles automorphes et valeurs de fonctions L

Rappelons que classiquement YK est une union finie de quotients de F∞ +
iF+
∞ par des sous-groupes de congruences de GL2(F ). La clôture de l’image du

cône standard de Shintani F+
∞/ o×+ dans Y K définit un d-cycle donc un élément

de Hd(Y K ,Z) que nous appelons le symbole modulaire de Manin-Oda. Dans le
cas des surfaces modulaires de Hilbert, il a été étudié par Oda [O] et généralise
le symbole modulaire elliptique venant de la géodésique sur la courbe modulaire
reliant les pointes 0 et ∞.

Dans l’esprit de la thèse de Tate, on introduit dans [1] un analogue adélique
du symbole de Manin et Oda, appelé symbole automorphe.

Comme application nous donnons une nouvelle construction des fonctions L
p-adiques pour les formes modulaires de Hilbert. Nous prenons soin de rédiger
cette nouvelle construction dans une assez grande généralité, notamment pour
inclure l’aspect horizontal, le cas quasi-ordinaire et les poids non-parallèles (voir
théorème 5.1). Un autre avantage de cette construction est sa flexibilité per-
mettant de construire des fonctions L p-adiques Σ-stabilisées (voir théorème
5.2), ces dernières présentant l’avantage de vivre en famille (voir la partie 7).

La non-trivialité des symboles automorphes sera le corollaire de leurs pro-
priétés d’interpolation de valeurs spéciales de fonctions L de formes modulaires
de Hilbert, en vue du théorème de non-annulation de fonctions L de Rohrlich.

Les relations entre les symboles de Manin-Oda restent mystérieuses, même
dans le cas d’une surface de Hilbert, car il s’agit alors d’étudier le H2 d’un
groupe arithmétique (les symboles modulaires classiques et leurs généralisations
par Cremona, aux formes modulaires sur un corps quadratique imaginaire,
et par Voight, aux courbes de Shimura, concernent tous le H1 d’un groupe
arithmétique). Une première étape à franchir, faisant partie d’un projet en col-
laboration avec P. Charollois, est celle de la rationalité de certaines 2-châınes
dont les bords sont des unions de géodésiques reliant deux pointes (toute la
difficulté résidant dans la non-unicité de ces dernières).

5.1 Symboles automorphes

Fixons un idéal a de o et notons par U(a) le sous-groupe compact ouvert
des éléments de (o⊗Ẑ)× congrus à 1 modulo a. Soit K ⊂ GL2(F ⊗ Ẑ) un

sous-groupe compact ouvert contenant
(
U(a) o⊗Ẑ

0 1

)
. Pour chaque place finie

v choisissons une uniformisante $v de Fv et notons av la valuation de a en v.
On appelle cycle automorphe l’application continue suivante :

CK(a) : A× /F×U(a) −→ YK , y 7→ GL2(F )
(
y (yv$

−av
v )v| a

0 1

)
KK+

∞. (4)

Soit E(a) le groupe des unités totalement positives de o qui sont congrues à
1 modulo a, et soit Cl+F (a) le groupe de classes de rayon strict A× /F×U(a)F+

∞.
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Pour η ∈ Cl+F (a), on note CK(η) la restriction de CK(a) à l’image inverse η̃
de η en utilisant la suite exacte courte :

1→ F+
∞/E(a)→ A× /F×U(a)→ Cl+F (a)→ 1. (5)

On démontre sans difficulté que CK(η) s’étend uniquement en une appli-
cation continue et propre CK(η) : η → Y K , où η est la compactification de η̃
obtenue en y ajoutant deux points, ceci nous permettant de définir le symbole
automorphe SK(η) ∈ Hd(Y K) comme l’image de 1 ∈ Hd(η) = Z par CK(η).

L’approche adélique permet de construire des symboles automorphes p-
adique à valeurs dans des groupes de classes. Pour tout α ≥ 1 tel que Kp ⊃
K11(pα) et tout β ≥ α on pose :

SK,β =
∑

η∈Cl+F (pβ)

SK(η)[η] ∈ Hd(Y K ,O)[Cl+F (pβ)]. (6)

On voit ici l’un des avantages de l’approche adélique qui fournit un symbole sur
Cl+F (pβ), par rapport à l’approche classique qui aurait donné Cl+F (o) familles de
symboles chacun sur (o /pβ)×/E(o).

On démontre alors la propriété de distribution suivante : l’image de SK,β+1

par la projection naturelle Cl+F (pβ+1)→ Cl+F (pβ) est égale à Up · SK,β.
Notons que lorsque F = Q, l’image par Up du symbole modulaire de x ∈ Q

à ∞ est la somme de p symboles modulaires de x+b
p à ∞ (b = 0, ..., p − 1).

La situation est assez différente pour F 6= Q. Par exemple pour d = 2 et
β assez grand, l’image par Up du 2-cycle F+

∞/E(pβ) est une union de p2 2-
châınes se recollant pour donner p copies du 2-cycle F+

∞/E(pβ+1). On observe
que l’opérateur Up tend à faire disparâıtre la monodromie venant des unités.

On définit le symbole automorphe p-adique de niveau K par :

SK := lim←−
β

U−β
p · SK,β ∈ e∗p Hd(Y K ,O)[[Cl+F (p∞)]], (7)

où e∗p désigne l’idempotent quasi-ordinaire de Hida.

Étant donné un ensemble fini Q de premiers auxiliaires, on note Cl(p)
F (p∞Q)

la p-partie du groupe de classes Cl+F (p∞Q). Alors, en adaptant la construction
précédente à des sous-groupes K plus généraux on définit le symbole auto-
morphe

SQ
K := lim←−

β

U−β
p · SQ

K,β ∈ e
∗
p Hd(Y K ,O)[[Cl(p)

F (p∞Q)]], (8)

qui sera utilisé pour associer des fonctions L p-adiques aux formes automorphes
de GL2(A).

5.2 Fonctions L p-adiques pour GL2 /F

On dit qu’un poids cohomologique (k,w0) est critique si |w0| ≤ minτ (kτ−2).
Soit π une représentation automorphe holomorphe cuspidale de GL2(A) de
poids critique (k,w0) qui est quasi-ordinaire en p et soit ε ∈ {±1}I .

10



Théorème 5.1 Il existe une fonction L p-adique Lnew
p,Q (π, ε) ∈ O[[Cl(p)

F (p∞Q)]]
analytique primitive, satisfaisant la propriété d’interpolation suivante : pour
tout caractère d’ordre fini φ : Cl(p)

F (p∞Q)→ O× tel que φτ (−1) = ετ pour tout
τ ∈ I, l’image de Lnew

p,Q (π, ε) par l’homomorphisme O[[Cl(p)
F (p∞Q)]]→ O qui en

résulte vaut :

L(pQ)(π ⊗ φ, 1)Γ(π, 1)
Ωnew

π,ε

∏
v|p

α− cond(φvνv)
v

∏
v|pQ

τv(φvνv, ξv)Zv,

où Ωnew
π,ε ∈ C× /O× la période de Matsushima-Shimura-Harder, αv est la valeur

propre de Uv sur le vecteur nouveau de la représentation ordinaire πv⊗ ν−1
v , τv

est une somme de Gauss locale et Zv est une constante locale explicite qui vaut
1 si φvνv est ramifié (par convention νv = 1 pour v ∈ Q).

Notons que la propriété d’interpolation détermine uniquement Lnew
p,Q (π, ε)

modulo O× sans admettre la conjecture de Leopoldt. Si πp est ordinaire (c’est-
à-dire si les νv sont non-ramifiés), alors

∏
v|pQ τv(φv, ξv) est une somme de Gauss

globale.
La démonstration du théorème repose sur l’évaluation des symboles auto-

morphes p-adiques SQ
K de (8) sur des classes de cohomologie de poids critique :

Sk,w0

K,Q =
(
Sk,w0

K,Q,β

)
β≥1

: ep Hd
c(YK ,LK(k,w0;O))→ O[[Cl(p)

F (p∞Q)]]. (9)

Étant donné un ensemble fini de places Σ ⊃ Q ne divisant pas p∞, on établit
une variante Σ-stabilisée qui est adaptée pour les fonctions L p-adiques en
famille.

Théorème 5.2 Il existe une fonction L p-adique LΣ
p,Q(π, ε) ∈ O[[Cl(p)

F (p∞Q)]]
analytique Σ-stabilisée, satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) pour tout caractère d’ordre fini φ : Cl(p)
F (p∞Q)→ O× tel que φτ (−1) = ετ

pour tout τ ∈ I, l’image de LΣ
p,Q(π, ε) par l’homomorphisme qui en résulte

vaut (mêmes notations qu’en théorème 5.1) :

L(pΣ)(π ⊗ φ, 1)Γ(π, 1)
ΩΣ

π,ε

∏
v|p

α− cond(φvνv)
v

∏
v|pQ

τv(φvνv, ξv)Zv.

(ii) si (k,w0+2) est aussi critique, l’automorphisme de O[[Cl(p)
F (p∞Q)]] donné

par [a] 7→ χp(a)[a] envoie LΣ
p,Q(π, ε) sur LΣ

p,Q(π ⊗ | · |A, ε).
(iii) pour v ∈ Q l’image de LΣ

p,Q(π, ε) par la projection

O[[Cl(p)
F (p∞Q)]] −→ O[[ClF,p(p∞Qv−1)]], [a] 7→ [$−1

v · a]

vaut −N(v)−1 · LΣ
p,Qv−1(π, ε).

11



6 Cohomologie ordinaire des variétés modulaires de
Hilbert

En utilisant des méthodes cohomologiques d’interpolation p-adique, Hida
construit dans [H4] des représentations Λ-adiques continues de dimension deux
de GalF à valeurs dans des algèbres d’Iwasawa à plusieurs variables. À cette
fin, il développe dans [H3, H5] la théorie des formes modulaires de Hilbert
Λ-adiques et démontre des théorèmes de contrôle exact pour les algèbres de
Hecke (quasi-)ordinaires. Sa preuve repose, via la correspondance de Jacquet-
Langlands et selon la parité de d, sur des théorèmes de contrôle exact pour
des variétés de Shimura de dimension zéro ou un, associées à des algèbres à
division sur F ramifiées en toutes les places à l’infini sauf éventuellement une.
À la fin de l’introduction de [H3], Hida souhaite que ses résultats soient étendus
à d’autres variétés de Shimura quaternioniques. Dans [1] on traite le cas de
M2(F ) correspondant aux variétés modulaires de Hilbert.

Nous allons maintenant introduire les algèbres intervenant dans la théorie
de Hida pour GL2 /F , puis énoncer nos résultats.

6.1 Algèbres d’Iwasawa pour GL1 /F

Fixons un nombre premier impair p et soit Σ un ensemble fini de places
de F ne divisant pas p. Rappelons qu’alors le pro-p quotient abélien maximal
de GalF,Σp est isomorphe au pro-p quotient maximal Cl(p)

F (p∞Σ) du groupe de
classes de rayon Cl+F (Σp∞) et que l’on a des suites exactes de groupes abeliens :

1→ (o⊗Zp)×/E(Σ)→ Cl+F (Σp∞)→ Cl+F (Σ)→ 1,

1→
∏
v∈Σ

(o /v)× → Cl+F (Σp∞)→ Cl+F (p∞)→ 1,

qui restent exactes après tensorisation avec Zp.

Définition 6.1 On considère les O-algèbres locales complètes :

Λord = O[[Cl(p)
F (Σp∞)]],Λdet = O[[(o⊗Zp)×(p)]] et Λq.o. = Λord⊗̂Λdet.

La théorie de corps de classes globale nous permet de voir le caractère
cyclotomique χp comme caractère de Cl(p)

F (Σp∞).

Définition 6.2 On dit qu’un homomorphisme de O-algèbres χ : Λq.o. → Qp

est algébrique s’il existe un poids cohomologique (k,w0) tel que la restriction de
χ à Cl(p)

F (Σp∞) (resp. à (o⊗Zp)×(p)) soit le produit d’un caractère d’ordre fini
avec le caractère χ−w0

p (resp. x 7→ x(k−2t−w0t)/2).
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Le déterminant munit Rq.o.
ρ̄,Σ d’une structure de Λord-algèbre, alors que la

restriction aux groupes de décomposition aux premiers divisant p munit Rq.o.
ρ̄,Σ

d’une structure de Λdet-algèbre. Donc Rq.o.
ρ̄,Σ est naturellement une Λq.o.-algèbre.

On dit qu’un homomorphisme Rq.o.
ρ̄,Σ → Qp est algébrique de poids (k,w0) si sa

restriction à Λq.o. l’est.
De même, on voit que Rord

ρ̄,Σ est une Λord-algèbre et l’on définit la notion
d’homomorphisme algébrique Rord

ρ̄,Σ → Qp.

6.2 Tours p-adiques de variétés modulaires de Hilbert

Soit Y1(pα) (resp. Y11(pα)) la variété modulaire de Hilbert de niveauK1(pα)Kp
Σ

(resp. K11(pα)Kp
Σ), où Kp

Σ =
∏

v-pKv avec Kv un sous-groupe compact ouvert
de GL2(Kv), maximal si v /∈ Σ.

Pour tout poids cohomologique (k,w0) l’on considère les modules de coho-
mologie (quasi-)ordinaire :

Hq.o.
ρ̄,Σ(k,w0) = HomO

(
lim−→
α≥1

eHd (Y11(pα),L(k,w0;E/O))ρ̄ , E/O

)
et

Hord
ρ̄,Σ(k,w0) = HomO

(
lim−→
α≥1

eHd (Y1(pα),L(k,w0;E/O))ρ̄ , E/O

)
,

où e est une variante de l’idempotent ep de Hida dépendant de Σ et ε.
On vérifie alors que Hq.o.

ρ̄,Σ(k,w0) (resp. Hord
ρ̄,Σ(k,w0)) est naturellement une

algèbre sur Λq.o. (resp. sur Λord).

Théorème 6.3 Si ρ̄ satisfait les hypothèses 1 et 2 avec π̄ (quasi-)ordinaire de
poids k̄ > 2t, alors Hord

ρ̄,Σ(k̄, w̄0) (resp. Hq.o.
ρ̄,Σ(k,w0)) est contrôlé exactement en

tant que Λord-module (resp. Λq.o.-module) au sens de [H7].

Ce résultat a comme conséquence l’absence de torsion dans la partie quasi-
ordinaire de la cohomologie d’une variété modulaire de Hilbert. La différence
avec le théorème 4.1 est que l’on ne suppose plus que le niveau soit premier à
p, ni que le poids soit p-petit.

Corollaire 6.4 Supposons que ρ̄ satisfait les hypothèses 1 et 2 avec π̄ quasi-
ordinaire de poids k̄ > 2t. Alors Hd(Y11(pα),LK(w,w0;O))ρ̄ est un O-module
libre, dont le dual de Pontryagin est isomorphe à Hd(Y11(pα),LK(w,w0;E/O))ρ̄.
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7 Fonctions L p-adiques en famille

On s’intéresse à la construction de fonctions L p-adiques de familles de
formes automorphes quasi-ordinaires de Hilbert dans des anneaux de déformation
universels de représentations galoisiennes, en vue de la formulation de conjec-
tures principales à la Iwasawa-Greenberg [G] pour GL2 sur des corps totalement
réels.

Pour F = Q, des fonctions L p-adiques pour les familles de Hida ont été
construites par Kitagawa [Ki] et par Greenberg-Stevens [GS]. La méthode de
Greenberg et Stevens utilise moins d’hypothèses, mais donne un résultat moins
précis que celui de Kitagawa, car l’on inverse p et l’on travaille uniquement au
voisinage d’un poids.

Dans la dernière partie de [1] l’on généralise les résultats de Kitagawa aux
familles de Hida de formes modulaires de Hilbert. Nous travaillons avec la notion
la plus universelle de famille de Hida, comme composante locale d’une algèbre de
Hecke (quasi-)ordinaire, naturellement isomorphe à un anneau de déformation
universel (les familles de Hida usuelles deviennent alors des branches de ces
dernières). Quand F = Q, la construction de Kitagawa a été portée à ce degré
de généralité par Emerton, Pollack et Weston [EPW].

Les familles sont alors paramétrées par des représentations irréductibles

ρ̄ : GalF,Σp → GL2(Fp),

totalement impaires et quasi-ordinaires en p.
Le résultat suivant confirme une conjecture de Greenberg [G, §4] proposant

de construire des fonctions L p-adiques analytiques pour des familles ordinaires
de formes automorphes de Hilbert dans des anneaux de déformation universels
(plutôt que dans des algèbres d’Iwasawa abstraites).

Théorème 7.1 Supposons que ρ̄ satisfait les hypothèses 1 et 2 avec π̄ ordinaire
de poids ((w̄0 + 2)t, w̄0) avec w̄0 > 0. Alors il existe une fonction L p-adique
Lord

p,Q(ρ̄,Σ, ε) ∈ Rord
ρ̄,Σ[[Cl(p)

F (p∞Q)]], déterminée uniquement modulo Rord,×
ρ̄,Σ par

la propriété universelle suivante : la spécialisation de Lord
p,Q(ρ̄,Σ, ε) par tout ho-

momorphisme algébrique Rord
ρ̄,Σ → O, provenant d’après le théorème 2.3 d’une

représentation automorphe cuspidale π de GL2(A) ordinaire en p et de poids
parallèle, vaut la fonction L p-adique LΣ

p,Q(π, ε).

Soit Rdet
ρ̄,Σ la Λdet-algèbre paramétrisant les déformations quasi-ordinaires de

ρ̄ dont le déterminant vaut det(ρπ̄,p). Puisque p est impaire, toute déformation
quasi-ordinaire de ρ̄ est la tordue par un caractère d’une déformation ayant
déterminant det(ρπ̄,p), d’où l’isomorphisme canonique :

Rq.o.
ρ̄,Σ = Rdet

ρ̄,Σ[[Cl(p)
F (p∞Σ)]]. (10)
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Théorème 7.2 Supposons que ρ̄ satisfait les hypothèses 1 et 2 avec π̄ quasi-
ordinaire de poids ((w̄0 + 2)t, w̄0) avec w̄0 > 0. Alors il existe une fonction
L p-adique Lq.o.

p (ρ̄,Σ, ε) ∈ Rq.o.
ρ̄,Σ déterminée uniquement modulo Rdet,×

ρ̄,Σ par la
propriété d’interpolation suivante : la spécialisation de Lq.o.

p (ρ̄,Σ, ε) par tout
homomorphisme algébrique Rdet

ρ̄,Σ → O de poids ((w̄0 + 2)t, w̄0) donne la fonc-
tion L p-adique LΣ

p,Σ(π, ε) d’une représentation automorphe cuspidale π quasi-
ordinaire de poids ((w̄0 + 2)t, w̄0).

Ces recherches peuvent être prolongées dans plusieurs directions. Tout d’abord
l’on peut essayer de démontrer que Lq.o.

p (ρ̄,Σ, ε) est universelle, au sens que sa
spécialisation en tout point algébrique de Rdet

ρ̄,Σ (non-nécessairement de poids
((w̄0 + 2)t, w̄0)) donne la fonction L p-adique de la forme automorphe corres-
pondante. La résolution de ce problème pourrait nécessiter la construction de
mesures à 2d variables relevant Lq.o.

p (ρ̄,Σ, ε), tout comme dans la construction
de la fonction zêta p-adique de F par les méthodes de Shintani et de Deligne-
Ribet. C’est un sujet délicat sur lequel nous espérons revenir dans des travaux
ultérieurs.

Ensuite, on peut essayer d’associer des fonctions L p-adiques à des familles
de formes automorphes de pente finie (Up 6= 0), non-nécessairement ordinaires,
à la Greenberg-Stevens [GS] (voir aussi [BL]). Dans un tel but, les techniques
développées par Ash et Stevens [AS] peuvent s’avérer très utiles et Daniel Bar-
rera travaille sur leur généralisation à GL2 sur un corps de nombres. Il existe
une autre approche via la construction d’une “Eigenvariété” de Hilbert, mais
malgré les travaux [KL] et [Sa] la théorie géométrique des formes surconver-
geantes de Hilbert reste très incomplète.

Enfin, on peut s’intéresser à des fonctions L p-adiques de formes auto-
morphes sur d’autres groupes que GL2.

8 Formes modulaires de poids 1 et familles de Hida

Dans cette partie nous décrivons les résultats de [2] sur les formes modulaires
de poids un dans des familles de Hida.

Avant de passer aux formes modulaires de poids un, nous rappelons d’abord
quelques notions de base et quelques résultats bien connus (au moins des ex-
perts) concernant les formes de poids supérieur ou égal à deux dans des familles
de Hida.

On s’attend à ce que les résultats de cette partie puissent être étendus aux
formes modulaires de Hilbert.
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8.1 Familles de Hida

Soit p un nombre premier impair et soit Λ = Zp[[1+pZp]] ' Zp[[X]] l’algèbre
locale d’Iwasawa classique. Fixons un entier N , premier à p, et un plongement
de Q dans Qp.

Soit L la clôture intégrale de Λ dans une extension finie de son corps des
fractions. Un homomorphisme d’algèbres L→ Qp est dit arithmétique de poids
k ≥ 1, si sa restriction à Λ est donnée par X 7→ ζ(1 + p)k−1 − 1, où ζ désigne
une racine de l’unité d’ordre une puissance de p.

Par définition une famille de Hida de niveau N est une série formelle F ∈
L[[q]] dont la spécialisation par tout homomorphisme arithmétique de poids
k ≥ 2 donne le q-développement d’une forme modulaire parabolique de poids
k, propre pour les opérateurs de Hecke, normalisée, N -primitive et p-ordinaire
(au sens qu’elle est propre pour l’opérateur Up et sa valeur propre est une unité
p-adique). Si ζ est d’ordre pr−1, r ≥ 1, alors le niveau d’une telle spécialisation
est Npr.

Les familles de Hida ont beaucoup de ressemblances avec les formes nou-
velles. Chaque famille F a un caractère central qui est un certain caractère de
Dirichlet ψF : (Z /Np)× → C×. D’après un résultat de Hida, tout comme pour
les formes nouvelles, il existe un nombre fini de familles de Hida de niveau N ,
ce qui a comme corollaire le fait que le corps KF engendré par les coefficients
de Fourier de F est une extension finie du corps des fractions de Λ.

Une communauté de Hida {F} est formée par les familles d’un certain
niveau ayant la même réduction modulo l’idéal maximal de Λ.

En termes du spectre de l’algèbre de Hecke p-adique ordinaire primitive Tnew
N :

(i) les idéaux premiers minimaux correspondent aux GalFrac(Λ)-orbites de
familles de Hida,

(ii) les idéaux premiers maximaux correspondent aux GalFp-orbites de com-
munautés de Hida et

(iii) les idéaux premiers arithmétiques correspondent aux GalQp
-orbites de

spécialisations classiques en poids k ≥ 2.
Le parallélisme entre les familles de Hida et les formes nouvelles est complété

par une construction, due à Hida [H1], associant à toute famille de Hida F une
représentation continue irréductible

ρF : GalQ → GL2(KF ) (11)

non-ramifiée en dehors de Np et telle que pour tout premier ` ne divisant pas
Np, la trace de l’image par ρF d’un Frobenius arithmétique en ` est égale au
`-ème coefficient de Fourier de F . De plus det ρF = ψFχcyc, où χcyc désigne le
caractère cyclotomique Λ-adique.

Si ρF ' ρF ⊗ εK , où εK désigne le caractère de Dirichlet associé au corps
quadratique (imaginaire) K, alors l’on dit que F est à multiplication complexe
(CM).

16



8.2 Formes poids 1 dans une famille de Hida

Par définition toute famille de Hida F admet une infinité de spécialisations
en chaque poids k ≥ 2 qui sont des formes modulaires classiques. Si F est CM,
alors elle admet aussi une infinité de spécialisations classiques de poids 1. En
revanche, si F n’a pas de CM, alors il a été démontré dans [GV] (sous certaines
hypothèses qui ont été enlevées dans [2]) que F ne peut avoir qu’un nombre
fini de spécialisations classiques de poids 1.

Dans la première partie du travail [2] en collaboration avec Eknath Ghate,
nous rendons ce résultat quantitatif, en donnant une borne explicite (souvent
égale à 1) du nombre de formes modulaires classiques de poids 1 dans une
famille de Hida non-CM donnée.

Il est bien connu que l’image projective de la représentation galoisienne
associée à une forme modulaire de poids 1 est d’un des trois types suivants :
CM (diédrale pour un corps quadratique imaginaire), RM (diédrale pour un
corps quadratique réel) ou exceptionnelles (isomorphe à A4, S4 ou A5). Donc
pour qu’une famille de Hida puisse se spécialiser sur une forme modulaire de
poids 1, il faut que l’image de la représentation résiduelle ρ̄F soit du même type :
CM, RM ou exceptionnelle. Nous ne connaissons aucun exemple de famille de
Hida non-CM, qui soit résiduellement de type CM. Dans les deux autres cas,
nous établissons les énoncés suivants :

Théorème 8.1 Soit p ≥ 7 et soit F une famille de Hida de type résiduel
exceptionnel.

(i) Alors F admet au plus une spécialisation classique en poids 1.

(ii) Si l’on suppose de plus que ρ̄F est p-distingué et que p ne divise pas ϕ(N),
alors la communauté {F} admet une unique spécialisation classique en
poids 1.

La démonstration de la dernière assertion utilise les théorèmes principaux
de [BT] et [Bu].

Théorème 8.2 Soit F une famille de Hida non-CM de niveau N , résiduellement
de type RM par K (c’est-à-dire ρ̄F ' ρ̄F⊗εK|Q). Alors le nombre de spécialisations
classiques de poids 1 de F est borné par la valuation p-adique de

|ClK | ·NK/ Q(εp−1
K − 1) ·

∏
`|N

` décomp. dans K

(`− 1) ·
∏
`|N

` inerte dans K

(`+ 1),

où ClK désigne le groupe de classes de K et εK son unité fondamentale.

On fournit également des exemples de familles de Hida admettant au moins
deux spécialisations classiques de poids 1. Par exemple la famille 7-adique de
niveau 4 · 23 dans le tableau 2 contient les deux dernières formes de poids 1 du
tableau 1.
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8.3 Familles de Hida passant par une forme de poids 1

Il est bien connu (voir [H2]) que l’algèbre de Hecke ordinaire Tnew
N est étale

aux points correspondants aux formes modulaires classiques de poids k ≥ 2.
Ceci a pour conséquence que l’Eigencurve de Coleman et Mazur est lisse en ces
points. Dans la dernière partie de [2] nous démontrons que Tnew

N n’est jamais
étale aux points correspondants à des formes modulaires classiques de poids
1 avec RM. En revanche, on s’attend à ce qu’elle soit étale aux autres points
classiques de poids 1.

Le résultat de Hida mentionné ci-dessus a comme corollaire que toute forme
modulaire classique ordinaire de poids k ≥ 2 appartient à une unique famille
de Hida (à conjugaison galoisienne près).

Par ailleurs, il est bien connu (voir par exemple [W1]) que toute forme de
poids 1 propre p-stabilisée (forcément ordinaire) appartient à une famille de
Hida. Il est donc naturel de se demander s’il existe des formes modulaires de
poids 1 appartenant à plusieurs familles de Hida (non-conjuguées). La dernière
partie de [2] décrit la construction suivante :

Soit f une forme modulaire de poids 1 dont l’image galoisienne projective est
le groupe de Klein à 4 éléments (voir le tableau 1). Alors f est à multiplication
réelle (RM) par Q(

√
D),D > 0, et à multiplication complexe (CM) par Q(

√
D′),

D′ < 0 et par Q(
√
D′′) avec D′′ = DD′ < 0. Soit p un premier totalement

décomposé dans Q(
√
D,
√
D′) et soit F (resp. G) la famille de Hida p-adique

avec CM par Q(
√
D′) (resp. par Q(

√
D′′)) passant par f . Il est alors facile de

voir que F et G ne sont pas conjuguées par Galois.
Ainsi F et G sont des familles de Hida se spécialisant en poids 1 sur la même

forme f .
Comme exemple numérique l’on peut prendre la 5-ème forme du tableau

1 qui est de niveau 111. Elle possède une unique stabilisation ordinaire pour
p = 7 qui est une forme modulaire f de niveau 777. Prenons D = 37, D′ = −3
et D′′ = −111. Les deux dernières lignes du tableau 2 confirment l’existence de
deux familles de Hida 7-adiques F et G passant par f , avec CM par Q(

√
−3)

et Q(
√
−111), respectivement, et qui ne sont donc pas conjuguées par Galois.

Enfin, la géométrie de Tnew
N aux points classiques de poids 1 avec RM, semble

intimement liée aux twists internes pour les familles de Hida, un sujet d’intérêt
indépendant que nous étudions dans [2, §7].

8.4 Exemples numériques

Les calculs ont été faits avec Pari et Magma. Chaque ligne du tableau 1
correspond à une forme nouvelle f =

∑
n>0 anq

n de poids 1 avec RM par K =
Q(
√
D), de niveau N et nebentypus ψ. La colonne CM indique les discriminants

des corps quadratiques par lesquels f a CM et h désigne un certain nombre de
classes de rayon. Lorsque h = 1, l’image projective de ρf est isomorphe au
groupe de Klein.
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Tab. 1 – Formes modulaires nouvelles de poids 1 avec RM

N ψ D CM h primes ` < 100 such that a` 6= 0
39 ε13ε−3 13 −3,−39 1 3, 13, 43, 61, 79
55 ε5ε−11 5 −11,−55 1 5, 11, 31, 59, 71, 89
56 ε8ε−7 8 −7,−56 1 2, 7, 23, 71, 79
95 ε5ε−19 5 −19,−95 1 5, 11, 19, 61
111 ε37ε−3 37 −3,−111 1 3, 7, 37, 67, 73
120 ε5ε8ε−3 40 −15,−24 1 2, 3, 5, 31, 53, 79, 83
145 ε5ω

7
29 5 − 2 5, 11, 19, 29, 31, 41, 61, 71, 79, 89

145 ε29ω5 29 − 2 5, 7, 13, 23, 29, 53, 59, 67, 83
155 ε5ε−31 5 −31,−155 1 5, 19, 31, 41, 59, 71
183 ε61ε−3 61 −3,−183 1 3, 13, 19, 61, 73, 97
184 ε8ε−23 8 −23,−184 1 2, 23, 31, 41, 47, 71, 73
203 ε29ε−7 29 −7,−203 1 7, 23, 29, 53, 67, 71
255 ε5ε17ε−3 ε5ε17 −15,−51 1 3, 5, 17, 19, 23
259 ε37ε−7 37 −7,−259 1 7, 11, 37, 53, 67, 71
328 ε8ω

5
41 8 − 4 2, 7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97

371 ε53ω7 53 − 3 7, 11, 13, 17, 29, 37, 43, 47, 53, 59, 89
4 · 7 · 23 ε−4ε−7ε23 92 −7,−644 1
4 · 72 · 23 ε−4ε−7ε23 92 − 7

Tab. 2 – Familles de Hida se spécialisant sur une forme de Tab. 1

NF p ψF rk Tnew
N rk Tnew

N,ρ̄ rkL twists |F | im.proj(ρ̄F )
13 3 ε13ε−3 2 2 2 ε13 3 D4

5 11 ε5ε−11 2 2 2 ε5 11 D4

8 7 ε8ε−7 2 2 2 ε8 7 D4

5 19 ε5ε−19 2 2 2 ε5 19 D4

37 3 ε37ε−3 8 4 ? ? 3 D4

5 · 8 3 ε5ε8ε−3 16 2 2 ε5ε8 32 D8

5 29 ε5ω
7
29 2 2 2 ε5 29 D8

29 5 ε29ω5 12 2 2 ε29 5 D8

5 31 ε5ε−31 6 2 2 ε5 31 D4

61 3 ε61ε−3 14 2 2 ε61 3 D4

8 23 ε8ε−23 8 2 2 ε8 23 D4

29 7 ε29ε−7 6 4 ? ? 7 D4

5 · 17 3 ε5ε17ε−3 24 2 2 ε5ε17 32 D8

37 7 ε37ε−7 8 2 2 ε37 7 D4

8 41 ε8ω
5
41 4 2 2 ε8 41 D16

53 7 ε53ω7 30 2 2 ε53 7 D12

4 · 23 7 ε−4ε−23ε−7 34 2 2 ε−4ε−23 7 D4

3 · 37 7 ε−3ε37 74 2 2 CM par -3 7 D4

3 · 37 7 ε−3ε37 74 2 2 CM par -111 7 D4
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9 Vecteurs test pour des formes trilinéaires

Soit E une extension finie de Qp d’anneau des entiers O et d’uniformisante
$. Soient V1, V2 et V3 trois représentations irréductibles admissibles complexes
de dimension infinie de G = GL2(E) de caractères centraux ω1, ω2 et ω3 et
de conducteurs n1, n2 et n3. En utilisant la théorie des paires de Gelfand,
Prasad démontre dans [Pr] que l’espace des formes linéaires G-invariantes sur
V1 ⊗ V2 ⊗ V3 est de dimension au plus un (G étant vu comme sous-groupe de
G×G×G par la diagonale). La non-nullité de cet espace implique la condition
suivante sur les caractères centraux :

ω1ω2ω3 = 1. (12)

Sous cette condition (qui sera toujours tacitement supposée vraie dans la
suite), Prasad démontre qu’il existe une forme trilinéaire G-invariante non-nulle
` sur V1×V2×V3 si, et seulement si, le facteur epsilon associé par Déligne (via la
correspondance de Langlands locale) à V1⊗V2⊗V3 vaut 1 (c’est par exemple le
cas si au moins l’une parmi V1, V2 et V3 est une série principale). Plaçons-nous
dans ce cas et fixons une telle forme trilinéaire `.

Une question naturelle est de trouver un tenseur pur dans V1 ⊗ V2 ⊗ V3

n’appartenant pas au noyau de `. Un tel vecteur est appelé vecteur test.
Le premier résultat en ce sens, dû à Prasad [Pr, Théorème 1.3], affirme

que si les trois représentations sont des séries principales non-ramifiées, alors `
est non-nulle sur la droite nouvelle V K

1 ⊗ V K
2 ⊗ V K

3 , où K désigne le compact
maximal standard de G.

On peut alors se demander si l’on peut toujours prendre comme vecteurs test
des vecteurs nouveaux. Rappelons que chaque Vi possède une droite privilégiée
V

Ini ,ωi

i , appelée droite nouvelle, sur laquelle le ni-ème sous-groupe d’Iwahori Ini

de K agit par
(

a b
c d

)
7→ ωi(d). Tout vecteur non-nul de cette droite est appelé

vecteur nouveau et noté vi.
Cependant, comme c’est le cas, par exemple, si V1 et V2 sont non-ramifiées,

mais V3 est ramifié, ` peut être nulle sur la droite nouvelle

V
In1 ,ω1

1 ⊗ V In2 ,ωi

2 ⊗ V In3 ,ω3

3 .

Le premier résultat du travail [3] en collaboration avec Louise Nyssen consiste
à contourner ce problème pour trouver des vecteurs test.

Théorème 9.1 Supposons que V1 et V2 sont des séries principales non-ramifiées.

Alors γn3 ·v1⊗v2⊗v3 et v1⊗γn3 ·v2⊗v3 sont des vecteurs test, où γ =
(
$−1 0

0 1

)
.

Dans le cas général, on aimerait exhiber un vecteur test comme élément
d’une G-orbite privilégiée à l’intérieur de la G×G×G-orbite de v1 ⊗ v2 ⊗ v3.
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Considérons l’arbre dont les sommets sont les sous-groupes ouverts com-
pacts maximaux de G et dont les arêtes sont des sous-groupes d’Iwahori, chaque
Iwahori étant l’intersection des compacts maximaux situés aux extrémités de
l’arête qu’il occupe. L’Iwahori standard I1 correspond à l’arête entre K et
γKγ−1. Plus généralement, pour n ≥ 1, le n-ème sous-groupe d’Ihahori stan-
dard

In =
(
O× O
$nO O×

)
correspond au chemin entre K et γnKγ−n, et G agit transitivement sur l’en-
semble des chemins de longueur n.

Trouver une G-orbite privilégiée dans la G ×G ×G-orbite de v1 ⊗ v2 ⊗ v3
revient donc à trouver une G-classe de conjugaison privilégiée dans la G×G×G-
classe de conjugaison de In1 × In2 × In3 .

Une façon naturelle de définir une telle classe de conjugaison de In1×In2×In3

serait en imposant que le plus petit des compacts ouverts soit l’intersection des
deux autres. Par exemple le vecteur test γn3 · v1 ⊗ v2 ⊗ v3 du théorème 9.1
correspond à la classe de conjugaison γn3Kγ−n3 ×K × In3 .

Sur l’arbre, cette condition sur les trois compacts ouverts se traduit par le
fait que le chemin le plus long doit être l’enveloppe convexe des deux autres
chemins, comme montré sur les deux diagrammes suivants :

•
I′

I′′′

•
I′′

• • • •

I′=I′′

•
I′′′

• • • •

Si η1, η2 et η3 sont trois caractères de F× tels que η1η2η3 = 1, alors V1 ⊗
V2 ⊗ V3 et (V1 ⊗ η1)⊗ (V2 ⊗ η2)⊗ (V3 ⊗ η3) sont canoniquement isomorphes en
tant que G-représentations, et il revient donc au même de chercher des vecteurs
test dans l’un ou dans l’autre. Comme il est naturel d’imposer que le vecteur
test soit fixe par un sous-groupe ouvert compact aussi grand que possible, les
conducteurs des Vi ⊗ ηi doivent être aussi petits que possible. Ceci mène à la
définition suivante : soit nmin

i le conducteur minimal de Vi, c’est-à-dire la valeur
minimal pour le conducteur de Vi⊗η quand η varie. Soit nmin la valeur minimale
de

cond(V1 ⊗ η1) + cond(V2 ⊗ η2) + cond(V3 ⊗ η3),

quand η1, η2 et η3 varient en respectant la condition η1η2η3 = 1.

Définition 9.2 (i) On dit que Vi est minimale si ni = nmin
i .

(ii) On dit que le triplet de représentations (V1, V2, V3) est minimal si

(a) soit chaque Vi est supercuspidale ou minimale,

(b) soit aucune des Vi n’est supercuspidale et nmin = n1 + n2 + n3.

21



Il est clair que pour tout (V1, V2, V3) il existe toujours des caractères η1, η2

et η3 tels que η1η2η3 = 1 et (V1 ⊗ η1, V2 ⊗ η2, V3 ⊗ η3) est minimal.
Voici le résultat principal de [3] :

Théorème 9.3 Supposons qu’au moins une parmi V1, V2 and V3 n’est pas
supercuspidale, et que si deux parmi elles sont des supercuspidales de même
conducteur, alors la troisième est une série principale ramifiée. Supposons que
(V1, V2, V3) est minimal et que le facteur epsilon de V1⊗ V2⊗ V3 vaut 1. Enfin,
sans perdre en généralité, supposons que n3 ≥ n1 et n3 ≥ n2.

Alors v1 ⊗ γn3−n2 · v2 ⊗ v3 et γn3−n1 · v1 ⊗ v2 ⊗ v3 sont des vecteurs test.

Nous démontrons également une variante du théorème ci-dessus incluant les
induites réductibles, comme dans le travail de Harris et Scholl [HS].

D’après le théorème 9.3 il reste deux cas où l’on ne sait pas choisir des
vecteurs test. Celui de deux supercuspidales de même conducteur et celui de
trois supercuspidales.

Tout récemment, on a pu résoudre le premier cas. La preuve repose sur des
calculs précis de sommes de produits doubles de facteurs ε et utilise la notion
de n-closeness introduite par Winnie Li, ainsi que certains de ses résultats sur
ce thème.

En revanche, le deuxième cas s’avère beaucoup plus difficile techniquement
car il s’agit d’évaluer des sommes de produits triples de facteurs ε. On espère
néanmoins que le cas de trois supercuspidales de niveau 2 pourrait être ac-
cessible, en se ramenant à des questions combinatoires sur les représentations
supercuspidales du groupe fini GL2(O /$).

Les vecteurs test ont des applications globales à des problèmes concernant
les valeurs centrales de fonctions L de produits triples de formes automorphes
sur GL2. Une telle application a été trouvée par Berstein-Reznikov et Michel-
Venkatesh [MV] qui utilisent des vecteurs test pour donner des bornes de sous-
convexité pour les fonctions L de représentations automorphes sur GL2 le long
de la droite critique. Une autre application potentielle, que nous aimerions
explorer, serait de décrire les couples de formes modulaires nouvelles dont le
produit est une forme modulaire propre pour les opérateurs de Hecke.

On peut formuler des questions de vecteurs test pour d’autres groupes que
GL2 dans le cadre des conjectures de Gross et Prasad.
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